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CCHHAAPPTTEERR  FFOOUURR::  MMUULLTTIIPPLLEE  LLIINNEEAARR  RREEGGRREESSSSIIOONN    

  

44..11  IInnttrroodduuccttiioonn    

  

IInn  aa  ssiimmppllee  rreeggrreessssiioonn,,  aa  ddeeppeennddeenntt  vvaarriiaabbllee  iiss  aa  ffuunnccttiioonn  ooff  oonnllyy  oonnee  eexxppllaannaattoorryy  vvaarriiaabbllee..  

HHoowweevveerr,,  iinn  eeccoonnoommiiccss  yyoouu  hhaarrddllyy  ffoouunndd  tthhaatt  oonnee  vvaarriiaabbllee  iiss  aaffffeecctteedd  bbyy  oonnllyy  oonnee  eexxppllaannaattoorryy  

vvaarriiaabbllee..  HHeennccee,,  aa  ttwwoo  vvaarriiaabbllee  mmooddeell  iiss  oofftteenn  iinnaaddeeqquuaattee  iinn  pprraaccttiiccaall  wwoorrkkss..  TThhee  mmuullttiippllee  lliinneeaarr  

rreeggrreessssiioonn  iiss  ccoonncceerrnneedd  wwiitthh  tthhee  rreellaattiioonnsshhiipp  bbeettwweeeenn  aa  ddeeppeennddeenntt  vvaarriiaabbllee  aanndd  ttwwoo  oorr  mmoorree  

eexxppllaannaattoorryy  vvaarriiaabblleess..    

  

44..22  The three-variable model: specification and assumptions 

  

CCoonnssiiddeerr  aa  rreeggrreessssiioonn  mmooddeell  wwiitthh  ttwwoo  eexxppllaannaattoorryy  vvaarriiaabblleess..    

  YY  ==  ff((XX11 ,,  XX22))  

  

EExxaammppllee::  DDeemmaanndd  ffoorr  aa  ccoommmmooddiittyy  mmaayy  bbee  iinnfflluueenncceedd  nnoott  oonnllyy  bbyy  tthhee  pprriiccee  ooff  tthhee  ccoommmmooddiittyy  

bbuutt  bbyy  tthhee  ccoonnssuummeerrss’’  iinnccoommee..  SSiinnccee  tthhee  tthheeoorryy  ddooeess  nnoott  ssppeecciiffyy  tthhee  mmaatthheemmaattiiccaall  ffoorrmm  ooff  tthhee  

ddeemmaanndd  ffuunnccttiioonn,,  wwee  aassssuummee  tthhee  rreellaattiioonnsshhiipp  bbeettwweeeenn  YY,,  aanndd  tthhee  rreeggrreessssoorrss  ((XX11 ,,  aanndd  XX22))  iiss  

lliinneeaarr..  HHeennccee  wwee  mmaayy  wwrriittee  tthhee  tthhrreeee  vvaarriiaabblleess  PPooppuullaattiioonn  RReeggrreessssiioonn  FFuunnccttiioonn  ((PPRRFF))  aass  ffoolllloowwss ::    

  YYii  ==  oo   ++  11XX11ii  ++  22XX22ii  ++UUii  

  WWhheerree  YY  iiss  tthhee  qquuaannttiittyy  ddeemmaannddeedd  

  XX11   aanndd  XX22   aarree  tthhee  pprriiccee  aanndd  iinnccoommee  rreessppeeccttiivvee llyy  

  oo   iiss  tthhee  iinntteerrcceepptt  tteerrmm    

  11   iiss  tthhee  ccooeeffffiicc iieenntt  ooff  XX11   aanndd  iittss  eexxppeecctteedd  ssiiggnn  iiss  nneeggaattiivvee  ((dduuee  ttoo  tthhee  llaaww  ooff  ddeemmaanndd))  

  22   iiss  tthhee  ccooeeffffiicc iieenntt  ooff  XX22   aanndd  iittss  eexxppeecctteedd  ssiiggnn  iiss  ppoossiittiivvee  aassssuummiinngg  tthhaatt  tthhee  ggoooodd  iiss  aa      

                            nnoorrmmaall  ggoooodd..    

  

IInntteerrpprree ttaattiioonn  ooff  ppaarrttiiaall  rreeggrreessss iioonn  ccooee ffffiicciieennttss   

              GGiivveenn  YYii  ==  oo   ++  11XX11ii  ++  22XX22ii  ++UUii  

TThhee  mmeeaanniinngg  ooff  ppaarrttiiaall  rreeggrreessssiioonn  ccooeeffffiicciieenntt  iiss  aass  ffoolllloowwss::  11   mmeeaassuurreess  tthhee  cchhaannggee  iinn  tthhee  mmeeaann  

vvaalluuee  ooff  YY,,  EE((YY)),,  ppeerr  uunniitt  cchhaannggee  iinn  XX11 ,,  hhoollddiinngg  tthhee  vvaalluuee  ooff  XX22   ccoonnssttaanntt..  LLiikkeewwiissee,,  22   mmeeaassuurreess  

tthhee  cchhaannggee  iinn  tthhee  mmeeaann  vvaalluuee  ooff  YY  ppeerr  uunniitt  cchhaannggee  iinn  XX22 ,,  hhoollddiinngg  tthhee  vvaalluuee  ooff  XX11   ccoonnssttaanntt..  
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CCoonnssiiddeerr  aallssoo  aa  mmooddeell  rreellaattiinngg  aa  ppeerrssoonn’’ss  wwaaggee  ttoo  oobbsseerrvveedd  eedduucc  ((yyeeaarrss  ooff  eedduuccaattiioonn)),,  eexxppeerr  

((yyeeaarrss  ooff  llaabboorr  mmaarrkkeett  eexxppeerriieennccee)),,  tteennuurree  ((yyeeaarrss  wwiitthh  tthhee  ccuurrrreenntt  eemmppllooyyeerr))  aanndd  ootthheerr  

uunnoobbsseerrvveedd  ffaaccttoorrss..  

                WWaaggee  ==  oo   ++  11eedduucc  ++  22eexxppeerr  ++  uu  

FFoorr  iinnssttaannccee,,  11mmeeaassuurreess  tthhee  cchhaannggee  iinn  hhoouurrllyy  wwaaggee  ggiivveenn  aannootthheerr  yyeeaarr  ooff  eedduuccaattiioonn,,  hhoollddiinngg  

eexxppeerriieennccee  ffiixxeedd..  SSiimmiillaarrllyy,,  22   mmeeaassuurreess  tthhee  cchhaannggee  iinn  hhoouurrllyy  wwaaggee  ggiivveenn  aannootthheerr  yyeeaarr  ooff  

eexxppeerriieennccee,,  hhoollddiinngg  eedduuccaattiioonn  ffiixxeedd..  

  

TToo  ccoommpplleettee  tthhee  ssppeecciiffiiccaattiioonn  ooff  oouurr  ssiimmppllee  mmooddeell  wwee  nneeeedd  ssoommee  aassssuummppttiioonnss  aabboouutt  tthhee  rraannddoomm  

vvaarriiaabbllee  UU..  TThheessee  aassssuummppttiioonnss  aarree  tthhee  ssaammee  aass  tthhoossee  aassssuummppttiioonnss  aallrreeaaddyy  eexxppllaaiinneedd  iinn  tthhee  ssiimmppllee  

lliinneeaarr  rreeggrreessssiioonn  mmooddeell..    

  

AAssssuummppttiioonnss   ooff  tthhee   mmooddee ll  

11..  ZZeerroo  mmeeaann  vvaalluuee   ooff  UUii   

TThhee  rraannddoomm  vvaarriiaabbllee  UU  hhaass  aa  zzeerroo  mmeeaann  vvaalluuee  ffoorr  eeaacchh  XXii..   tthhaatt  iiss,,  EE((UUii//XX11ii,,  XX22ii))  ==  00  ffoorr  eeaacchh  

ii..    

22..  HHoommoosscceeddaassttiicciittyy::  TThhee  vvaarriiaannccee  ooff  eeaacchh  UUii  iiss  tthhee  ssaammee  ffoorr  aallll  tthhee  XXii  vvaalluueess    

  VVaarr  ((UUii))  ==  EE((UUii
22
))  ==  

2

u   

33..  NNoorrmmaalliittyy::  TThhee  vvaalluueess  ooff  eeaacchh  UUii  aarree  nnoorrmmaallllyy  ddiissttrriibbuutteedd..  TThhaatt  iiss,,  UUii  ~~  NN((00,,  
2

u ))  

44..  NNoo  sseerriiaall  ccoorrrree llaattiioonn::  TThhee  vvaalluueess  ooff  UUii  ((ccoorrrreessppoonnddiinngg  ttoo  XXii))  aarree  iinnddeeppeennddeenntt  ooff  tthhee  vvaalluueess  

ooff  aannyy  ootthheerr  UUjj  ((ccoorrrreessppoonnddiinngg  ttoo  XXjj))..  

  CCoovv  ((UUii,,  UUjj))  ==  00  ffoorr  ii     jj  

55..  IInnddeeppeennddeennccee   ooff  UUii   aanndd  XXii ::  EEvveerryy  ddiissttuurrbbaannccee  tteerrmm  UUii  iiss  iinnddeeppeennddeenntt  ooff  tthhee  eexxppllaannaattoorryy  

vvaarriiaabblleess..  TThhaatt  iiss,,  tthheerree  iiss  zzeerroo  ccoovvaarriiaannccee  bbeettwweeeenn  UUii  aanndd  eeaacchh  XX  vvaarriiaabblleess..    

  CCoovv((UUii,,  XX11ii))  ==  CCoovv  ((UUii,,  XX22ii))  ==  00    

HHeerree  tthhee  vvaalluueess  ooff  tthhee  XX’’ss  aarree  aa  sseett  ooff  ffiixxeedd  nnuummbbeerrss  iinn  aallll  hhyyppootthheettiiccaa ll  ssaammpplleess..    

66..  NNoo  ppeerrffeecctt  mmuullttiiccoolllliinneeaarriittyy  ((NNoo  ccoolllliinneeaarriittyy  bbee ttwweeeenn  tthhee   XX  vvaarriiaabblleess ))::  TThhee  eexxppllaannaattoorryy  

vvaarriiaabblleess  aarree  nnoott  ppeerrffeeccttllyy  lliinneeaarrllyy  ccoorrrreellaatteedd..  TThhaatt  iiss,,  tthheerree  iiss  nnoo  eexxaacctt  lliinneeaarr  rreellaattiioonnsshhiipp  

bbeettwweeeenn  XX11   aanndd  XX22 ..  
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77..  CCoorrrreecctt  ssppeecciiffiiccaattiioonn  ooff  tthhee   mmooddee ll::  TThhee  mmooddeell  hhaass  nnoo  ssppeecciiffiiccaattiioonn  eerrrroorr  iinn  tthhaatt  aallll  tthhee  

iimmppoorrttaanntt  eexxppllaannaattoorryy  vvaarriiaabblleess  aappppeeaarr  eexxpplliicciittllyy  iinn  tthhee  ffuunnccttiioonn  aanndd  tthhee  mmaatthheemmaattiiccaall  ffoorrmm  

iiss  ccoorrrreeccttllyy  ddeeffiinneedd..    

  

44..33  EEssttiimmaattiioonn::  tthhee  mmeetthhoodd  ooff  lleeaasstt  ssqquuaarreess  
  

SSuuppppoossee  tthhee  ssaammppllee  rreeggrreessssiioonn  ffuunnccttiioonn  ((SSRRFF))      

  YYii  == iii uXX ˆ
22110 



     

wwhheerree  0



 ,, 1



   aanndd  2



   aarree  eessttiimmaatteess  ooff  tthhee  ttrruuee  ppaarraammeetteerrss  0 ,, 1 aanndd 2     

                      iû   iiss  tthhee  rreessiidduuaall  tteerrmm..    

BBuutt  ssiinnccee  iU   iiss  uunnoobbsseerrvvaabbllee  tthhee  aabboovvee  eeqquuaattiioonn  bbeeccoommeess  

  iŶ == iio XX 2211



      iiss  tthhee  eessttiimmaatteedd  rreeggrreessssiioonn  lliinnee..    

IInn  tthhee  lleeaasstt  ssqquuaarreess  eessttiimmaattiioonn,,  tthhee  eessttiimmaatteess  wwiillll  bbee  oobbttaaiinneedd  bbyy  cchhoooossiinngg  tthhee  vvaalluueess  ooff  tthhee  

uunnkknnoowwnn  ppaarraammeetteerrss  tthhaatt  wwiillll  mmiinniimmiizzee  tthhee  ssuumm  ooff  ssqquuaarreess  ooff  tthhee  rreessiidduuaallss..  ((OOLLSS  rreeqquuiirreess  tthhee      


2

ˆ
iu   bbee  aass  ssmmaallll  aass  ppoossssiibbllee))..  SSyymmbboolliiccaa ll llyy,,    

  MMiinn  
2

ˆ
iu   ==  ((YYii  ––  iŶ ))

22
  ==  

n

i

((YYii  --   ii XX 22110



  ))
22
  

AA  nneecceessssaarryy  ccoonnddiittiioonn  ffoorr  aa  mmiinniimmuumm  vvaalluuee  iiss  tthhaatt  tthhee  ppaarrttiiaall  ddeerriivvaattiivveess  ooff  tthhee  aabboovvee  eexxpprreessssiioonn  

wwiitthh  rreessppeecctt  ttoo  tthhee  uunnkknnoowwnnss  ((ii..ee..  0



 ,, 1



   aanndd  2



   ))  sshhoouulldd  bbee  sseett  ttoo  zzeerroo..    

  0

0

2

22110























 iii XXY

        

  

  0

1

2

22110























 iii XXY
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  0

2

2

22110























 iii XXY

  

AAfftteerr  ddiiffffeerreenntt iiaa tt iinngg,,  wwee  ggeett  tthhee  ffoolllloowwiinngg  nnoorrmmaall  eeqquuaattiioonnss ::    

  YYii  ==  nn o



   ++  1



 XX11ii  ++  2



 XX22ii  

  XX11iiYYii  ==  o



 XX11ii  ++  1



 XX
22

11ii  ++  2



 XX11iiXX22ii  

  XX22iiYYii  ==  o



 XX22ii  ++  1



   XX11iiXX22ii  ++  2



 XX
22

22ii  

SSoollvviinngg  tthhee  aabboovvee  nnoorrmmaall  eeqquuaattiioonnss  wwee  ccaann  oobbttaaiinn  vvaalluueess  ffoorr o



 ,, 1



   aanndd  2



     

  o



 ==  2211
XXY



    

  1



 ==  
     

    221

2

2

2

1

212

2

21








iiii

iiiiiii

xxxx

xxyxxyx
  

  2



 ==  
     

    221

2

2

2

1

211

2

12








iiii

iiiiiii

xxxx

xxyxxyx
  

wwhheerree  tthhee  vvaarriiaabblleess  xx   aanndd  yy  aarree  iinn  ddeevviiaattiioonn  ffoorrmmss..  

DDeerriivvaattiioo nn  

iii yyu ˆˆ    

  2

2211

2 )ˆˆ(ˆ
iiii xxyu    

0)ˆˆ(2
ˆ

ˆ
12211

1

2








iiii

i
xxxy

u



  

0)ˆˆ(2
ˆ

ˆ
22211

2

2








iiii

i
xxxy

u



  

AAfftteerr  rreeaarrrraannggiinngg  ,,  

   iiiii xxxxy 212

2

111
ˆˆ    

  

   2

222112
ˆˆ

iiiii xxxxy    

SSoollvviinngg  tthheessee  ttwwoo  eeqquuaattiioonnss  ssiimmuullttaanneeoo uuss llyy  wwee  wwiillll  ggeett  tthhee  vvaalluueess  ooff  1̂ aanndd  2̂ ggiivveenn  aabboovvee..  
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44..44  TThhee  MMeeaann  aanndd  VVaarriiaannccee  ooff  tthhee  PPaarraammeetteerr  EEssttiimmaatteess  

  

TThhee  mmeeaann  ooff  tthhee  eessttiimmaatteess  ooff  tthhee  ppaarraammeetteerrss  iinn  tthhee  tthhrreeee--vvaarriiaabbllee  mmooddeell  iiss  ddeerriivveedd  iinn  tthhee  ssaammee  

wwaayy  aass  iinn  tthhee  ttwwoo--vvaarriiaabbllee  mmooddeell..    

    

TThhee  eessttiimmaatteess  aarree  uunnbbiiaasseedd  eessttiimmaatteess  ooff  tthhee  ttrruuee  ppaarraammeetteerrss  ooff  tthhee  rreellaattiioonnsshhiipp  bbeettwweeeenn  YY,,  XX11   

aanndd  XX22 ..    

EE(( 0



 ))  ==  0   EE(( 1



 ))  ==  1   EE(( 2



 ))  ==  2   

TThhee  vvaarriiaannccee  ooff  0



 ,, 1



   aanndd  2



 aarree  aallssoo  ggiivveenn  aass  ffoolllloowwss  

VVaarr(( o



 ))  ==  
  



















  

  
2

21

2

2

2

1

2121

2

1

2

2
2

2

2

1
2

21
ˆ

xxxx

xxXXxXxX

n
u   

VVaarr(( 1



 ))  ==  
   




2

21

2

2

2

1

2

22ˆ
xxxx

x
   

VVaarr(( 2



 ))  ==  
   




2

21

2

2

2

1

2

12ˆ
xxxx

x
   

WWhheerree  
kn

U i





2

2
ˆ

̂ ,,  ((iinn  tthhee  tthhrreeee  vvaarriiaabbllee  mmooddeell,,  kk  ==  33))..    

NNoottee  tthhaatt  xx11   aanndd  xx22   aarree  iinn  ddeevviiaattiioonnss  ffoorrmm..  

  

44..55  TThhee   mmuullttiippllee   ccooee ffffiicciieenntt  ooff  ddee tteerrmmiinnaattiioonn  ((RR
22
))  aanndd  tthhee   AAddjjuusstteedd  RR

22
  

  

IInn  aa  ttwwoo  vvaarriiaabbllee  rreeggrreessssiioonn  mmooddeell,,  tthhee  ccooeeffffiicciieenntt  ooff  ddeetteerrmmiinnaattiioonn  ((rr
22
))  mmeeaassuurreess  tthhee  ggooooddnneessss  

ooff  ffiitt  ooff  tthhee  rreeggrreessssiioonn  eeqquuaattiioonn..  TThhiiss  nnoottiioonn  ooff  rr
22
  ccaann  bbee  eeaassiillyy  eexxtteennddeedd  ttoo  rreeggrreessssiioonn  mmooddeellss  

ccoonnttaaiinniinngg  mmoorree  tthhaann  ttwwoo  vvaarriiaabblleess..    

  

IInn  tthhee  tthhrreeee--vvaarriiaabbllee  mmooddeell,,  wwee  wwoouulldd  lliikkee  ttoo  kknnooww  tthhee  pprrooppoorrttiioonn  ooff  tthhee  vvaarriiaattiioonn  iinn  YY  eexxppllaaiinneedd  

bbyy  tthhee  vvaarriiaabblleess  XX11   aanndd  XX22   jjooiinnttllyy..  TThhee  qquuaannttiittyy  tthhaatt  ggiivveess  tthhiiss  iinnffoorrmmaattiioonn  iiss  kknnoowwnn  aass  tthhee  

mmuulltt iippllee  ccooeeff ff iicciieenntt   ooff   ddeetteerrmmiinnaatt iioonn..  IItt  iiss  ddeennootteedd  bbyy  RR
22
,,  wwiitthh  ssuubbssccrriippttss  tthhee  vvaarriiaabblleess  wwhhoossee  

rreellaattiioonnsshhiippss  aarree  bbeeiinngg  ssttuuddiieess..    
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EExxaammppllee ::  21.
2

XXyR --   sshhoowwss  tthhee  ppeerrcceennttaaggee  ooff  tthhee  ttoottaall  vvaarriiaattiioonn  iinn  YY  eexxppllaaiinneedd  bbyy  tthhee  rreeggrreessssiioonn  

ppllaannee,,  tthhaatt  iiss,,  bbyy  cchhaannggeess  iinn  XX11  aanndd  XX22 ..    

  21.
2

XXyR ==  
 
 










2

2

2

2 ˆˆ

YY

YY

y

y

i

i

i

i
  

                ==  11  ––  
TSS

RSS

y

u

i

i





1
ˆ

2

2

  

wwhheerree::    RRSSSS  ––  rreessiidduuaall  ssuumm  ooff  ssqquuaarreess  

  TTSSSS  ––  ttoottaall  ssuumm  ooff  ssqquuaarreess  

RReeccaallll  tthhaatt    

  iŷ   ==  1



 xx11ii  ++  ix22



     ((tthhee  vvaarriiaabblleess  aarree  iinn  ddeevviiaattiioonn  ffoorrmmss))    

  yyii  ==  ii uy ˆˆ      

          
2

ˆ
iu   ==  ((yyii  --   iŷ ))

22
  ==  ((yyii  --   1



 xx11ii  --   ix22



 ))
22
  

oorr  
2

ˆ
iu   ==   iû   ..  iû   ==   iû   ((yyii  --   1



 xx11ii  --   ix22



 ))  

  ==   iû   ..yyii  --   1



  iû   ..xx11ii  --   2



  iû   ..xx22ii  

bbuutt   iû   ..xx11ii  ==   iû   ..xx22ii  ==  00  

HHeennccee  
2

ˆ
iu

  
==   iû   yyii  

                  ==    ((yyii  --   iŷ ))yyii  ssiinnccee  iû   ==  yyii  --   iŷ   

                                        ==  yyii  ((yyii  --   1



 xx11ii  --   ix22



 ))  

                                          ==  yyii
22
  --   1



 xx11ii  yyii  -- 2



 xx22ii  yyii  

BByy  ssuubbssttiittuutt iinngg  tthhee  vvaalluuee  ooff  
2

ˆ
iu iinn  tthhee  ffoorrmmuullaa  ooff  RR

22
,,  wwee  ggeett  

  21.
2

XXyR ==  11  ––  


  


 




















2

2211

2

2

2

1
ˆ

i

iiiii

i

i

y

yxyxy

y

u


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      ==  


 




2

2211

i

iiii

y

yxyx 
  ,,  wwhheerree  xx11ii,,  xx22ii  aanndd  yyii  aarree  iinn  tthheeiirr  ddeevviiaattiioo nn  ffoorrmmss..  

TThhee  vvaalluuee  ooff  RR
22
  lliieess  bbeettwweeeenn  00  aanndd  11..  TThhee  hhiigghheerr  RR

22
  tthhee  ggrreeaatteerr  tthhee  ppeerrcceennttaaggee  ooff  tthhee  vvaarriiaattiioonn  ooff  

YY  eexxppllaaiinneedd  bbyy  tthhee  rreeggrreessssiioonn  ppllaannee,,  tthhaatt  iiss,,  tthhee  bbeetttteerr  tthhee  ggooooddnneessss  ooff  ffiitt  ooff  tthhee  rreeggrreessssiioonn  ppllaannee  

ttoo  tthhee  ssaammppllee  oobbsseerrvvaattiioonnss..  TThhee  cclloosseerr  RR
22
  ttoo  zzeerroo,,  tthhee  wwoorrssee  tthhee  ffiitt  iiss..    

An important property of RR
22

 is that it is a nondecreasing function of the number of explanatory variables or 

regressors present in the model; as the number of regressors increases, RR
22

 almost invariably increases 

and never decreases. Stated differently, an additional X variable will not decrease RR
22
. 

TToo  sseeee  tthhiiss,,  rreeccaallll  tthhee  ddeeffiinniitt iioo nn  ooff  RR
22
  

  RR
22
  ==  11  ––  




2

2
ˆ

i

i

y

u
  

IItt  iiss  cclleeaarr  tthhaatt  yyii
22
  iiss  iinnddeeppeennddeenntt  ooff  tthhee  nnuummbbeerr  ooff  XX  vvaarriiaabblleess  iinn  tthhee  mmooddeell  bbeeccaauussee  iitt  iiss  ssiimmppllyy  

((YYii  --   Y ))
22
..  TThhee  rreessiidduuaall  ssuumm  ooff  ssqquuaarreess  ((RRSSSS)),,  

2
ˆ

iu ,,  hhoowweevveerr,,  ddeeppeennddss  oonn  tthhee  nnuummbbeerr  ooff  

eexxppllaannaattoorryy  vvaarriiaabblleess  pprreesseenntt  iinn  tthhee  mmooddeell..  IItt  ccaann  bbee  nnoottiicceedd  tthhaatt  aass  tthhee  nnuummbbeerr  ooff  XX  vvaarriiaabblleess  

iinnccrreeaasseess,,  
2

ˆ
iu   iiss  bboouunndd  ttoo  ddeeccrreeaassee  ((aatt  lleeaasstt  iitt  wwiillll  nnoott  iinnccrreeaassee)),,  hheennccee  RR

22
  wwiillll  iinnccrreeaassee..  

TThheerreeffoorree,,  iinn  ccoommppaarriinngg  ttwwoo  rreeggrreessssiioonn  mmooddeellss  wwiitthh  tthhee  ssaammee  ddeeppeennddeenntt  vvaarriiaabbllee  bbuutt  ddiiffffeerreenntt  

nnuummbbeerr  ooff  XX  vvaarriiaabblleess,,  oonnee  sshhoouulldd  bbee  vveerryy  wwaarryy  ooff  cchhoooossiinngg  tthhee  mmooddeell  wwiitthh  tthhee  hhiigghheesstt  RR
22
..  AAnn  

eexxppllaannaattoorryy  vvaarriiaabbllee  wwhhiicchh  iiss  nnoott  ssttaattiissttiiccaallllyy  ssiiggnniiffiiccaanntt  mmaayy  bbee  rreettaaiinneedd  iinn  tthhee  mmooddeell  iiff  oonnee  

llooookkss  aatt  RR
22
  oonnllyy..    

  

TThheerreeffoorree,,  ttoo  ccoorrrreecctt  ffoorr  tthhiiss  ddeeffeecctt,,  wwee  aaddjjuusstt  RR
22
  bbyy  ttaakkiinngg  iinnttoo  aaccccoouunntt  tthhee  ddeeggrreeeess  ooff  ffrreeeeddoomm,,  

wwhhiicchh  cclleeaarrllyy  ddeeccrreeaasseess  aass  nneeww  rreeggrreessssoorrss  aarree  iinnttrroodduucceedd  iinn  tthhee  ffuunnccttiioonn..    

    
2

R ==  11  ––  
 

 






1

ˆ

2

2

ny

knu

i

i
  

              oorr  
2

R ==  11  ––  ((11  ––  RR
22
))  
 

kn

n



1
  

wwhheerree  kk  ==  tthhee  nnuummbbeerr  ooff  ppaarraammeetteerrss  iinn  tthhee  mmooddeell  ((iinncclluudd iinngg  tthhee  iinntteerrcceepptt  tteerrmm))    

  nn  ==  tthhee  nnuummbbeerr  ooff  ssaammppllee  oobbsseerrvvaattiioonnss    

  

It is immediately apparent from the above equation that for k > 1, 
2

R <<  RR
22  

wwhhiicchh  iimmpplliieess  tthhaatt  aass  tthhee  

nnuummbbeerr  ooff  eexxppllaannaattoorryy  vvaarriiaabblleess  iinnccrreeaasseess,,  tthhee  aaddjjuusstteedd  RR
22
  iiss  iinnccrreeaassiinnggllyy  lleessss  tthhaann  tthhee  
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uunnaaddjjuusstteedd  RR
22
..  TThhee  aaddjjuusstteedd  RR

22
,,  ii..ee..

2

R ,,  ccaann  bbee  nneeggaattiivvee,,  aalltthhoouugghh  RR
22  

iiss  nneecceessssaarriillyy  nnoonn--nneeggaattiivvee..  

IInn  tthhiiss  ccaassee  iittss  vvaalluuee  iiss  ttaakkeenn  aass  zzeerroo..    IIff  nn  iiss  llaarrggee,,  
2

R aanndd  RR
22
  wwiillll  nnoott  ddiiffffeerr  mmuucchh..  BBuutt  wwiitthh  

ssmmaallll  ssaammpplleess,,  iiff  tthhee  nnuummbbeerr  ooff  rreeggrreessssoorrss  ((XX’’ss))  iiss  llaarrggee  iinn  rreellaattiioonn  ttoo  tthhee  ssaammppllee  oobbsseerrvvaattiioonnss,,  

2

R   wwiillll  bbee  mmuucchh  ssmmaalllleerr  tthhaann  RR
22
..    

  44..66  PPaarrttiiaall  CCoorrrreellaattiioonn  CCooeeffffiicciieennttss  

  

IInn  tthhee  ttwwoo  vvaarriiaabbllee  rreeggrreessssiioonn  mmooddeell,,  wwee  hhaavvee  uusseedd  tthhee  ssiimmppllee  ccoorrrreellaattiioonn  ccooeeffffiicciieenntt,,  rr,,  aass  

mmeeaassuurree  ooff  tthhee  ddeeggrreeee  ooff  lliinneeaarr  aassssoocciiaattiioonn  bbeettwweeeenn  ttwwoo  vvaarriiaabblleess..  FFoorr  tthhrreeee  vvaarriiaabblleess  ccaassee,,  wwee  

ccaann  ccoommppuuttee  tthhrreeee  ccoorrrreellaattiioonn  ccooeeffffiicciieennttss::  rryyxx11   ((ccoorrrreellaattiioonn  bbeettwweeeenn  yy  aanndd  xx11)),,  rryyxx22 ,,  aanndd  rrxx11xx22   ––  

tthheessee  aarree  ccaalllleedd  ggrroossss  oorr  ssiimmppllee  ccoorrrreellaattiioonn  ccooeeffffiicciieennttss,,  oorr  ccoorrrreellaattiioonn  ccooeeffffiicciieennttss  ooff  zzeerroo  oorrddeerr..  

BBuutt,,  ffoorr  eexxaammppllee,,  rryyxx11   ddooeess  nnoott  lliikkeellyy  rreefflleecctt  tthhee  ttrruuee  ddeeggrreeee  ooff  aassssoocciiaattiioonn  bbeettwweeeenn  YY  aanndd  XX11   iinn  

tthhee  pprreesseennccee  ooff  XX22 ..  TThheerreeffoorree,,  wwhhaatt  wwee  nneeeedd  iiss  aa  ccoorrrreellaattiioonn  ccooeeffffiicciieenntt  tthhaatt  iiss  iinnddeeppeennddeenntt  ooff  tthhee  

iinnfflluueennccee,,  iiff  aannyy,,  ooff  XX22   oonn  XX11   aanndd  YY..  SSuucchh  aa  ccoorrrreellaattiioonn  ccooeeffffiicciieenntt  iiss  kknnoowwnn  aass  tthhee  ppaarrtt iiaall  

ccoorrrreellaatt iioonn  ccooeeff ff iicciieenntt ..  CCoonncceeppttuuaallllyy,,  iitt  iiss  ssiimmiillaarr  ttoo  tthhee  ppaarrttiiaall  rreeggrreessssiioonn  ccooeeffffiicc iieenntt..    

  rryyxx11..xx22   ==  ppaarrttiiaall  ccoorrrreellaattiioonn  ccooeeffffiicc iieenntt  bbeettwweeeenn  YY  aanndd  XX11 ,,  hhoollddiinngg  XX22   ccoonnssttaanntt  

  rryyxx22..xx11   ==  ppaarrttiiaall  ccoorrrreellaattiioonn  ccooeeffffiicc iieenntt  bbeettwweeeenn  YY  aanndd  XX22 ,,  hhoollddiinngg  XX11   ccoonnssttaanntt  

  rrxx11xx22..yy   ==  ppaarrttiiaall  ccoorrrreellaattiioonn  ccooeeffffiicc iieenntt  bbeettwweeeenn  XX11   aanndd  XX22 ,,  hhoollddiinngg  YY  ccoonnssttaanntt..  

  

WWee  ccaann  ccoommppuuttee  tthhee  ppaarrttiiaall  ccoorrrreellaattiioonnss  ffrroomm  tthhee  ssiimmppllee  oorr  zzeerroo  oorrddeerr  ccoorrrreellaattiioonn  ccooeeffffiicciieennttss  aass  

ffoolllloowwss..  

  rryyxx11..xx22   ==  
)1)(1( 2

21

2

2

2121

xxyx

xxyxyx

rr

rrr




  

  rryyxx22..xx11   ==  
)1)(1( 2

21

2

1

3212

xxyx

xxyxyx

rr

rrr




  

  rrxx11xx22..yy   ==  
)1)(1( 2

2

2

1

2121

yxyx

yxyxxx

rr

rrr




  

NNoottee ::  BByy  oorrddeerr  wwee  mmeeaann  tthhee  nnuummbbeerr  ooff  sseeccoonnddaarryy  ssuubbssccrriippttss..  FFoorr  eexxaammppllee,,  rryyxx11..xx22xx33   iiss  tthhee  

ccoorrrreellaattiioonn  ccooeeffffiicciieenntt  ooff  oorrddeerr  ttwwoo,,  wwhheerreeaass  rryyxx11..xx22xx33xx44  rreepprreesseennttss  tthhee  ccoorrrreellaattiioonn  ccooeeffffiicciieenntt  ooff  

oorrddeerr  tthhrreeee,,  aanndd  ssoo  oonn..  
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44..77  TThhee  CCoonnffii ddeennccee  IInntteerrvvaall   ffoorr  i   

TThhee  pprriinncciipp llee  iinnvvoollvveedd  iinn  ccoonnssttrruuccttiinngg  tthhee  ccoonnffiiddeennccee  iiss  iiddeennttiiccaa ll  wwiitthh  tthhaatt  ooff  ssiimmppllee  rreeggrreessssiioonn..  

44..88  TTeesstt  ooff  ssiiggnniiffiiccaannccee  iinn  mmuullttiippllee  rreeggrreessssiioonn  
  

44..88..11  HHyyppootthheessii ss  TTeessttii nngg  aabboouutt  IInnddii vvii dduuaall   PPaarrttii aall   RReeggrreessssii oonn  CCooeeffffii ccii eennttss  

  

WWee  ccaann  tteesstt  wwhheetthheerr  aa  ppaarrttiiccuullaarr  vvaarriiaabbllee  XX11   oorr  XX22   iiss  ssiiggnniiffiiccaanntt  oorr  nnoott  hhoollddiinngg  tthhee  ootthheerr  vvaarriiaabbllee  

ccoonnssttaanntt..  TThhee  tt  tteesstt  iiss  uusseedd  ttoo  tteesstt  aa  hhyyppootthheessiiss  aabboouutt  aannyy  iinnddiivviidduuaall  ppaarrttiiaall  rreeggrreessssiioonn  ccooeeffffiicciieenntt..  

TThhee  ppaarrttiiaall  rreeggrreessssiioonn  ccooeeffffiicciieenntt  mmeeaassuurreess  tthhee  cchhaannggee  iinn  tthhee  mmeeaann  vvaalluuee  ooff  YY  EE((YY//XX22 ,,XX33)),,  ppeerr  

uunniitt  cchhaannggee  iinn  XX22 ,,  hhoollddiinngg  XX33   ccoonnssttaanntt  

  tt  ==    

)(

1

i

i

se









~~  tt((nn  ––  kk))    ((ii  ==  00,,  11,,  22,,  ……..,,  kk))  

TThhiiss  iiss  tthhee  oobbsseerrvveedd  ((oorr  ssaammppllee))  vvaalluuee  ooff  tthhee  tt  rraattiioo,,  wwhhiicchh  wwee  ccoommppaarree  wwiitthh  tthhee  tthheeoorreettiiccaall  vvaalluuee  

ooff  tt  oobbttaaiinnaabbllee  ffrroomm  tthhee  tt-- ttaabbllee  wwiitthh  nn  ––  kk  ddeeggrreeeess  ooff  ffrreeeeddoomm..    

  

TThhee  tthheeoorreettiiccaall  vvaalluueess  ooff  tt  ((aatt  tthhee  cchhoosseenn  lleevveell  ooff  ssiiggnniiffiiccaannccee))  aarree  tthhee  ccrriittiiccaall  vvaalluueess  tthhaatt  ddeeffiinnee  

tthhee  ccrriittiiccaall  rreeggiioonn  iinn  aa  ttwwoo-- ttaaiill  tteesstt,,  wwiitthh  nn  ––  kk  ddeeggrreeeess  ooff  ffrreeeeddoomm..    

  

lleett  uuss  ppoossttuullaattee  tthhaatt    

  HH00 ::  i   ==  00  

  HH11 ::  i    00  oorr  oonnee  ssiiddeedd  (( i >>  00,, i <<  00))  

TThhee  nnuullll  hhyyppootthheessiiss  ssttaatteess  tthhaatt,,  hhoollddiinngg  XX22   ccoonnssttaanntt,,  XX11   hhaass  nnoo  ((lliinneeaarr))  iinnfflluueennccee  oonn  yy..    

  

IIff  tthhee  ccoommppuutteedd  tt  vvaalluuee  eexxcceeeeddss  tthhee  ccrriittiiccaall  tt  vvaalluuee  aatt  tthhee  cchhoosseenn  lleevveell  ooff  ssiiggnniiffiiccaannccee,,  wwee  mmaayy  

rreejjeecctt  tthhee  hhyyppootthheessiiss;;  ootthheerrwwiissee,,  wwee  mmaayy  aacccceepptt  iitt  ((


1 iiss  nnoott  ssiiggnniiffiiccaanntt  aatt  tthhee  cchhoosseenn  lleevveell  ooff  

ssiiggnniiffiiccaannccee  aanndd  hheennccee  tthhee  ccoorrrreessppoonnddiinngg  rreeggrreessssiioonn  ddooeess  nnoott  aappppeeaarr  ttoo  ccoonnttrriibbuuttee  ttoo  tthhee  

eexxppllaannaatt iioo nn  ooff  tthhee  vvaarriiaattiioonnss  iinn  YY))..    

  

EExxaammppllee ..  SSuuppppoossee  tthhee  eessttiimmaatteedd  hhoouurrllyy  wwaaggee  eeqquuaattiioonn  iiss  ggiivveenn  aass  ffoolllloowwss ::  

 

lloogg(( geaw ˆ ))  ==    ..228844  ++  ..009922  eedduucc  ++  ..00004411  eexxppeerr  ++  ..002222  tteennuurree  
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                          ss..ee            ((..110044))        ((..000077))                      ((..00001177))                      ((..000033))    

                                                                              nn  ==  552266,,  RR
22
  ==..331166,,  

TTeesstt  wwhheetthheerr  tthhee  rreettuurrnn  ttoo  eexxppeerr,,  ccoonnttrroolllliinngg  ffoorr  eedduucc  aanndd  tteennuurree,,  iiss  zzeerroo  iinn  tthhee  ppooppuullaattiioonn,,  

aaggaaiinnsstt  tthhee  aalltteerrnnaattiivvee  tthhaatt  iitt  iiss  ppoossiittiivvee..  TThhaatt  iiss,,  HH00::
  erexp ==  00  aaggaaiinnsstt  HH11::  erexp   >>  00..  

  

44..88..22  TTeessttii nngg  tthhee  OOvveerraall ll   SSii ggnnii ffii ccaannccee  ooff  aa  RReeggrreessssii oonn  

TThhiiss  tteesstt  aaiimmss  aatt  ffiinnddiinngg  oouutt  wwhheetthheerr  tthhee  eexxppllaannaattoorryy  vvaarriiaabblleess  ((XX11 ,,  XX22 ,,  ……XXkk))  ddoo  aaccttuuaallllyy  hhaavvee  

aannyy  ssiiggnniiffiiccaanntt  iinnfflluueennccee  oonn  tthhee  ddeeppeennddeenntt  vvaarriiaabbllee..  TThhee  tteesstt  ooff  tthhee  oovveerraallll  ssiiggnniiffiiccaannccee  ooff  tthhee  

rreeggrreessssiioonn  iimmpplliieess  tteessttiinngg  tthhee  nnuullll  hhyyppootthheessiiss  

  HH00 ::  1   ==  2 ==  ……  ==  k   ==  00  

AAggaaiinnsstt  tthhee  aalltteerrnnaatt iivvee  hhyyppootthheessiiss  

  HH11 ::  nnoott  aallll  i ’’ss  aarree  zzeerroo..  

IIff  tthhee  nnuullll  hhyyppootthheessiiss  iiss  ttrruuee,,  tthheenn  tthheerree  iiss  nnoo  lliinneeaarr  rreellaattiioonnsshhiipp  bbeettwweeeenn  yy  aanndd  tthhee  rreeggrreessssoorrss..    

  

TThhee  aabboovvee  jjooiinntt  hhyyppootthheessiiss  ccaann  bbee  tteesstteedd  bbyy  tthhee  aannaallyyssiiss  ooff  vvaarriiaannccee  ((AANNOOVVAA))  tteecchhnniiqquuee..  TThhee  

ffoolllloowwiinngg  ttaabbllee  ssuummmmaarr iizzeess  tthhee  iiddeeaa..    

  

SSoouurrccee  ooff  vvaarriiaattiioonn  SSuumm  ooff  ssqquuaarreess  

((SSSS))  

DDeeggrreeeess  ooff  ffrreeeeddoomm  

((DDff))  

MMeeaann  ssqquuaarree  

((MMSSSS))  

DDuuee  ttoo  rreeggrreessssiioonn  ((EESSSS))  

  

DDuuee  ttoo  RReessiidduuaall  ((RRSSSS))  

 2ˆ
iy   

  


2

ˆ
iu   

kk  ––  11  
  

  

  

nn  ––  kk    

1

ˆ 2




k

y
  

kn

ui




2

ˆ
  

TToottaall    

((TToottaall  vvaarriiaattiioonn))  

 2

iy   nn  ––  11      

  

TThheerreeffoorree  ttoo  uunnddeerrttaakkee  tthhee  tteesstt  ffiirrsstt  ffiinndd  tthhee  ccaallccuullaatteedd  vvaalluuee  ooff  FF  aanndd  ccoommppaarree  iitt  wwiitthh  tthhee  FF  

ttaabbuullaatteedd..  TThhee  ccaallccuullaatteedd  vvaalluuee  ooff  FF  ccaann  bbee  oobbttaaiinneedd  bbyy  uussiinngg  tthhee  ffoolllloowwiinngg  ffoorrmmuullaa..  

  FF  ==  
 

 
 
 knRSS

kESS

knu

ky

i

i











 1

ˆ

1ˆ

2

2

ffoolllloowwss  tthhee  FF  ddiissttrriibbuutt iioonn  wwiitthh  kk  ––  11  aanndd  nn  ––  kk  ddff..    

wwhheerree  kk  ––  11  rreeffeerrss  ttoo  ddeeggrreeeess  ooff  ffrreeeeddoomm  ooff  tthhee  nnuummeerraattoorr  

  nn  ––  kk  rreeffeerrss  ttoo  ddeeggrreeeess  ooff  ffrreeeeddoomm  ooff  tthhee  ddeennoommiinnaa ttoorr  
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  kk  ––  nnuummbbeerr  ooff  ppaarraammeetteerrss  eessttiimmaatteedd    

  

DDeecciiss iioonn  RRuullee ::  IIff  FFccaallccuullaatteedd  >>  FFttaabbuullaatteedd  ((FF((kk  ––  11,,  nn––  kk)))),,  rreejjeecctt  HH00 ::  ootthheerrwwiissee  yyoouu  mmaayy  aacccceepptt  iitt,,  

wwhheerree  FF((kk  ––  11,,  nn  ––  kk))  iiss  tthhee  ccrriittiiccaall  FF  vvaalluuee  aatt  tthhee     lleevveell  ooff  ssiiggnniiffiiccaannccee  aanndd  ((kk  ––  11))  nnuummeerraattoorr  

ddff  aanndd  ((nn  ––  kk))  ddeennoommiinnaa ttoorr  ddff..  

  

NNoottee  tthhaatt  tthheerree  iiss  aa  rreellaattiioonnsshhiipp  bbeettwweeeenn  tthhee  ccooeeffffiicciieenntt  ooff  ddeetteerrmmiinnaattiioonn  RR
22
  aanndd  tthhee  FF  tteesstt  uusseedd  iinn  

tthhee  aannaallyyssiiss  ooff  vvaarriiaannccee..    

  

FFrroomm  tthhee  aabboovvee::  
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  FF  ==  
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knR
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
    

WWhheenn  RR
22
  ==  00,,  FF  iiss  zzeerroo..  TThhee  llaarrggeerr  tthhee  RR

22
,,  tthhee  ggrreeaatteerr  tthhee  FF  vvaalluuee..  IInn  tthhee  lliimmiitt,,  wwhheenn  RR

22
  ==  11,,  FF  iiss  

iinnffiinniittee..  TThhuuss  tthhee  FF  tteesstt,,  wwhhiicchh  iiss  aa  mmeeaassuurree  ooff  tthhee  oovveerraallll  ssiiggnniiffiiccaannccee  ooff  tthhee  eessttiimmaatteedd  

rreeggrreessssiioonn,,  iiss  aallssoo  aa  tteesstt  ooff  ssiiggnniiffiiccaannccee  ooff  RR
22
..  TTeessttiinngg  tthhee  nnuullll  hhyyppootthheessiiss  iiss  eeqquuiivvaalleenntt  ttoo  tteessttiinngg  

tthhee  nnuullll  hhyyppootthheess iiss  tthhaatt  ((tthhee  ppooppuullaattiioonn))  RR
22
  iiss  zzeerroo..    

  

  

  

  


