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Introduction

������������� �� ��	�� ��	 ����������� ����� �� � ����� 	�������� �� �������������
���� ��� ��������� �������� ��� ��!�" ���� �� ���������� ��������" ���	 ���" �� �������
���������� ���� ��� ���� ���	 �� ������������ ���� �����#�� ������������ �� ����� ����� ��
����������" ������������ �������������" 	���#����" �� �� ��� $� �� ������� �� � ��������
��������

1.1.1 Graphs and Digraphs

%�� ������������ �#&��� ��������� ������ ��	 ����������� #�� ��� ���� ��� #�
�����	 � �	�"�� '� ��� ��� ����������� ��� ���	����������" �� �� �����	 � ���	�"�� (�� ������
��������� 	�������� �� ���� ������� ������� �� ��� �������� ������� $���� 	��������� ��
������ ��� ���������� ��	�������� �� ��� #���� ��	�� ���� ��� ���� #��� �����	 � ������

Basic Terminology

DEFINITIONS

��) % ����� � * +���, �������� �� � � ���� � ��	 ��

� ��� �������� �� � ��� �����	 �����	�
 +�� ��
�
,�

� ��� �������� �� � ��� �����	 �
��
�

� -��� �	�� ��� � ��� �� ��� �� � � �������� ���������	 �� ��"  ���� ��� �����	 ���
��
�����
� %� �	�� �� ���	 �� ���� ��� ��	�������

��������� ��� ��#�������	 ��������� �� ��	 �� +�� � +�, ��	 �+�,, ��� ���	 ��� ���
�����./ ��	 �	��/����  ��� � �� ��� ��� ���� ����� ��	�� �����	��������

��) '� �����. � �� �� ��	����� �� �	�� �" ���� � �� ���	 �� #� ��	�
��� �� �" ��	 � ��
����	��� �� ��

��) % �����. � �� �
��	��� �� �����. � �� ���� ��� &����	 #� �� �	���

��) � � �	&����� �������� ��� #� �����	 ��������
�
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��) �
��	��� �
��
 ��� � � �	��� ���� ���� �� ��	����� �� �������

��) % ������ �
�� �� �� �	�� ���� &���� � � 	������� ���������

��) % �������
�� �� � ���������� �� � � �� ���� �	��� ������ �	������� ��	�������

��) % 
����� �
��	��	� #�� ��� �������� ������  ��� ����� �� �.����� ��� �	��
#�� ��� �����

�	) ��� �
�����������	��� #�� ��� � ���� �� �������� � ��	 � �� ��� ���#�� �� �	���
#�� ��� �����

��
) % 
�������� �� �� �	�� ���� &���� � ������ ��	����� �� �������

�������	�
�� %� �����������  ��	 ��� 0����/����1 �� 0����1� ���� ��� #� ���	 ��
�����.�� ��  ���� 0����1 ��� �� ����� ���������

�������	�
�� '� �������� �������" ���  ��	 0�����1 �� �������� ���	 ������ �� ����
� ����� �� 	����	 ����" �� �� ���� � ��������/����������	 	��� ���������  ���� �����
�� � ������

EXAMPLE

��) % ���� 	�� ��� �� � ����� � * +���, �� ��� � �� 2����� ������ '� ��� �����./���
� * ��� �� �� �� ��	 �	��/��� � * �	� 
� �� �� �� 
�� ��� ��� �	� 
� �� � �����/�	��  ���
��	������ � ��	 �" ��	 �	�� � �� � ����/�����

Figure 1.1.1 � 
�����

REMARKS

��) % ����� �� �����3�	 �� � ����� �� �� �/����� �� � ��� �� ������" ������������ ���
��������" ��	 � ��� �� �����	 �� �������� ���� ��������" ������������ ��� �	���� ���
��������� �� ������ �� ���� � ���� ������� �� ���������� �� ��� �������� 4� ����" �� �
��	�$���� �� ��	�����	" ���� �� �����������

��) (�����������" � ����� �� "�	����	�%�� �� ���� ���� �	�� �� �����	�	 �� ��� ����/
�������� ����� �� ��� ���� �������� 56� �7 +�.���� ���� ��� � ����/����" ��� ��	������ 6
��	 � ���� ��� ���� �����,�

Simple Graphs

8��� �� ����������� ����� ������ �� ��������	  ��� 
��"
� ������� ���� �� ������ #������
���� ���#���� �����	��� ������� ������ ��� #� ��	���	 �� ���#���� �#��� ������
�������

DEFINITIONS

���) % 
����� ����� �� � ����� ���� ��� �� ����/����� �� �����/�	����

���) % ������� ����� �� � ����� ���������� �� ��� �����. ��	 �� �	����

                          



4 Chapter 1 INTRODUCTION TO GRAPHS

���) % ���� ����� �� � �����  ���� �����./ ��	 �	��/���� ��� ������

Edge Notation for Simple Adjacencies and for Multi-edges

��������� %� �	�� &������ �������� � ��	 � �� � ����� ��� #� 	�����	 #� ��� &�.��/
�������� �� �� �� �� ��� ���� ���� �	��� (�����������" ��� ��	���	 ���� +�� �, �� ���	 ��
���� ���������" ������	 �� ��� �� ����	 ��#��������  ��� �����/�	��� �.���" ��  �������
���� 	�����	" ��� �	��� �� � ������� ����� ��� #� ����� ����� � � �����" �� �� 2�����
����� �#����

EXAMPLE

��) ��� ������ ����� ��� � �� 2����� ����
 ��� �	��/��� � * ���� ��� �������

Figure 1.1.2 � ������ 
�����

General Graphs

8��� ������������ ��9���� ���/������ ������ �� ��	���� 8�������" ���� ���/������
������ ����� �� ��������� ���� �� ����������� �������������" ���������� �� ������������
����� 	�� ���� +������ ��	 ���/������, �� �������� +��� ������� :,�

�������	�
� ����� %������� ��� ���� 0�����1 ����� ���� ����/����� ��	 �����/�	���
��� ���� �	" ���������" ��� ��������" ��� ���� ������� ����� �� ���	�

DEFINITIONS

���) % ������

 ����� �� � ����� ���� ��� �� ����/������ +'� ����� ���� �����/�	����,
��������� � �������� ����� �� �������	 �� �� � �����������

���) ��� 
����� �� �� � �������� �����  ��� � � �������� ��	 � �	��� &������ �����

���) ��� ������� �� �� � �����  ��� ��� �����. ��	 � ����/������

EXAMPLES

��) ��� �������� ����� �� 2����� ����� 	������ ��� #��3��� �������� ��4��

Figure 1.1.3 ����� ����� ��� � ������� ���
�
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��) ��� 	����� �� �� ��� � �� 2����� ������

Figure 1.1.4  �� �������� 
���� ���

��) � � ������  ��� ����/����� ��� ��� � �� 2����� ����;�

Figure 1.1.5  �� �!������ 
���� ��� "�� ��!#!�" ���

Attributes

%��� ��� ������ �� ���� �		������� �����#���� #����	 �������� ��	 �	��� ���#��� ����
�� ����� �� ������������ ��	��� ��� �  �	� ������� �� ������������� � � �� ��� ����
������ �		������� �	�� �����#����" #��� 	�����#�	 �� ����� 	����� ����� �� ��� ��������"
��� �	�� ��	�$���� +����" �������� � ��	 ��, ��	 �	�� ������ +����" �������� � ��	 ��,�
%������ ������ �����#��� +��� �	��� �� ��������, �� $�
�	� ����� �������� �� 	�������	
�� ������� ;�

DEFINITIONS

���) % ������ ��������� �� � �������� ���� ��� �����./��� �� ���� ��� �� �����#��
�����#��� �������

���) %� �
�� ��������� �� � �������� ���� ��� �	��/��� �� ���� ��� �� �����#��
�����#��� �������

Digraphs

%� �	�� #�� ��� � � �������� ������� � ���������� �� � � �������� ������ �� ����� %�/
������� � 	�������� ��!�� ��� �� ����� ������ &�	��	� ��	 ��� ����� ��$���	�� <�� ���
	�������� �� �� �	�� �����#��� �� ������ ��������	 #� ��� ������ �� �������� �����/
���������� �� ����� ����������� 8�������" ���� � ������������ �����������" �����	���
��	�$��� �	�"�
 �� ��������	 ������ ��!�� �� ������ �� ��� ������� ������� ���� ���	
�� #� ����#�����	 ���������� ��� ������ ��	 ��� 	������� �� � ������ ������ ���� �������
�� #���� ��� �����#��� �� �	�� 	�������� �� 	�������	 �.��������� �� ������� � ��	
���� ���� �� ���� ���������

DEFINITIONS

��	) % 
���	��
 �
�� +�� ��	, �� �� �	�� �" ��� ��  ���� ��	������ �� 	��������	
�� ��� ����" ��	  ���� ����� ��	����� �� 	��������	 �� ��� ���
� ���� ��� 	�����	
��	�+�, ��	 �	��+�," �������������

�������	�
�� % 	������	 �	�� �� ���	 �� #� 
���	��
 ���� ��� ���� ��	 
���	��
 ��

��� ���	� +��� ���� ��	 ��� ���	 �� � 	������	 ����/���� ��� ��� ���� �����.�,

                          



6 Chapter 1 INTRODUCTION TO GRAPHS

��������� '� � ���� 	�� ���" ��� ���� ������ �� ��	 ��� ���	�

��
) % ��������	 �� � ��� �� � � �� ���� ���� ������ ��� ���� ���� ��	 ���� ���	�

���) % 
������ +�� 
���	��
 �����, �� � ����� ���� ��  ���� �	��� �� 	������	�

���) % 
����� 
������ �� � 	������  ��� �� ����/����� ��	 �� �����/�����

���) % ����
 ����� +�� ��������� 
���	��
 �����, �� � ����� ���� ��� #���
��	������	 ��	 	������	 �	���� '� � ��.�	 �����" ����� ��� ����	���	 ���� 0�	��1
����	� ����������  ������ ��� �	�� �� 	������	 �� ��	������	�

���) ��� ��
������� ����� �� � 	������	 �� ��������� 	������	 ����� � �� ��� �����
���� ������� ���� �������� ��� ��� 	����������� �� ��	� ��	 �	�� ���� ��� 	������	 �	���
�� � +����" 	������� ��� ��� �	��/	���������,�

Ordered-Pair Representation of Arcs

��������� '� � ������ 	������" �� ��� ���� �����. � �� �����. � �� �������� 	�����	
+�� �, +�� ��������� ��,� =��� �����/���� ��� �����#��" ����� 	������� ����� �� �����
����������

���
��������	 ����� +' $������ �� 
�&���	� ��
����	
, 2��� ��� ����������� ��
�#&���/�������	 ���� ��� 	�����" ��� ��	���	/���� �������������� �� ���� �� � 	������
������ 	������� �� � 	�>����� ����� �� �#&���� ���� ������� ���� ����	 ��������� ��	��/
���� 
�&���	� 	��
�� ?���� �������� �� �������� ��	� ����� ���� �� #� �� ������ ��
��	�� �� �	��� �� ��������� ����  �� ���������� 	������	 ��� � 	������ ��  ��! �� ��
��	������	 ������

��� ��	���	/���� �������������� ����	 ���� ����� � ! ��	 �� ������������ ����������
���  ���� ��� ������ �� 	������� ��� ������$ ���������� +����" ���� ������ 	����� ���
���������,� =������� ��� 	�������� �� � ���������� �	�� ���� #� �������	" ��� ������/
���	 ��	���	 ���� ��� �� #� 	�����	 ��	 �������	 #� ��� �������� -���  ����" �� � 	������	
�	�� �� �� #����� ��	������	" ���� �� ��	���	 ���� ���� #� �������	  ��� �� ����	���	
����� ���������" ��� ��	������	 ��	 	������	 �	��� �� � ��������� 	������	 �����  ���	
��9���� � � 	�>����� ����� �� �#&�����

EXAMPLES

��) ��� 	������ �� ��� ���� �� 2����� ����@ ��� ��� ��	������	 ����� �� ��� ����� ��
��� ��	������� ������ ��� 	������ ��� � � �����/����) �	� 
� ��	 �
� ���

Figure 1.1.6 � ��
���� ��� �"� !�����$��
 
�����
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��) % ������ 	������ ��� ���� ��� ��� �� ���� 	�������� #�� ��� � � ���������

Figure 1.1.7 � ������ ��
���� %���� !�����$��
 
���� �� ��" �������

Vertex-Coloring

=��� ��� �����./��� �� � ����� �� ����������	" ��� ����� �� ��� ��������� ��� ��������
�������	 	������� $�
�	
� ���� �� 	�������	 �� ������ �� ������� ;�

DEFINITIONS

���) % �������	������� �� � ����� � �� � �������� ���� ��� �����./��� �� �������� ��
� ��� �  ���� �������� ��� �����	 $�
�	
�

���) % �����./�������� �� ������ �� � � �	&����� �������� ��� �� ��� �������	 	�>�����
�������

���) % ����� �� ��	�������� �� �� ��� � ������ �����./��������  ��� � �� �� �� �������

���) ��� +������, 	�������	 ������ �� � ����� �" 	�����	 �+�," �� ��� ��������
���#�� � �� ������ ���� ���� � �� �/������#���

REMARK

��) 
��������� �� �
���	�������" ���
���	��������" ��	 �
���	�������	 ����

���" 	�����	 ��+�," ��� �#�����	 #� ������ ��������� ���  ��	 0��������1 �� ��� 	����/
����� �#���  ��� ���  ��	 0�	���1�

EXAMPLE

��) ��� ����� � �� 2����� ����A �� ��� �  ��� � �/�������� �� ��� �����./���� �����
�� �� ��� 
/������#��" ��� ��������� ���#�� �� �� %���" ��� ����� �� ������ ���� �� #�
�/�	��/������#�� ��	 ������� �� ��� 
/�	��/������#��B �����" ��+�, * ��

Figure 1.1.8 � 
���� � %�"� �+�, * ��+�, * ��

1.1.2 Degree and Distance

� � �� ��� ���� ���	������� ������� �� ����� ������ ��� ����� �� ��� ���	�� �� �
�����. ��	 ��� ��
���$� #�� ��� � � ��������� 
������� �� 	�������	 ����� �� �C���
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Degree

DEFINITIONS

��	) ��� 
����� +�� �����	�, �� � �����. � �� � ����� �" 	�����	 ���+�," �� ���
���#�� �� ������ �	��� ����	��� �� � ���� � ��� ��� ���#�� �� ����/������ +2�� ������
������" �� ������" ��� 	����� �� ������ ��� ���#�� �� �����#����,

�������	�
�� %����������� �� ����� ������ �� �������� ��������� �������� ��� ��� ��
��� ���� �����	� �� �� ����������� �� ���	��� ����" � �����. �� 	����� � �� ���� �����	
� �������� �������

��
) ��� 
����� 
�����	� �� � ����� �� ��� ��9����� �����	 #� ��������� ��� �����.
	������ ���� ���/	��������� ��	���

���) ��� ��
����� �� � �����. � �� � 	������ �� ��� ���#�� �� ���� 	������	 �� �B
��� ���
����� �� �����. � �� ��� ���#�� �� ���� 	������	 ���� �� -��� ����/���� �� �
������ ��� �� ��	 ��� ��	����� �� � ��	 ��� �� ��	 ��� ���	������

���) %� �
�����
 ������ �� � ����� �� � �����. �� 	����� 6�

EXAMPLES

�	) 2����� ����C ��� � � ����� ��	 ��� 	����� ��9������

� 6" �" �" �" @" @"�
. � 3  � �

Figure 1.1.9 � 
���� ��� �"� ��
��� ��#!��&��

��
) 2����� �����6 ��� � ��� ��	������ ��	 ���	������ �� � 	�������

�����. � � �

��	����� � � �
���	����� � 
 �

Figure 1.1.10  �� ����
���� ��� �!"��
���� �� "�� '��"�&�� �� � ��
�����

FACTS

2�� ������ �� ��� ����� ��� ���������� �����" ��� 5��D�CC" ����7 �� ����� #���� ��.���

(�) +-����, ��� ��� �� ��� 	������ �� ��� �������� �� � ����� �� � ��� ��� ���#�� ��
�	����

(�) '� ����� �����" ��� ���#�� �� �������� ������ �		 	����� �� �� ���� ���#���

(�) % ���/������� ������ ����� � ���� ���� �� ����� ��� ���� �� ��������  ���� 	������
��� �9����
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(�) '� � 	������" ��� ��� �� ��� ��	������ ��	 ��� ��� �� ��� ���	������ #��� �9���
��� ���#�� �� �	����

(�) ��� 	����� ��9����� �� � ����� �� � �����" ���/	��������� ��9����� �� �����������
��������  ���� ��� �� �����

(�) ����������" ��� ���/	���������" ����������� ��9����� �� ��������  ���� ��� ��
���� �� ��� 	����� ��9����� �� ���� �����" #�� ��� ����������� �� � ������ ������

Walks, Trails, and Paths

DEFINITIONS

���) % ���� �� � ����� � �� �� ����������� ��9����� �� �������� ��	 �	���"

� * ��� ��� ��� ��� � � � � ��� ��

���� ���� ��� � * �� � � � � �" ��� �������� ���� ��	 �� ��� ��� ��	������ �� ��� �	�� �� � '�"
��������" ��� �	�� �� �� 	������	 ���� ���� �� �� " ���� � �� � 
���	��
 �����

� '� � ������ �����" �  ��! ��� #� ����������	 ������ #� ������� � ��9����� ��
��������) � * ��� ��� � � � � �� ���� ���� ��� � * �� � � � � �" ��� �������� ���� ��	 �� ���
�	&������

� ��� ������� ������ �� ���

� ��� ���� ������ +�� �������� ������, �� ���

� %� �������� ������ �� � �����. ���� �� ������� ������� ��� �����

���) ��� ������ �� � ���� �� ��� ���#�� �� �	��� +�������� �����������,�

���) %  ��! �� 	��
�
 �� ��� ������� �����. �� ���� ��� ���� �����.B ����� ���" �� ��
�����

���) % ����� �� � ����� �� �  ��! ���� ���� �� �	�� ������ ���� ���� �����

���) %� �������� ����� �� � ����� � �� �  ��! ���� �������� ���� �	�� �� � �(�$�
�

����� +��� ���
�,

���) % ���� �� � ����� �� � ����� ���� ���� �� �������� �����. �� �������	�

��	) % 	�	�� �� � �����	 ���� �� ������ �� ����� ��

��
) % �������  ��!" �����" �� ���� �������� �� � ������ �����. ��	 �� �	����

EXAMPLE

���) '� ��� ����� ��� � �� 2����� ������" ��� �����. ��9����� ��� �� �� �� �� ����������
�  ��! ���� �� ��� � �����" ��	 ��� �����. ��9����� ��� �� �� �� �� �� ���������� � ����� ����
�� ��� � �����

Figure 1.1.11
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Distance and Connectivity

���) ��� 
�
���	� ������� ��� �����	�
 �� � ����� �� ��� ������ �� ��� ��������
 ��! #�� ��� �����

���) ��� 
���	��
 
�
���	� ���� � �����. � �� � �����. � �� � 	������ �� ��� ������
�� ��� �������� 	������	  ��! ���� � �� ��

���) % ����� �� 	����	��
 �� #�� ��� ����� ���� �� �������� ����� �� �  ��!�

���) % 	������ �� �������� 	����	��
 �� ��� ��	������� ����� �� ��������	�

���) % 	������ �� 
������� 	����	��
 �� ���� ���� �����. �� ���� ����� �����. �����
�� � 	������	  ��!�

���) ��� �		�����	��� �� � �����. � �� � ��������	 ����� �� ��� 	������� �� � �����.
�������� ���� ��

���) ��� ��
��
 �� � ��������	 ����� �� ��� ������� �������������

���) ��� 
������� �� � ��������	 ����� �� ��� ��.���� �������������

EXAMPLE

���) ��� 	������ ��� � �� ��� ���� �� 2����� �����
 �� �������� ��������	B ��� 	������
�� ��� ����� �� ��������	 #�� ��� �������� ��������	�

Figure 1.1.12 � �"���
�$ &����&"�� ��
���� ��� � %��)�$ &����&"�� ����

1.1.3 Basic Structural Concepts

=� ��� ��������	  ��� ��� �����#�� �9��������� �� � � ������"  ��� ��� ����������
�� �� ��	���	��� �����" ��	  ��� ��� �����#�� ���������� �� ��� �����  ����� �������
������

Isomorphism

'� �������" � � ������ ��� �
���	"��$ �� ���� ��� ������������ �	�������"  ���� �����
���� ���� ���������	 �� ��� ���������� 	������� % ������ �����./��/�����. ��	 �	��/��/
�	�� ���������	���� �� �����	 �� �
���	"��
��

DEFINITIONS

��	) %� �
�������
� ������� ��� 
����� �����
 � ��	 � �� � �����. #�&������
 ) �� � �� ���� ���� ��� �� � � ��" ��� �����. � �� �	&����� �� ��� �����. � �� �����
� �� ��	 ���� ��  +�, �� �	&����� ��  +�, �� ����� �� '���������" ����� �� ���� �� �	��
#�&������ �� � �� ���� ���� �� ��  +�, +�,�
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��
) %� �
�������
� ������� ��� ������� �����
 � ��	 � �� � ���� �� #�&��/
�����  � ) �� � �� ��	  � ) �� � �� ���� ���� ��� ����� ���� �� �������� �� � � ��"
��� ��� �� �	��� �� �� &������ � ��	 � �� �����	 #�&�������� �� ��� ��� �� �	��� �� ��
&������ ��� ��������  +�, ��	  +�,�

���) =� ��� ���� � ��	 � ��� �
�������	 �����
 ��	  �  ���� � 	* � �� ����� ��
�� ����������� �� ��

���) %� �
��	��	� ������ ��� � ������ ������ ���� �������� ��� �.�������� ��	���	
��� ��� � � � � �� �� ��� �
 � �����. !� ���� ����

!�+�� �, *
�
� �� �� ��	 �� ��� �	&�����
6 ����� ���

���) % �������� ���������	  ��� ��� ������ �� �� �
�������
� ��������� �� �� ���
��� ���� ����� +�� �� ��� ����, ��� ��� � � ���������� �������

EXAMPLES

���) ��� � � ������ �� 2����� ������ ��� ���������� ��	�� ��� �������

�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ��

Figure 1.1.13  %� ���������& 
������

'� ��� $��� �����. �� �� ����� � 	� � ��	 �� ��� #����� ��	 ������� ��� ����� �
9������/���� �����������! ���" ���� ��� ��������� ����� �� ����� � 0���!� &��� ��!�1
����� �� ����� �	&������ �������� ���)

!� *

�
���

�� �� �� ��

�� 6 � � 6
�� � 6 � �
�� � � 6 �
�� 6 � � 6

�
��� !� *

�
���

�� �� �� ��

�� 6 � 6 �
�� � 6 � �
�� 6 � 6 �
�� � � � 6

�
���

=� �#����� ���� ����������� �� � �� ��	 �� ��	 ���� ����������� ������� �� ��	 ��
���������� ��� �����. !� ���� �����. !� �

                          



12 Chapter 1 INTRODUCTION TO GRAPHS

���) ��� � � ������ �� 2����� ������ ��� ����������" ���� �� ��� 	�� ���� ���! 9����
	�>������ ��� �����./��#��� ��	����� �� ������������

Figure 1.1.14  %� ���������& 
����� "��" ���) #!�"� ��*����"�

���) 2����� �����; ��� � � � ���/���������� ������  ��� �	������� 	����� ��9�������
+'� �� ���� �� ��� ���� ��������	���� �� �� ����������� ����������,

Figure 1.1.15  %� 
����� %���� ��
��� ��#!��&�� ��� ��"� �
� 
� 
� �� ���� ���

FACTS

(�) �����	����� ��� �����#�� #�&������� �� ��� �����./���� �� � � �/�����. ������ ��/
9����� "+�E, ������

(�) %������� ���� ���� ���������� ��� !�� � +��� �
�
," ����� �� �� !�� � ����������/
���� ��������� ��� ������� ����� ������������

(	) ��� ���#�� �� ��������" ��� ���#�� �� �	���" ��	 ��� 	����� ��9����� ��� ���
����������� ����������� (� ��� ����� ���	" ������ ��� ���� ������ ��� ��� ����� �� �����
���������� 	��� ��� ����� ���� � � ������ ��� ����������" �� ����������	 #� -.����� �;�

(�
) -��� �� ��� +��	 ������ ���, �� �� �	&������ �����. �9���� ��� 	����� ��
��� ���������	��� �����.�

Automorphisms

��� ������ �� �������� �� � ����� �� �������3�	 �� ����� �� ������������ �� ��� �����
�� �������

DEFINITIONS

���) % ����� ����������
� �� �� ����������� �� ��� ����� �� �������

���) ��� ����� �� � ������ � �� � ����� � �� ��� ��� �� ��� �������� � � �� ���� ����
����� �� �� ������������  ���� ����  +�, * ��

���) ��� ����� �� �� �
�� � �� � ����� � �� ��� ��� �� ��� �	��� � � �� ���� ����
����� �� �� ������������  ���� ����  +�, * ��

���) % ����� �� �����������
����� �� ��� ��� �������� ��� �� ��� ���� ��#���

���) % ����� �� �
�������
����� �� ��� ��� �	��� ��� �� ��� ���� ��#���
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FACTS

(��) ��� �����. ��#��� ��������� ��� �����./��� �� � ������

(��) ��� �	�� ��#��� ��������� ��� �	��/��� �� � ������

EXAMPLE

���) 2�� ��� ����� �� ��� ���� �� 2����� �����@" ��� �����. ��#��� ��� ���� ��� ��	
���� ���" ��	 ��� �	�� ��#��� ��� ������ ����� ����� ����� ��	 ������� ��� ����� ��
��� ����� �� �����./���������� ��	 �	��/�����������

Figure 1.1.16

Subgraphs

DEFINITIONS

��	) % ��#����� �� � ����� � �� � ����� � ���� ���� �� � �� ��	 �� � ���
+F������" ��� ����� ���������� �� � ��#����� �� � �� ���� ���	 �� #� � ��#����� �� ��,

��
) '� � ����� �" ��� ��
�	�
 
������� �� � ��� �� �������� � * ���� � � � � ���"
	�����	 �+� ," ���� �� ��� �����./���" ��	 �� �������� ����� �	�� �� �  ���� ��	������
��� �� � � ���� ��"

� +�+� ,, * � ��	 �+�+� ,, * �� � �+�, � ��� ��	������ �� �	�� � ��� �� ��

���) % ��#����� � �� � ����� � �� � 
������� 
������� �� � +�, * � +�,� +%���"
�� � �� ���������� �� � �������� ��#����� �� �"  � ��� ��� ���� � ����� ��,

���) % 	�������� �� � ����� � �� � ��������	 ��#����� � ���� ���� �� ��#�����
�� � ���� �������� �������� � �� ��������	� '� �����  ��	�" � ��������� �� � ��(���


��������	 ��#������

EXAMPLE

���) 2�� ��� ����� � �� 2����� �����:" �� �� � �������� ��#����� #�� ��� �� ��	���	
��#�����" ��	 �� �� �� ��	���	 ��#����� #�� ��� � �������� ��#������

Figure 1.1.17 � �������
 �!�
���� �� ��� �� ���!&�� �!�
���� ���
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FACTS

(��) ?��  ) � � � #� � ����� �����������" ��	 ��� # #� � ��#����� �� �� ����
��� ����������� ��  �� ��� ��#����� # �� �� ����������� ���� ��� �����  +#,�

(��) '� � ����� # �� � ��#����� �� � ����� � #�� ��� � ��#����� �� � ����� �" ����
� 
	* �� ���� �� � ��������� �� 2��� ���

Graph Operations

��� ���������� �� �		��� ��	 	������� �������� ��	 �	��� �� � ����� ��� �����	�	 ��
"	���	� �"�	�����
" #������ ���� ��� ��� ����	����� ��� ����� ����������"  ���� ���
#� �����	 
�$����	� �"�	�����
�

DEFINITIONS

���) ��� ��������� �� �

��� ��� ������ � �� � ����� � * +���," ���� ���� � 
� � "
����	� � �� �����  ��� �����. ��� � � ��� ��	 �	�� ��� �"  ���� �� 	�����	 � � ����
+��� �� �����. � ��� �� �����#����,

���) ��� ��������� �� 
������� ��� ������ � ���� � ����� � * +���, ��� ����
������� ��� �����. � #�� ���� ������� ����� �	�� ��  ���� � �� �� ��	������ ���
��������� ����� �� 	�����	 �� ��

���) ��� ��������� �� �

��� �� �
�� � +�� ��, �� � ����� � * +���, &������ ���
�������� � ��	 � ����	� � �� �����  ��� �����. ��� � ��	 �	�� ��� ����� +�� ������,"
 ���� �� 	�����	 � � ��� +�� � � ����,�

���) ��� ��������� �� 
������� �� �
�� � +�� ��, ���� � ����� � * +���, �������
���� ���� �	��� ��� ��������� ����� �� 	�����	 �� � +�� �� ��,�

���) % 	��������� +�� 	�������, �� � �����.  ���� ������� ��������� ��� ���#�� ��
�����������

���) % 	����
�� �� �� �	��  ���� ������� ��������� ��� ���#�� �� �����������

��	) ��� �
���	��������� �� � ������ ����� � �� ��� ����� � +������������� 	�/
����	 ��, ���� ��� ��� ���� �����. ��� �� �" ���� ���� �� �� �� �	�� �� � �� ��	 ����
�� �� �� ��� �� �	�� �� ��

��
) ��� ���� +�� 
�
���
���, �� � � ������ � ��	 � �� 	�����	 #� �G��

� +�G�, * � +�, � � +�,

�+�G�, * �+�, ��+�, � ��� � � � � +�, ��	 � � � +�,�

���) ��� 	����
��� ���
�	� +�� ���
�	�, �� � � ������ � ��	 � �� 	�����	 #�
�
��

� +�
�, * � +�,
 � +�,

�+�
�, * �+�,
 � +�, � � +�,
 �+�,

��� ��	������ �� ��� �	�� +�� �, � �+�, 
 � +�, ��� ��� �������� +�� �, ��	 +�� �,"
 ���� � ��	 � ��� ��� ��	������ �� �	�� � � �+�,� ��� ��	������ �� ��� �	�� +�� �, �
� +�,
�+�, ��� ��� �������� +�� $, ��	 +�� �,"  ���� $ ��	 � ��� ��� ��	������ �� �	��
� � �+�,�
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���) ��� ����� ����� �� � � ������ � ��	 � �� ��� ����� ���  ���� �����./���

��	 �	��/��� ��� ��� 	��&���� ������" ������������" �� ��� �����./���� ��	 ��� �	��/���� ��

� ��	 ��

���) ��������
 
���������%� �� ��� �������	 	��&���� ����� ��� � ��� �� % ������

�� ��� ����� ��

EXAMPLES

���) 2����� �����A ����������� ��� ��������� �� �	��/����������������

Figure 1.1.18 ��
�+&��������"�"����

��	) 2����� �����C ����������� ��� &��� ����������

Figure 1.1.19 ,��� �����"����

��
) 2����� ����
6 ����������� ��� ���	��� ����������

Figure 1.1.20 -��"����� ����!&"�

���) '� 2����� �����C �#���" ��� �����. �� ��� ����� ���� ������ �� ��� 	�� ��� �� ���

����� � �� � ���/�����." ��	 ��� �	�� ���� ���� �����. �� ��� ������ �����. �� � ���/�	���

1.1.4 Trees

����� ��� ��������� �� ��� ���������� ��	������	��� �� ������ ��	 �� ��� ��������/

���� �� ����������� ����������" ��	 ���� ���� � ������� ���� �� ��� 	����� ��	 ��������

�� ��������	 ��� ��!�� % ����	��	 ����������3����� ������� ��� ����� ������� �� ���
�
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Acyclic Graphs

DEFINITIONS

���) % ���� �� � ��������	 �����  ��� �� ������ +����" �$�$
�$,�

���) % ����
� �� � +��� ����������� ��������	, �����  ��� �� �������

���) % 	������ ������ �� � ����� �� � �����.  ���� ������������ �9���� ��� ��	��� ��
��� ������

���) ��� 	����� �� � ����� �� ��� ��#����� ��	���	 �� ��� ��� �� ������� ���������

�������	�
� ����� ����������� +��� ����," ���  ��	� $����	 ��	 ��$����	  ��� ���	
�� ���� ��� ��� �� ������� �������� �� � ����"  ��� �����  �� ���� ��� �����. �� � �
��������" ������������� +��� 2��� �; #��� �,

EXAMPLE

���) ��� ����� �� ��� ���� �� 2����� ����
� �� � ����B ��� ����� � � ������ ��� ����

Figure 1.1.21 � "��� ��� "%� ���+"�����

FACT

(��) ��� ������ �� � ���� �� ���������� �� &� �� �� &�� +��� ���� ��� �����������
�#��� ��� ���������� �����.� �� ���� �����,

Trees as Subgraphs

������� 	�>����� ���#���/������� ���������� ������� ��� ��� � ����  ����� � �����" ���
�	�� ��	 ��� �����. �� � ����� %�� ����� ������9��� ��� ���������� ��	 �.�������� ��
��� ���� #���� ����/��� ��� ������ ����� �� ���� ��������

DEFINITIONS

�������	�
�� 2�� � ����� ���� ' �� � ����� �" ��� �	��� ��	 �������� �� ' ��� �����	
���� �
��
 ��	 ���� �����	�
" ��	 ��� �	��� ��	 �������� �� � ���� ��� ��� �� ' ���
�����	 �������� �
��
 ��	 �������� �����	�
�

���) % �������� �
�� ��� � ����� ���� ' �� � ����� �� � ���/���� �	��  ��� ���
��	����� �� ' ��	 ��� ��	����� ��� �� ' �

��	) % 
������� ���� �� � ����� � �� � �������� ��#����� �� � ���� �� � �����

EXAMPLE

���) 2�� ��� ����� �� 2����� ����

" ��� ���� �	��� �� � ���� ' ��� 	�� � �� #��	� ���
���� �������� ��� #���!" ��	 ��� ���/���� �������� ���  ����� ��� �������� �	��� ��� ' "
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��������� �� 	����	 �����" ��� �	��� 	" 
" �" ��	 �� ��� ����� �	��� ��� ��� ���/����
�	��� ���� ��� ��� �������� �	��� ��� ' �

Figure 1.1.22 � "��� %�"� ����"��� ��
�� 	. 
. �. ��� ��

(#����� ����  ��� ��� ��� �� ��� �������� �	��� �� 2����� ����

 �� �		�	 �� ��� ���� ' "
��� ��������� ��#����� �� ����� � ����� ���� �������� ���	� �� �������" ��	 �������� ��
����������� ����� ��� ���� �� ��� ����/��� ��� ������ �� ���� ��������

FACT

(��) ?�� ' #� � ���� �� � ������" ��	 ��� � #� � �������� �	�� ��� ' � ���� ��� ��#�����
�� � �����	 #� �		��� �	�� � �� ���� ' �� � ����� +2�������" �		��� �������� �	�� � ��
� ���� �������� �		��� � �� �����. �� ������� ���� ' " ����" ��� ���/���� ��	������,

Basic Tree-Growing Algorithm

��� #���� ����/��� ��� ������ ���� �����. ��#��� �� !��� ����! �� ��� ��	�� ��  ����
�������� ��� �		�	 �� ��� �����

�������	�
�� % 
���
��
 �����
�
� ��������������� �� �� �/�����. ����� �� �
���/��/��� ���������� �� ��� �������� 6� �� � � � � �� � �� ��� �������� �� ���� ������

Algorithm 1.1.1: /���&  ���+���%��
 %�"� 0��"�1 2�����

)�"��) � ����� � ��	 � �������� �����. � � ���
!��"��) � �������� ���� ' �� ��+�, ��	 � ����	��	 �����./��#����� �� ��+�,�

'�������3� ���� ' �� �����. ��
=���� ��#�� 6 �� �����. ��
'�������3� ��#�� ������� � )* �
=���� ���� ' 	��� ��� ��� ���� ��������� ��+�,

������ � �������� �	�� � ��� ���� ' �
?�� � #� ��� ��	����� �� �	�� � ���� ���� �����	� �� ' �
%		 �	�� � ��	 �����. � �� ���� ' �
=���� ��#�� � �� �����. ��
� )* � G �

������ ���� ' ��	 �����./��#����� �� ��+�,�

REMARK

��) 53��#!����� �� "�� 4!"�!"  ��� ����  ���+���%��
7
=������ � ���� ��� �������� � �������� �	�� +�����	��� �  �� �� #���! ����," ��� ������
���� ���� %�������� �����  ���	 ��� #� ���9�� +��  ���� ����" ���� �������� ����������
 ���	 �������� �� ��� ��� ���� �
��	����,� ��� ���9������ �� ��� ������ 	����	� ��
���� ��&��
� "	��	��� #���	 �� ��� ��	����� �� ��� �	��� +��	 ��������, �� ��� 	���
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��������� ������ �� ��������� ��� ���������� ��� 	������ �������� �� ���	  ������� ��
����� ���� �� ����� ��	 �� �  �� �� #���!��� ���� ���� ���� ����� ������

FACTS

(��) '� �� �.������� �� ��� #���� ����/��� ��� ��������� ������ �� �����. � �� � �����
�" ���� ��� ��#����� ���������� �� ��� ��#���	 �������� ��	 ���� �	��� �� � �������� ����
�� ��� ��������� ��+�,�

(��) % ����� �� ��������	 �� ��	 ���� �� ��� #���� ����/��� ��� ��������� ��#��� ��� ���
���������

Prioritizing the Edge Selection

��� �	��/��������3�	 ����/��� ��� ��������� #��� �� � ��������� �� #���� ����/��� ����

Algorithm 1.1.2: ��
�+5�����"����  ���+���%��


)�"��) � ��������	 ����� �" � �������� �����. � � ��"
��	 � ���� ��� ��������3��� �������� �	����

!��"��) � �������� ���� ' ��	 � ����	��	 �����./��#����� �� ���

'�������3� ���� ' �� �����. ��
'�������3� ��� ��� �� �������� �	��� ��� ���� ' �� ������
=���� ��#�� 6 �� �����. ��
'�������3� ��#�� ������� � )* �
=���� ���� ' 	��� ��� ��� ���� �

F�	��� ��� ��� �� �������� �	��� ��� ' �
?�� � #� ��� �������� �	�� ��� ' �� ������� ���������
?�� � #� ��� ����#���	 ��	����� �� �	�� ��
%		 �	�� � +��	 �����. �, �� ���� ' �
=���� ��#�� � �� �����. ��
� )* � G �

������ ���� '  ��� ��� �����./��#������

FACT

(�	) 
�>����� ����� ��� ��������3��� ��� �������� �	��� ���� ���� �� 	�>����� ��������
�����) ��� ��"��*+	
� 
��	$� ���� +
�
�*��*+	
�*��� ��������," ��� �	�����*+	
� 
��	$� ����
++	
�*��*+	
�*��� ��������," ��� �	�� �	�� +
��
�*$�
� ��������," ��	 ��� ,�-�
�	� �	��

+$
�
�
�*��*	��� ��������,� +��� ��6���,
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� �� =���" ������������ �� ���	
 �

���" �����	 -	�����" J�������/4���" 
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1.2 FAMILIES OF GRAPHS AND DIGRAPHS

����

 �� �������� ��	��� �����	
��� �� ��	� �����

��
�� ����	��� ����!�

��
�
 ��������

��
�� '������/<����	 '���������

��
�� ��������� N�����������

����������

Introduction

=������� � �������� �� ������ �� 	����	" � ������ �� ������ O �����  ��� ����
�������� O �������� �����9������"  � ����� �� #���� ��������� %����  ��� ��� 	���������
�� ��������"  � �����	� ����������3������  ���� ������������ 5��=�CA7 �>��� � 	������	
������� �� ��� ���#��� �� ������� ����� ��	 	������ ���������

1.2.1 Building Blocks

���� ������ ������ ���� �� �� �	��� �� �� ���� �� �����#�� ��� � ����� ���#��
�� ��������� ���� ����������� ��	 ������� ������ ���� �� �� �������� �� �����#�� ��� �
����� ���#�� �� �	����

DEFINITIONS

��) % ������ ����� �� � 	������� ����� �� ����� ���� �� �������� �� &����	 #� ��
�	��� ��� �������� �����  ��� � �������� �� 	�����	 &��

��) ��� ����� ����� &� �� 	����	 �� #� ��� �����  ��� � �������� ��	 �� �	����

��) ��� ���� ����� &� �� ��� �����  ��� �� �������� �� �	����

��) ��� ������� ����� &� �� ��� �����  ��� ��� �����. ��	 �� �	����

��) ��� ������� �� �� ��� ������� �����  ��� ��� �����. ��	 � ����/������

��) ��� 
����� �� �� ��� ����������  ��� � � �������� ��	 � �	����

��) % ������ 	������ �� � 	������� 
������ �� #�� ��� ����� ���� �� �������� �����

�� �� ��� �� ���� 	��������� ��� �������� 	������  ��� � �������� �� 	�����	
�

&��

��) ��� ���� ����� (� �� ��� �/�����. �����  ��� �� � �	���" ��� �� � ������ ����
����� +N���� �������� ���� ����" ��� ��#������ �� ��� �������� (� 	������ ��� ���#��
�� �	����,

�	) ��� 	�	�� ����� �� �� ��� �/�����. �����  ��� � �	���" ��� �� � ������ ������

REMARKS

��) %������� ��� ����� ����� ��� ���� �� ���� � 0���������1 �������" �� �� ���
	������ ������� ����� �� �������� ��������������� �� �����/�����	 �����#����
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��) =������ � 0����1 ��	 � 0�����1 ��� ����������� ��9������ �� �������� ��	 �	���"
� 0���� �����1 ��	 � 0����� �����1 ��� !��	� �� �������

EXAMPLES

��)

Figure 1.2.1 � &�����"� 
���� ��� � &�����"� ��
�����

��)

Figure 1.2.2 � ��"� 
���� ��� � &$&�� 
�����

1.2.2 Symmetry

������  ��� ������� !��	� �� �������� ��� �� ���������� ���������

Local Symmetry: Regularity

����
�	��� �� � ����� �� �� ���������� ���� �� ����� ���������

DEFINITIONS

��
) % ����� �� ������� �� ����� �����. �� �� ��� ���� 	������

� '� �� )�������� �� ����� �����. �� �� 	����� )�

���) % )���	��� �� � ����� � �� � )/������� �������� ��#������

FACT

(�) %�� ��	��(*�	��
����� ������ +��� ����, ��� ��������

EXAMPLES

��) 2�� ) * 6� �� 
� �" ����� �� �.����� ��� )/������� ������ �����  ��� � ���������

��) ��� ���� ������� ������ ������  ��� ; �������� ��� ��� ����� ����� &� +	����� 6,"
��� ����� ����� �� +	����� 
," ��	 ��� �������� ����� &� +	����� �,�

��) 5��=�CA7 ����� ��� �.����� � � �/������� ������ ������  ��� @ ���������

Figure 1.2.3  �� "%� �+��
!��� ������ 
����� %�"� @ '��"�&���
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��) ��� 	��&���� ����� �� ��� �������� ������ &� ��	 &� �� � 
/������� ������ :/
�����. ����� ���� �� ��� �����./����������� '�� �	��/���������� �� � �/������� ��������	
������ :/�����. ����� ���� �� ��� �����./�����������

��) (� ��� ��� �/������� ��������	 ������ ������  ��� A ��������" � � ��� �����./
�����������

Figure 1.2.4  �� 6'� �+��
!��� &����&"�� ������ 
����� %�"� A '��"�&���

Global Symmetry: Vertex-Transitivity

(���� �����./������������ ������ ���� ����#�� �� ��������� ��� �@�
 ��� ������� 	���������
�� ������ ������ ��	 ��������� �������

DEFINITIONS

���) ��� ������ ����� �+�� *, ��� � ����� �  ��� ���������� ��� * ��� ���
�������� �� � �� �������� ��	 ��� �� �	�� 	������	 ���� 	 �� 	� ��� ����� 	 � � ��	
� � *� =� ������ ���� �������� ��� ��#���	 #� �������� �� � ��	 ���� �	��� ��� ��#���	
#� �������� �� *�

� =� ���� ���� �� ����������� ����� ���� �� � ���� �� ���������� 	������	 �	��� #�� ���
	 ��	 	�" ��� ���� 	 � �B ���������  � �	������ ���� ���� ���� �� 	������	 �	���
�� � ������ ��	������	 �	�� ��#���	 ��

���) % 	��	����� ����� ����+�B *, �� 	����	 ��� � �������� ������� � ��	 � ��#���
* �� ��� �������� �� 
� � � � � ��

�
�" �����	 ��� 	����	����
�

� ��� �����. ��� �� ��" ��� �������� ��	��� ��

� ����� �� �� �	�� &������ � � �������� � ��	 ) �� ��	 ���� �� ��� 	�>������ �� � )� ��
�� ��� ��� *� % ��������� ����� �� � ������� ���� �� � ������ �����B �� ����������
�� ��� ���������� ��� ����� ���� �� � ������ �	���

���) ��� ��
������� +����� �� ����� ������" ��� 
�������, �� � )/������. & �� ���
����� ���������� �� ��� �������� ��	 ��� �	��� �� &�

���) ��� �������	��� ����� +	 +�� ��	��� �����, �� ��� �/�!������ �� ��� �/
	���������� �������#� �+��� � � � � ��, � 6 � �� � ��� ���� ����� ��� 
	 �������� ��	 ��
������� �� 	����� ��

���) ��� ���	����
��� ����� �	 �� 	����	 �����������)

�	 *

�
&� �� � * �
�	�� G&� �� � � 
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���) ���  ����
�� ����� �� ��� �6/�����. �/������� ����� 	������	 �� 2����� ��
�;�

Figure 1.2.5  �� 5�"����� 
�����

EXAMPLES

��) ��� ��
������ �� ��� �����. ���� �� � G � �Æ���� ��	����	��� ������ �� �/
	���������� ������ '�� �/�!������ �� ���������� �� ��� �������� ����� &��

�	) %  ������	 ����� �� ��� �/�!������ �� ��� �� ��� ��� J������� ����	�) ��� �����/
��	���" ��� ��#�" ��� ������	���" ��� 	�	�����	���" ��	 ��� �������	����

��
) ��� J������� ����� �� �����./����������" ����� ����� �� �� ������������ ����
� ��� ��� ��������� +���� ��� ����,  ��� ��� ��������� '� �� ��� � ������ ����� ��
������ �� ��� � � ������ �� ��	�� �6" ����" �� ��� ������ �������� �� �� ��� 	���	��� �����
� �" ��	 ����" ��� � ������ ������

���) ��� ������	��� ����� �	 �� ���������� �� �&��

FACTS

(�) 54������#� ����������3����� �������7 ��� �����  ���� �������� ��� ��� #�����
��9������ �� ������ � ��  ���� � � �������� ��� �	&����� �� ����� ��9������ 	�>�� ��
�.����� ��� ����� �� ���������� �� +	�

(�) =� ��� ��������� ��� �/	���������� �������#� +	 �����������" ����� ��� ���������
���	��� ���������)

+	 *

�
&� �� � * 6
+	�� 
&� �� � � �

1.2.3 Integer-Valued Invariants

���� �� ��� ���� ������ ����� ���������� ��� �����	�	 #� �������/�����	 ������/
���� �� ����������� ����� ���� ���������� ��������� ��� ������ ���� �� ������� ���� ��
��#�������� (���� ��� ��#�������  ��� �� ��������� ������ ��� �� ������� ���������

Cycle Rank

��� ��������	 ������ �� $�$
� 	��� 6 ��� �� ����� ������� ��������" ����� ���� ��� ���
�	��
 +��� ����,�
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DEFINITION

���) ��� 	�	�� ���� �� � ��������	 ����� � * +���, �� ��� ���#�� ������ �G�� +���
�@�� ��� �� �������������� �� ����� ���! �� ��� ���! �� � ������ ������, 8��� ���������" ���
� ����� �  ��� �+�, ����������" ��� ����� ���! �� ��� ���#�� ��+�,�� �� +�,�G �+�,�

EXAMPLE

���) ��� ��������	 ������ �� ����� ���! 6 ��� ��� ������

Figure 1.2.6  �� "���� %�"� !� "� 6'� '��"�&���

FACTS

(�) 5���� ����������3����� �������7 ��� ����� ��� ���������� ��� �9�������� ��� �
����� '  ��� � �������� +����" ��� 5��D�CC" ������� ������7,)

� ' �� � ���� +���� ��" � �� ��������	 ��	 ��� �� ������,�

� ' �� ��������	 ��	 ��� �� � �	����

� ' ��� �� ������ ��	 ��� �� � �	����

� %�� � � �������� �� ' ��� ��������	 #� �.����� ��� �����

(�) 5'�	������ +���������, 
�������� �� �����7 ?�� � #� ��� ������ �� ������ 	����	
�� ����� �)

+�, &� � � �

+��, '� ' � � ��	 ' � ��� #� �#�����	 #� �		��� � �� �����. ��	 &������ �� �� � �����.
�� ' " ���� ' � � � �

���� � �� ��� ������ �� ��� ������
+������� ���� ������� �� ����������� 	����	 ������ ��� ��������	 �� �
���,

(�) ��� ����� ���! �� � ����� �� ��� ��� �� ��� ����� ���!� �� ��� �����������

(�) % ������ �� � ����� ���� ���� ����� ��������� �� � �����

Chromatic Number and k-Partite Graphs

'� � ������ �������� �� � �����" �� � � ��������  ��� ��� ���� ����� ��� �	&�����" ��	
����" ����� �	��� &���� �������� �� 	�>����� ����� �������� ��� ������  ��� � ������

/�������� ��� �� ������� ��������� ����� �������� �� ������	 �.��������� �� �;�� ��	 �;�
�

DEFINITIONS

��	) % ������ ����� �� ���������� �� ��������� �� ��� �������� ��� #� ����������	 ����
� � ���� +�����	 ������� 
��
, �� ���� �  ��" ���� �� �	�� &���� � � �������� �� ��� ����
���� +2�� ��������� �������" ���� �����	�� ��� ����� &� �� ���� 	���������, '� , ��	 $ ���
��� ��	��� �� ��� ������� ����" ���� ��� ����� �� ���	 �� #� �� ,����$ ��������� ������
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��
) % 	������� ��������� ����� �� � ������ #�������� ����� ��  ���� ���� �����.
�� ��� ������� ��� �� �	&����� �� ��� ��� �������� �� ��� ����� ������� ���� '� ��� � � �������
���� ���� ���	��������� , ��	 $" ���� ���� ����� �� 	�����	 &
���

���) % ����� �� )�������� �� ��� �������� ��� #� ����������	 ���� ) ���� +�����	 �������

��
, �� ���� �  �� ���� �� �	�� &���� � � �������� �� ��� ���� ����

���) % 	������� )�������� ����� �� � ������ )/������� ����� ��  ���� � � ��������
��� �	&����� �� ��	 ���� �� ���� ��� �� 	�>����� ������� ����� %�� ���� ������ ��� �����	
	������� ������������ �����
� '� ��� ) ������� ���� ���� ��	��� ��� ��� � � � � ��" ����
��� ����� �� 	�����	 &������


���" ��	 �� ���� ������� ��� ��� ��	�� ," ���� &��
��

EXAMPLES

���) -���� ���� �� #���������

���) -���� �����  ��� �� ���� ���#�� �� �������� �� #��������" ��	 �� �����  ��� ��
�		 ���#�� �� #���������

���) ��� �������� �/������� ����� &	��� �� ���������� �� ��� �/������	��� ����� �	�

Figure 1.2.7  �� &�����"� �+���"�"� 
����� &	���. ��� � * �� � � � � ��

FACTS

(�) 5��������� ����� ����������3����� �������7 % ����� �� #�������� �� ��	 ���� ��
��� ������ �� ���� �� ��� ������ �� ���� +����" ��� 5��D�CC" ������� ��;��7,�

(	) % ����� �� )/������#�� �� ��	 ���� �� �� �� )/��������

(�
) 2�� ) � �" ��� ���#��� �� 	���	���  ������ � ����� �� )/������� �� HJ/���������

k-Connectivity and k-Edge-Connectivity

������ ��� #� ��������3�	 �����	��� �� ����� $����$������ ��	 ����� ����*$����$�������
����� ��� ��������� ��� ������ ��������	���� �� 	�������� ��� ���� ��	 ���: ��� �.�������
�������� �� �������������

DEFINITIONS

���) ��� ���������	����	������ �� � ����� �" 	�����	 -�+�," �� ��� �������
���#�� �� ��������  ���� ������� ���� � ������ � ���/��������	 �� ������� ������

���) ��� �
���	����	������ �� � ���������� ����� �" 	�����	 -�+�, �� ��� �������
���#�� �� �	���  ���� ������� ���� � ������� �� � ���/��������	 ������
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��������� ��� ��#�������	 0�1 �� ����� ���������	  ��� ��� ����� � �� ��	������	�
-��� ����" ��� �������� - ��	 . ��� ���	 ������	 �� -� ��	 -�" �������������

���) % ����� �  ��� ������������ -� � ) � � �� �����	 )�	����	��
� -9����������"
� �� )/��������	 �� ��� ������� �� )�� �� �� �� �������� ������ ������� � ���/��������	
����� ��� � ������� ����

���) % ����� �  ��� �	��/������������ -� � ) � � �� �����	 ���
���	����	��
�
���� ��" ��� ������� �� )� � �� �� �� �	��� ���� � )/�	��/��������	 ����� ������� �� �
��������	 ������

���) % 	������ �� 
������� )�	����	��
 +�� )�
�����, �� ��� ������ �� �������� ���
��� �� �� �� ���� ) �������� �� �������� ��������	 ��	 �����������

���) % 	������ �� 
������� )���	�	����	��
 +�� )���	�
�����, �� ��� ������ ��
�������� ��� ��� �� �� �� ���� ) ���� �� �������� ��������	 ��	 �����������

Minimum Genus

������ ��� #� ��������3�	 �����	��� �� ����� ����������� �����������

DEFINITIONS

��	) ��� ������� ����
 +�� ������ ��� ����
, �� � ��������	 ����� � �� ���
�������� ���#�� � ���� ���� � ��� #� 	�� � �� ��� �������#�� ������� /� +��� �:��,
 ������ ��� �	��/����������

��
) % ����� �� ����� 6 �� �������

1.2.4 Criterion Qualification

% ����� ������ �� ���� �������	 �� ��� ��� �� ��� ������ �� 	������� ���� ����� �
�����	 ���������" ����" ��������#����� ��	 ������� ����� �� ���������� ��	 ��.��������

DEFINITIONS

���) % ����� �� �������� �� �� ��� � �����	  ��! ���� �������� ����� �	�� �.�����
����� +��� ���� ��� ��� ������� �� �������� ������ ��	 ���
 ��� �� �.������� 	����������,

���) % ����� �� ����������� �� �� ��� � �������� ������ +��� ���� ��� ��� ������� ��
����������� ������ ��	 ���; ��� �� �.������� 	����������,

���) % )/��������� ����� �� 	����	���� )�	�������	 �� ��� ��������� ���#��  ���	
	������� �� ��� �	��  ��� ������	� +��� �;���,

���) % )/��������	 ����� �� 	����	���� )�	����	��
 �� ��� ������������  ���	 	�/
������ �� ��� �����.  ��� ������	� +��� �����,

���) % )/�	��/��������	 ����� �� 	����	���� )��
���	����	��
 �� ��� �	��/���������/
���  ���	 	������� �� ��� �	��  ��� ������	� +��� �����,

���) ��� ���� ����� 0+�, �� � ����� � ��� ��� �	��� �� � �� ��� ��������B � � ��������
�� 0+�, ��� �	&����� �� ��� �	��� �� � ��  ���� ���� ���������	 ���� � ������ �����.�
%���" � ����� � �� ���	 �� #� � ���� ����� �� ����� �.���� � ����� � ���� ���� � ��
���������� �� 0+�,�
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���) % ���������� �� � 	������ ��  ���� ����� �� �.����� ��� ��� #�� ��� ���� ����
�� ��������� +��� �����,

EXAMPLE

���)

Figure 1.2.8 � 
���� ��� �"� ���� 
�����

FACTS

(��) 5?��� ����� ����������3�����7 ��� ����� ��� ���������� ��� �9��������)

� � �� � ���� ������

� 5L���7 ��� �	��� �� � ��� #� ����������	 ���� �������� ��#������ �� ���� �  ��
���� �� �����. �� �� ���� ���� � ��

� 5��:67 H��� �� ��� ���� ������ �� 2����� ��
�C �� �� ��	���	 ��#����� �� ��

Figure 1.2.9  �� ���� ��������� ���!&�� �!�
������

(��) % �������� ��������	 ���������� �������� � 	������	 �������� ������
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���)
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28 Chapter 1 INTRODUCTION TO GRAPHS

References

5��:67 ?� =� �����!�" ����������3������ �� 	�����	 ������" �� ������� �

��� C +�C:6,"
�
CP��;�

5��D�CC7 K� ?� ����� ��	 K� D�����" ���	
 �

��� ��� ��� �		���������" ��� J����"
�CCC�

5L���7 K� L����3" 
Q����������� �������� 	R��� ��I���Q��� 	� =������ ��� ��� �I�����."
���� ����  �	�� ;6 +�C��," :;PAC�

5��=�CA7 �� �� ���	 ��	 �� K� =�����" �� ����� �! ���	
�" (.���	 F��������� J����"
�CCA�

                          



Section 1.3 History of Graph Theory 29

1.3 HISTORY OF GRAPH THEORY
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����� ����������� ������

����� ����� ���������

����; ����� %���������
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Introduction

%������� ��� ���� ������� �� � �����  �� ��� ����� �A:A" �����/����������� �	���
��� #� �����	 #��! �� �:�;  ��� ?������	 -���� +�:6:/A�, ��������	 ��� �������� ��
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��� 	���������� �� ����� ������ ����� ���� ����� 2������ ����������� ��� #� ����	 ��
5��?�=�CA7 �� 5=�CC7�
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#��	��� ���#��� +�:�;,"  ���� ��#��9������ ��	 �� ��� ������� �� �� ��
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��� ���	� �� ������ �� ������	�� #� ��� ���	� ������ J�������� L��!��� +�A6@/C;,
��	 ��� =������ �� �� 4������� +�A6;/@;, ��	 �� ��� ������� �� � ����
������ �	�"��
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FACTS 5��?�=�CA" ������� �7

(�) (� 
@ %����� �:�; ?������	 -���� ��������	 � ����� �� 0��� �������� �� � ���#/
��� �������� �� ��� �������� �� ��������1 �� ��� %��	��� �� �������� �� ��� J�����#���"
������" ������� ���� ����� �� �� ���� ����������  ��! ������ ��� ����� #��	����

(�) '� �:�@" -���� �����������	 ��� �������� �� ������� ����� ��������������" ���/
������ ��� ��� � �� ��� ������ �� ��� ���#��� ��	 �� ��� ��������� �� ��� �������� ��
���������

(�) -���� 5-�)�:�@7 ���� ��� �������� �� ��� ���#��� �� ��� ����
������ ����
���

"��
������� ��	
������ #
���	�������
 ��	�� ��� ����� 0������� ���#������� �	 �����/
����� �	 ���������� ����� �����������1� %������� 	���	 �:�@" �� 	�	 ��� ������ �����
�:��" ��	 ��  �� ����� ����#�����	 �� ��� �� �	����� �� ��� ����
������ �� �:;
�

(�) -����T� ����� �� 	���	�	 ���� 
� ��������" ��  ���� ���� ��� �� ��� LS�����#���
#��	��� ���#���" ��	 ��� ������	�� ��� ��������	  ��� ������� ������������ �� #��	���
��	 ���	 ������

(�) -���� 	�	 ��� 	�� � ����� �� ��	�� �� ����� ��� ���#���" #�� �� �����������	
��� ���#��� �� ��� �� ������ �� ��	 � ��9����� �� ����� ������� %" �" �" �� 
 +��� ���	
�����, ���� ���� ��� ����� %� ��	 %� ��� �	&����� � ��� +���������	��� �� ��� � �
#��	��� #�� ��� % ��	 � ��	 #�� ��� % ��	 �," ��	 ��� ����� %
" �
" ��	 �
 ���
�	&����� &��� ����� 4� ��� �	 #� � �������� �������� ���� �� ���� ��9����� �.����"
�����#� ������� ���� ��� LS�����#��� #��	��� ���#��� ��� �� ���������

(�) '� 	��������� ��� ������� ���#���" -���� �#�����	 ���� ��� ���#�� �� #��	���
 ������ ��.� �� ��� ������� %" �" �" ���� �������� �		 �� �� � ��� ��� ���#�� �� #��	����
���� �� ��� ���� ���������� ��  ��� ���� �����/��������� �� ���� ��� 0���	���!���
�����1" ���� ��� ��� �� ��� �����./	������ �� � ����� �� �9��� �� � ��� ��� ���#�� ��
�	����

(�) -����T� ���� ����������� ��� ��� ������� ���������  ��� �� ����� �)

� '� ����� ��� ���� ���� � � ����� ��  ���� �� �		 ���#�� �� #��	��� ���	" ���� ����
� &������ �� �������#���

� '� ��� ���#�� �� #��	��� �� �		 ��� �.����� � � �����" ���� ��� &������ �� �����#��
�� �� ������ �� ������ �� ����� � � ������

� '�" ������" ����� ��� �� ����� ��  ���� �� �		 ���#�� �� #��	��� ���	" ���� ���
��9����	 &������ ��� #� �����������	 �������� ���� ��� �����

����� ������� ���������	 �� ��� ���	������ ��	��  ���� � ����� ��� �� ��������" ��
����/��������" ������

(�) -���� ����	 ��� �������� ������" ���� �� ��� �#��� ���	������ ��� �������	" ���� �
����� �� �����#��" ��	 ���� � ��������� ������  �� ���� �����	 #� ��" #�� 	�	 ��� ����� ���
% ����	 	������������ 	�	 ��� ������ ����� � ������	 ������  �� �����	 #� �� 4������3��
54�)�A:�7 �� �A:��

Diagram-Tracing Puzzles

% ������	 ���� �� ���	�  �� ���� �� ����	��*�	�$��� "�%%
�
"  ���� ��� �� ��9����	 ��
	�� � ����� 	������  ��� ��� �� ��� �����#�� ���#�� �� ��������	 ����!��� ����
��33��� ��� #� �����	 #��! ���� ���	��	� �� ����� P ��� �.�����" ����� ��� ���� �����
%������ �.�������
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FACTS 5��?�=�CA" ������� �7

(	) '� �A6C ?� J������ 5J�)�A6C7  ���� � ������ �� �������� ��	 ������	�� ��  ����
�� ����	 ��� ����� ��� ���#���)

����� ���� ������ �������	 �� ���	�� �� �����" �� �� ��9����	 �� ������� �
������ $�.�#�� �����	 ������� ���� � � #� � � �� ��� �����#��  ���" �� ���� ���
� � ��	� �� ��� �����	 &��� �� ��	 ��� ����� ������ �� �9��� �� ��� ��� �� ���
��� ������ 	���������

J������ ����	 ���� � �������� �� �����#�� ����  ��� ��� ���#�� �� ������ �� �		" ��	
���� � �����	 ��� ��	��� ���� �� ����������� ��� ���� �����#�� ������ '� ��	���
�����������" ��� 9������� �� ��������	  ��� �������� ������ �� �������� ������ �� �		
��	���

(�
) (���� 	������/������� ��33���  ��� ����	 ��	 �����	 #� �� ������� 5��)�A��7
��	 K� �� ?������ 5?�)�A�:7� ��� ������ �������	 �� ��� #��! $�������
� ��� ��	�����
"
��� ���� ����� ���� ���  ��	 0��������1 �������	 �� ������

(��) '� �A�C" (� ���9��� ��!�	 ��� ��� ���#�� ��  ��� �� ������ ��� � ��������
���� �� 	�������� ���� �� ����������� ��� ���#��� �� 	���������� ��� ���#�� �� ��������
����� �� ��� �������� ����� &	" ��	  �� �����	 #� 8� ����� 5��)�A:�/�7 ��	 ����� #�
�� ������

(��) ��� ���������� #�� ��� ��� LS�����#��� #��	��� ���#��� ��	 	������/�������
��33���  �� ��� �������3�	 ����� ��� ��	 �� ��� �C�� �������� '�  �� ������	 ��� #�
=� =� ����� ���� 5��)�AC
7 �� ���
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Figure 1.3.2  �� 
���� �� "�� 78���
����
 ����
�� ��������

Hamiltonian Graphs

% ���� �� ����� ���#��� ���� ������������ �����#��� ��� �������� ���#��� �� ���� ��
��	��� � ����� ���� ������ &��� ���� ������� ���� �����. �� � ����� ������ ������� ��
4�������T� ��$�����" ���� ������ ��� �� �����	 ����
������ �	�"�
 +��� ���;," ������	
�� ���� &����� #���� ����	 ����� L��!���"  �� �����	���	 ��� ���� ������� ���#���
����� �� 4�������T� �����	������� �� ��� 	�	�����	���" �� 	�������	 #��� �

FACTS 5��?�=�CA" ������� 
7

(��) %� ����� �.����� �� ���� � ���#��� �� ��� ������/
 ���	 "	��
��" �� ��	��� �
���������� �� !�����T� ����� �� � �����#���	" �������� ���� �� ��� @� �9����� &��� ����
��	 ��������� �� ��� �������� ������ ���� ���#��� ��� #� 	���	 #��! ���� ���	��	�
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�� �����" ��	 ���������� ���������  ��� ����� #� -���� 5-�)�:;C7" %�/�� <��	�����	�
5<�)�::�7 ��	 �������

(��) '� �A;; L��!��� 5L�)�A;;7  ���� � ����� ������������� ����� ������	�� ���  ����
��� ��� ��	 � ����� ������� ������� ��� ��� �������� &��� ����� 4� �����	 ���� �����
������	���  ��� ����/��	�	 ����� ��	 �� �		 ���#�� �� �������� ��� �� ���� �����" ��	
���� �� �� �.����� ��� ������	��� �#�����	 #� 0������� �� � � ��� ���� �� � #��1 +���
2����� �����,�

Figure 1.3.3 7��)���9� :&��� �� � ���; �1������

(��) %������ ���� ���  ��! �� ���/����������� ����#��" 4������� �����	���	 ������
������� ������� ��� ��� �������� �� � 	�	�����	���� 4� ��#��9������ �������	 � ����"
�����	 ��� ������� ���� +��� 2����� �����," ��  ���� ��� ������  �� ���������	 �� ��	
���� ������ �� � ����	 	�	�����	���" ���������� ������� �.��� ���	�������
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(��) '� �AA�" J� �� ���� �������	 ���� ����� �/������ ������	��� ��� � �����������
������ ���� ���������  �� ��#��9������ ������ ����� #� =� �� ����� 5���@7 �� �C�@ +���
2����� ����;,�

Figure 1.3.5  !""�9� �+'����" ���+�����"����� ���$�������

(��) ��Æ����� ���	������ ��� � ����� �� #� �����������  ��� ����� �#�����	 #� �� %�

���� 5
�;
7" (� (�� 5(�@67" K� %� ���	� ��	 <� ���I���� �� �C:@" ��	 �������
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(��) 4���������� 	������� ���� ���� #��� �����������	" #� %� �������/4���� +�C@6,"
4� 8������ +�C:�," ��	 �������

1.3.2 Trees

��� ������� �� � ����" � ��������	 �����  ������ ������" �������	 ���������� ��
���  ��! �� ������ L������> +�A
�/A:,"  �� �������	 �����/����������� �	��� �� ���
����������� �� �������� �� ���������� ��� ��!�� ?����" �����  ��� ���	 #� %����� ������
+�A
�/C;," K���� K����� ��������� +�A6@/C:," ����� JI���� +�AA:/�CA;," ��	 ������" ��
��� �������� �� ���#���� ��������� ��� ����������� �� ������� �������� ����������

Counting Trees

-���������� ������9��� ��������� ����� ���� ����� �� ����������  ��� � ���#��� �� ���
	�>�������� ��������" #�� ���� ���� ���� �� #� ���	������� ����� �� ��� �������� ��
�������� ���������" ��  ��� �� �����	��� � ����������� ����� �� �������� �� ����� � �
������ -���������� �� ������� !��	� �� ������ �� 	�������	 �� �@���

FACTS 5��?�=�CA" ������� �7 5J���A:7

(�	) =����  ��!��� �� � ���#��� �������	 #� ����  ��! �� ��������� �� 0	�>��������
�������������� ��	 ��� ��������� �� ��������1" ������ 5��)�A;:7  �� ��	 �� ��� ������/
����� �� �����	 ������

(�
) ������T� �����	  �� �� ��!� � �����	 ���� ��	 ������ ��� ����" �����#� �#�������
� ���#�� �� ������� �����	 ����� +��� 2����� ����@,�
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Figure 1.3.6 =���""��
 � ���"�� "����

?������ !� #� ��� ���#�� �� �����	 �����  ��� � #�������" ������ �����	 ���� ���
���������� ��������
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F���� ���� �9������" ��  �� �#�� �� ��������� ��� ���#��� !� ��� �� � �����

(��) %����	 �A:6" ��������� ��	 �� K��	�� ��	����	����� 	����	 ��� $����	0��$����	
��	 ��� $���	���0��$���	��� �� � �����

(��) '� �A:�" ������ 5��)�A:�7 ����	 � �����	 ��� ������� ��� ���� 	�Æ���� ���#���
�� �������� �������	 ������ ���� �����	"  ���� �� ������	 �� �������� ���������"
��������	 ����������� �� �������� �� ��� ������ �� �������	 �� ��� ���� �� �������� ��	
 ��!��� ��� ��	��
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(��) '� �AAC" ������ 5��)�AAC7 ��������	 ��� ���� ������� ��� ��� ���#�� �� ��#���	
�����  ��� � ��������� 4� �.������	  �� ��� ������� ���	�  ��� � * @" #�� �� 	�	
��� ���� � ����� �� �������� ��� ���� ������� �����  �� ����� #� 4� J�S���� 5J��A7) ���
�����	  �� �� ����#���� � ���/��/��� ���������	���� #�� ��� ���� ��#���	 ����� ��	
��9������ �� ������ �� 
 �����	 ���� ��� ���#��� �� 
� � � �� ��

(��) '� � ���	������� ����� �� �C�:" JI���� 5JI��:7 ���#���	 ��� ��������� �	�� ��
� ���������� ��������  ��� ���� �� � ����������� �� �#���� � �� ����� ������� ����
���#��	 ��� �� ��������� ������� ����� �� ������������ ��	�� ��� ������ �� � �����
�� ����������� ���� �� JI����T�  ��!  �� ����������	 #� K� 4� ��	���	 5��
:7" #��
��	���	T� �����  �� �#����� ��	 ��	 �� ��$����� �� ��� 	���������� �� ��� ��#&����

(��) ?���� ������� �� ��� ����������� �� �����  ��� 	�����	 #� �� (���� 5(��A7 ��	
������� ��� ���	 �� ��������� ����������� +��� 54�J�:�7,  �� ��#��9������ �������
	�������	 #� 2� 4����� 54�;;7" �� �� ���	 5��@�7" ��	 �������

Chemical Trees

�� �A;6 ��  �� �����	� !�� � ���� �������� �������� ���#��� �� �.�	 ������������
�������� �������� ���� �� ��� +�������, ��	 ����"� +�������,  ��� !�� �" #�� ��
 �� ��� ��	������	 �� ��� �������� ���#��� �� ���� ���� ��#�������� %����	 ����
����" �������� �	��� �� ������� #���� �� #� ����#�����	" ������������  ��� %��.��	��
���� ��� � ��������	 ��� ������� �������� ��� ������������ ���������� 2����� ����:
�������� ��� �������������� �� �������" ��� ����� 	�� ���" ��	 ��� ���������	��� ����
������
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Figure 1.3.7 ��������"�"���� �� �"������

FACTS 5��?�=�CA" ������� �7

(��) ���� ��� �T� ������� �������� �.������	 ��� ��� ���� ���� ��� ����������
�� ���������"  ����#� ����� �.��� ����� �� ��������� +�������,  ��� ��� ���� ��������
������� #�� 	�>����� �������� ����������� 2����� ����A ��� � �������  ��� ��������
������� ������
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(��) ������ 5��)�A:�7 ���	 ����/�������� �����	� �� ��������� ����Æ�� +��!����,
 ��� �� �� �� ���#�� �����" ��  ��� �� ������� ����� �������� �� ���������B ��� ����� ����
��#�� ����� ��� ���#�� �� ������� �� ��!���� ��� � * �� � � � � A�

2������ ��� ���� ���
 ����� ����� ����� �	��� �
��


H��#�� � � � 
 � ; C �A

(��) =� L� ���>��	 ��	 ��������� #������	 ���� � ���������� ����	 #� ��	� #�� ���
�������� ����� ��	 #����� 9������� �� ��������� ������" � ����� ��  ���� ������ ��	
��������� ��	 ��	� ���������� ������#������� '� �A:A" ��������� 5��)�A::/A7  ���� �
����� ���� �� &����
 �#��� ���� �������	 ����������" �����!��� ����)

-���� ��������� ��	 ��������� ���� #������ �.������#�� #� � �	�"� ���������
�	�������  ��� � L�!��I��� 	������ �� �������������

����  �� ��� ���� ���������� �� ���  ��	 �	�"� �� ��� �����/��������� ������

(�	) '� �A:A" ��������� 5��)�A:A7  ���� � ������� ������� �� ��� ������� �������� ��
�������� ��������� ��	 ��������� ������ �� ��� ���� ������ �� ��� ��
����� ������� �!

���

������"  ���� �� ��	 �������� ����	�	�

(�
) ?����� ��������  �� ��	� �� ��� ����������� �� ������� ����� ��� �C
6� ��	
�C�6�� %� �� ?��� ��	 K� L� ������ 5?���
C7 �������3�	 ��� ���������� �� �����������
������ ��� ���� ����" ��	 JI����T� �#���/��������	 ����� �����	 ��� �������� ���#���
��� ������� �������� �� ����������

1.3.3 Topological Graphs

-����T� ������	��� ������� 5-�)�:;67  �� ��� ����	����� ��� ����������� �����
������" ����� �� ���	� ���� ��� ������ ������� '�  �� ����� �.���	�	 �� �������� �����
���� ��� ������� '� �C�6" � ���	������� ����������3����� �� ������ ��#�		�#�� �� ���
������  �� ����� #� L�3�����3 L����� �!� +�AC@/�CA6," ��	 ������  ��! P ����#�� #�
H��� ��#������" J��� �������" ��	 ������ P ��� �.���	�	 ����� ������� �� ��� ������
��	�� ���������

Euler’s Polyhedron Formula

��� ����!�  ��� ��������  ��� ��� ��� ������� ����	�" #�� ����� �� �� ���	���� ���� ����
!�� ��� ������ ���������� #�� ��� ��� ���#��� � �� ��������" � �� �	���" ��	 1 ��
����� �� � ������	���)

� �� G 1 * 


'� ��� �:�� �������" ���I� 
�������� ���	��	 ������	��" ��	 �� �#�����	 ������� ����
 ���� -����T� ������� ����	 ����� #� 	�����	� 4� ����" ����� 
�������� ��	 �� �������
�� �� �	��" ��  �� ���#�� �� ��!� ���� 	�	�������
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FACTS 5��?�=�CA" ������� ;7 5��CC7

(��) ��� ���� ���������� �� ��� ������	��� ������� �������	 �� � ������" 	���	 ��
H����#�� �:;6" ���� -���� �� �� ���	#���� 
������� ��� ���#�� �� �����" ����	 ������
+��������, ��	 &����� +�	���, #� �" �" ��	 �"

� '� ����� ����	 �������	 #� ����� ����� ��� ��������� �� ��� ���#�� �� ����� ��	 ���
���#�� �� ����	 ������ �.���	� #� � � ��� ���#�� �� �	���" �� �G � * � G 
�

(��) -����  �� ���#�� �� ����� ��� �������� '� �:;
 �� ��������	 � ����� #� 	�����/
����" #�� ��  �� 	�������� ��� ���� ����	 �����  �� ����� #� %�/8� ?����	�� 5?�)�:C�7
�� �:C�" ����� �������� ���������� �� ��������� ���������

(��) '� �A��" %�/?� ������ 5��)�A��7 �#�����	 � ����� �� -����T� ������� #� ������/
����������� ���&������ ��� ������	��� ���� � ����� ��	 �����	����� � ������������� ��
��� ��������� ������ ������

(��) %����	 ��� ���� ����" ��/%�/K� ?������� 5?�)�A��7 ���� � ����������� ����� ����
����� ��� ���� ��� ������� �����. ������	��" ��	 �� ����������	 ��� �	�� �� 	������
#� ������ ���� ���� �� ���� ����� �� ���������� ������ 4� ���� ����	 ����� ����� ��
������	��� ���  ���� -����T� ������� ����� P �����  ��� ��	��������� �� ����� �����" �����
 ��� �� �������� ������" ��	 ����/�����	 ������	�� 	�� � �� � ����� +���� ��" ������	��
 ��� � R������T ������� ����,� 2�� ���� ����/�����	 ������	��" ?������� 	�����	 ���
�������

� �� G 1 * 6

��	 �.���	�	 ��� 	��������� �� ����� ����" �� � �� ��� ���#�� �� ������� �� � ������� ��
 ���� � ������	��� ��� �� 	�� �" ����

� �� G 1 * 
� 
�

��� ���#�� � �� �� �����	 ��� ����
 �& ��� 
�	&�$�" ��	 ��� 9������� 
 � 
� �� �����	
��� 1�
�	 $��	�$��	�
��$� +��� �:���,

(��) '� �A@�/
" ?������ 5?�)�A@�/
7  ���� �
� �
���� �'������

 ���	�
(
" �� �.���/
���� ������������� ���� ������.��" ��	 ���	��	 �� ����� ����������� ���������� �>���
��� ��������3����� �#��� �� -����T� �������� ����  ��! �����	 �� #� ��$������� �� ���
��#��9���� 	���������� �� ��������� '� ����������" 4� J������I� ���! �� ?������T� �	���
�� ��� ������ �� �AC;/�C6� ���� ���	 ��� ����	������ ��� ����#���� ���������

(��) ���  ��! �� J������I�T�  ��!  �� ��������� ����������" ��	 �� �������	 �� �� ����/
��� #� 8� 
��� ��	 J� 4������	 5
�4�6:7 �� �������� ����� +��������, �� ��� ���/������
)������	'���
 �
� ���

������

� *���
���
�!�
�� 4�� �	���  ��� ������� 	�������	 #�
(� <�#��� 5<�

7 �� � ������ �� �����9���� �������� �� �������� ����� ��� ��� %�������
8����������� ������� �� �C�@�

Planar Graphs

��� ���	� �� ������ ������ ���������	 �� � � ������������ ���#���� ��������� ��� ���/
����� ����� &� ��	 ��� �������� #�������� ����� &���� ����� ������ +��� � �� 2�����
����C, �����	 �� #� ��� ���� �#������� �� ���������" ��  �� ��#��9������ 	����������	
#� L����� �!��
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K3.35K

Figure 1.3.9  �� 7!��"�%�)� 
����� &� ��� &���

FACTS 5��?�=�CA" ������� A7

(��) %����	 ��� ���� �A�6" %� 2� 8S�#��� ��������	 ��� ����� ��� ��33�� �� ��� ���/
	����)

�����  �� ���� � !���  ��� ��� ����� '� ���  ��� �� �����	 ���� ����� ��� 	����
��� ���� �����	 	���	� ��� !���	�� ���� ��� ������� �� ���� ��� #���	��� ��
���� ������ �����	 ���� � �������� ���� �� ������  ��� ���� �� ��� ����� ����
�������� ��� ��� ����� �� ���  ��� #� �������	U

���� 9������� ��!�  ������ ��� ��� 	�� ��� �������� �����#����� ������� �� ��� ������
��� ����������  ��� ����� ������ ��� #� ���� ���� ��� 	��� �������" ����� ���������	
#� 4� ����3�)

��� !��� ������� �����	 ���� ��� ���� �����	 &��� ��� ��� ������� ������ �� ���
!���	�� #� ���	� �� ���� �� � � ���	� ���������� ��� ���� #� 	���U

'� ���� 	��� �����������" ��� ���#��� �� ���� �� 	���	���  ������ ��� ����� &� �� �������

(��) %� ��	 ���#���"  ���� ������� ��� �#�����" �� ��� ���
����
 "	��
��" �� ��
*����	*
�
�$�	�$��� "	��
��" ��������	 #� 4� 
�	���� 5
���7 �� ��� "����� �������
 �� �C��)

��� ��33�� �� �� ��� ��  ����" ���" ��	 �����������" ����=" �" ��	 -" �� ���� ��
��� ����� ������" %" �" ��	 �"  ������ ��� ���� �������� ������� +��� 2�����
�����6,�

���� ���#��� �� ���� �� 	���	���  ������ &��� �� �������

W G E

CBA

Figure 1.3.10  �� 
��+%�"��+���&"��&�"$ �������

(�	) '� �C�6 L����� �!� 5L��67 ��#�����	 � ����� ������� ���� ����� ������ �����
��� � ��#����� ������������ �� &� �� &���B ���� ������  �� �#�����	 ��	����	�����
#� (� 2���! ��	 J� %� ������

(�
) '� �C�� 4� =������ 5=���7 	��������	 �� �#������ 	�������� �� 	������ ���� ��
������ ���#��������� ��	 ������  ��� ��� ����������� 	�������� �� 	������ ��� ������
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������� 4� �����	 ����"  ��� ���� ������� 	�������� �� 	������" � ����� �� ������ �� ��	
���� �� �� ��� �� �#������ 	���� ������	 �������  ��� �#�����	 #� �� 8��?��� ��	 �������

(��) '� �C�; =������ 5=��;7 ��������3�	 ��� �	�� �� ��	����	���� �� ������ ��	
������ ������ �� ��� ������� �� � ������	� ��� 	��� �� � ������	 �.���	� ��	 ��������
��� 	������ �� ������ ������" ��	 ����� 5��;C7 ���	 ����� �	��� �� ��� ����/�C;6� ��
�#���� � L����� �!�/���� ��������� ��� � ������	 �� ����� ���� � ����� +��� �@�@,�

Graphs on Higher Surfaces

% ����� 	�� �  ������ ��������� �� � ����� ���������	� +#� ������������� ���&������,
�� � ����� ��������� 	�� � �� ��� ������� �� � ������� ���� ���	� �� ��� �	�� �� ������
	�� � �� �������� ����� ���� ��� ������� ��� �������  ��! �� ���� ����  �� ������	 ���" ��
��� �����.� �� �������� ����" #� J���� 4�� ��	 +�A@�/�C;;, ��	 ?����� 4�>��� +�A@
/
�C@
, ��� �������#�� ��������" ��	 #� 4������� ����3� +�AA6/�C@�, ��� ���/�������#��
��������" #�� ��� #���� ���#���� �� ��� ����  ��� ��� �����	 ����� ������	 ������ ��	
��	 D����� �����	 ��� 4�� ��	 ���&������ �� ��� �C@6� ��	 H��� ��#������ ��	 J���
������� ��������3�	 L����� �!�T� ������� �� ����� �������� �� ��� �CA6��

FACTS 5��?�=�CA" ������� :B ��:�7

(��) '� �AC6" 4�� ��	 54�)�AC67 ��������	 �� ��#�		��� �� ��� �������� ����� &	

�� � ������ 4� ���� 	�����	 � ������� ��� ��� ����� �� � ������� ��  ���� � �����
�������� ����� ��� #� ��#�		�	" #�� ��� ��������	 ����� �� ���� �������  �� 	��������

(��) '� �AC�" ?� 4�>��� 54�)�AC�7 �����������	 ��� ��#�		��� �� �������� ������ ��
�������#�� �������� ����� ���� ��� ������ ��	 ��� �����" ��	 �� �����	 ���� 4�� ��	T�
������� �� ������� ��� �������#�� �������� �� �� ����� ��	 ������� ����� ���������

(��) '� �C�6" 4� ����3� 5���67 �.���	�	 4�>���T� �����	�������� �� ������� ���/������/
�#�� ��������" ���� �� ��� 8S�#��� #��	 ��	 ��� ���&������ �����" ��	 �����	 � �����/
����	��� 4�� ��	 �������� 4�  �� ���#�� �� ����� �� ��� ��� L���� #�����" #�� ����
����  �� ������	 #� J� 2���!��� 52���7 �� �C��"  �� ����	 ���� ��  �� �� �.������� ��
��� �������� '� �C�;" '� L���� 5L��;7 �����	 ��� ������� ��� �������� �� ���/�������#��
����� �" �" ��	 @�

(��) ��� 4�� ��	 ������� ��� ������� ���/�������#�� ��������  �� �����	 �� �C;
 #�
������� ��� ����� ��� �������#�� �������� �����	 �� #� ���� ���� 	�Æ����" ���������
�66 ����� �� �����	������� �� �
 �������� ������ 8��� �� �����  ��� ������	 �� ��� ��	/
�C@6�" ��	 ��� �����  �� ��������	 �� �C@A #� ������ ��	 D����� 5��D�@A7" �����
=� ������T� 5��@�7 ���#��������� ����������� �� �C@� �� � $�		��� �	�"�� ����� ����"
��� �������������� #� K� ?� ����� 5��:�7 �� �������� ����� �� ��������3�	 ���#���������
������� ������ ���� � �����	 ����������� �#&���"  ��� ��� 	����3����� �� � ��
���� �	�"�

+��� �:��," ��� ��	 �� ������� ��������� +��� ����� ��	 �� =� ���!�� 5����:�7,�

(��) '� � ��9����� �� ������ �� ��� �CA6� �� ����� ������������ 	����" ��#������
��	 ������� 5����A;7 �����	 ����" ��� ���� �������#�� ����� �" ��� ��� �� 0���#�		��
��#������1 �� ����� +��� �:�:,� 4� ����" ����� ���� ��� ������" ��� ���#�� �� ���#�		��
��#������ ���� ���� ���	��	�" ���� ��� ��� ������ 2�� ���/�������#�� ��������" ����� ��
� ������� ������" ��	 �� �C:C 4� 4� ������" K� J� 4���!�" ��	 �� �� =��� 5��4�=�:C7
�#�����	 � ��� �� �6� ���#�		�� ��#������ ��� ��� ���&������ ������

                          



Section 1.3 History of Graph Theory 39

1.3.4 Graph Colorings

-����  ��! �� ��������� ��������	 ��� �������� �� ��� ��������� �� � ��� ��	" ��
����������" ��� ����#����	 ����/����� ���#���� ����  �� ���� ����	 #� 2������ �������
�� �A;
" ��	 � ����#����	 +���������, 0�����1 #� %����	 ���� L���� �������	 �� �A:C�
'�  �� ���������� �����	 #� L������ %���� ��	 =������� 4�!�� �� �C:@" #���	��� ��
��� �������  ��! �� L����" ������ ���!��>" 4������� 4�����" ��	 ������" ��	 � �������
�����  �� ��#��9������ ���	���	 #� H��� ��#������" 
����� ���	���" J��� �������"
��	 ��#�� ������ 5�CC�7� 8��� ����" ��������� ��	 �����	 �� ��� 	��� ���#��� ��
�������� ��� �������� �� � ������ ����� ��	 �� ������ �� �������� �����  �� ���� �
�������� 	���������� �� ��� �������� �� ��� �	��� �� � �����" ��������  ��� � ������
�� ���� 5�AA67" ��	 ���	��� �� � ���	������� ������� �� <� �� <�3��� �� �C@�� %�
��������	 �������" ��� ���������	��� ���#��� �� �������� ���� �� ����� ��������  ��
������	 #� ������ ��	 D����� �� �C@A�

The Four-Color Problem

8��� 	����������� �� ����� ������ ��� #� �����	 #��! �� �������� �� ����� ��� ����/
#����	 ����/����� ���#��� �� ��� �������� �� �����

FACTS 5��?�=�CA" ������� @7 5=�6
7

(��) ��� �������� !�� � ������� �� ��� ����/����� ���#��� ������ �� � ������ ����
%� 
� 8����� �� 4�������" 	���	 
� (���#�� �A;
� 
� 8����� 	�����#�	 �� � ���	���
��	 ��!�	 ���  ������ ����� ��� ��� #� ������	  ��� &��� ���� ������ �� ���� �  �� ����
�����#������ ��������� ��� ������	 	�>�������� ��� ���	��� ����� �	������	 ������� ��
2��	����! �������" ������ ���	�� ��� ��� ���#��� �� ��� #������ 2������"  �� ���������	
��  ���� �������� ��� �������� �� � ��� �� -�����	� 4�������  �� ��� ���������	 �� ���
���#����

(��) 
� 8�����  ���� �� ������� �����	�" ��������� ��� ���#��� ��	 ������ �� 	�����#�
 ���� ��� 	�Æ����� ����� (� �6 %���� �A@6" ��� ���#��� ���� �������	 �� �����" �� ��
�������	 #��! ����� �� ��� ��

��
��"  ������ #� 
� 8������ ���� �����  �� ���	
�� ��� F��� #� �� �� J�����"  �� 	�������	 � ����/���� �������� �� ��� ���#����

(�	) (� �� K��� �A:A" �� � ������� �� ��� ?��	�� 8����������� �������" ������
��!�	  ������ ��� ���#��� ��	 #��� �����	� ������� �����" �� ��#�����	 � ����� ����
	�����#���  ���� ��� 	�Æ����� ����� ���" ��	 �� ��� �	 ���� �� �� ��Æ����� �� ��������
���T� ��������� �� ��������� �����

(�
) '� �A:C" L���� 5L�)�A:C7" � ������ ���#��	�� ���	��� �� ������" ��#�����	 �
��������	 ����� �� ��� ����/����� ������� �� ��� ��
����� ������� �! ���

������"
 ���� ��	 �������� #��� ����	�	 #� ���������� L���� ��� �	 ���� ����� ��� ����
������� � �������  ��� �� ���� ��� �����#����" ��	 �� ��� �	 �� ��� �������� �� ���
���� �� ��� ��� ��� #� �.���	�	 �� �����	� ���� � �������� 4�� �������� �����	�	 � �� 
������9��" �� !�� � �� � #��"�*$���� ��������" ��  ���� ��� ������ �� � � �/������	
������� �� ��� ��� ��� �����������	� L����T� ����� ��� � ��� ���� �������� � 	����"
��������" �� 9��	���������  �� �������" #�� ��� �������� ��� ��� �������� + ���� �� ���	
� � ������������ �����/������������,  �� �����������

(��) '� �AA6" ���� 5��)�A:A/A67 ��������	 0�������	 ������1 �� ��� ����/����� �������"
��� �� ���� ����������� (���� ������ ���������	 �� ��� ����/����� ���#��� �� ���� ����
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 ��� �� ?� 
�	���� +?� �� �������," 2� ������ +������ �� ?��	��," ��	 ��� <��������
�	������ K� 8� =������

(��) '� �AC6" 4�� ��	 54�)�AC67 ��#�����	 � ����� �� ��� +����
��� ������� �! #��


��� �		��
� ���

������" �������� ��� ��� ����� �� L����T� �����" ��������� ������
�� 	�	��� ��� ���/����� �������" ��	 ��������3��� ��� ���#��� �� �������  ���" ���� ��
��� ����� �������� +��� ������,� 4�� ��	 ��#��9������ ��#�����	 ������� ��. ������ ��
��� ���#���" ��� ����  ���� ��  �� �� ��� C6�� ����� L���� �	�����	 ��� �����" #�� ��
 �� ���#�� �� ��� �� ������

(��) 
����� ��� ���� ���� �� ��� 
6�� ������� � � �	��� ������	" ���� ��  ���� ��	� ���
������ �� L����T� ������ ��� ���� �� ���� �� �� ���������
� 
��O� ��� �� �������������"
�� ����� ��� ��  ���� ���� ������ �� ��� ���� F�����	�#�� ����  ��� ���	���	 #�
J� =�����!� 5=�)�C6�7 +��� 2����� ������," #� J� 2���!���" ��	 #� 4� ?�#������

digon
triangle

quadrilateral two pentagons pentagon and hexagon

Figure 1.3.11 ?����&)�9� !��'������� ��"

��� �����	 �� ���� �� � 	���$��
� $��+��	����� O � ������������ �� ���������  ���
��� �������� ���� ��� �������� �� ��� ���� �� ��� ��� ��� #� �.���	�	 �� ��� �����/
�������) �� ���� ������������ ��� ������ �� ��� �������/�.����� �� ��� ����/�����
�������� ���!��> 5��)�C��7 ��� �	 ���� ��� ����������� �� ���� ��������� �� 2�����
�����
 +!�� � �� ��� ���!��> 	�����	, �� � ��	���#�� �������������

Figure 1.3.12  �� /��)��* �������

(��) '� �C�
" ���!��> 5���
7 �����������	 ��� ���#�� ��  ��� �� �������� � ����� ���
 ��� ) ������" ��	 �� ��� �	 ���� ���� �� �� ��� � ���������� �� )" �� �����	 ���
$�	�����$ "�
������
 �� ��� ����

(��) '� �C

" 2���!��� 52�

7 ��������	 ������� ������	�#�� ���� ��	 ��	���#�� �����/
��������" ��	 �� 	�	���	 ���� ��� ����/����� ������� �� ���� ��� ��� ����  ��� �� �� 
;
���������� ���� ���#��  �� ����� ��������	 ������� ������

(��) %����	 �C;6 4����� ������	 �� ������ ��� �� ������	�#�� ��� �� ��	���#�� ���/
����������� (��� ��� ��.� �� �����" 4����� 54�@C7 ���	���	 �������	� �� ��	���#��
��������������
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(��) '� �C:@" %���� ��	 4�!�� 5%�4�::" %�4�L�::7"  ��� ��� ���������� �� K� L���"
�#�����	 �� ������	�#�� ��� �� ��A
 ��	���#�� �������������" �����#� ������� ��� ����/
����� �������� ����� �������� ��9����	 ��#�������� ��� �� � �������� �� ���� ��� �����/
�������� ��� ��	���#������

(��) %����	 �CC�" ��#������" ���	���" �������" ��	 ������ 5��������C:7 ���/
	���	 � ���� ���������� ������ F���� � �������� �� ������  ��� #��� ��� ������	�#��
��� ��	 ��� ��	���#�� ������������ ����� �� ��� ��������" ���� ���������3�	 ��� %����/
4�!�� ��������" ��	 ���� �#�����	 �� ������	�#�� ��� �� @�� ��	���#�� ��������������

Other Graph Coloring Problems

%������ ����  ��! �� ��� ����/����� ���#���" ��������  �� #���� ��	� �� ����� �����
���#���� ��������� ��� �������� �� �	��� �� ���������

FACTS 5��?�=�CA" ������� @7 52�=�::7 5K���C;7

(�	) '� ��� �A:C ����� �� ��� �������� �� ����" L���� 5L�)�A:C7 �������	 ��� 	���
���#��� �� �������� ��� �������� �� � ������ ����� �� ���� �  �� ���� �	&����� ��������
��� ������	 	�>�������� ���� 	��� �������� �� ���/��������  �� ����� ��!�� �� #�
4� =������ �� � ���	������� ����� �� �C�
 ��	 #� ���� ��#��9����  ��!��� �� ���
����/����� ���#����

(�
) '� �AA6" ���� 5��)�A:A/A67 �����	 ���� ��� ����/����� ������� �� �9�������� ��
��� ��������� ���� ��� �	��� �� ����� ��������� ��� ��� #� ������	  ��� ����� ������ ��
���� �  �� ���� ���� ����� ������� �� ����� �����.�

(��) '� �C�@" 
� LS���� 5LS��@7 �����	 ���� ��� �	��� �� ��� #�������� �����  ���
��.���� 	����� � ��� #� ������	  ��� � ������� +��� ������,

(��) ��� �	�� �� �������� ��� �������� �� � ����� �� ���� �	&����� �������� ��� ������	
	�>������� 	�������	 � ���� �� ��� � � �� ��� �C�6�" ������ ������� ���  ��! �� =������"
 ��  ���� ��� J��
� ������ �� ��� �������� �� �������

(��) '� �C��" ?� ����!� 5����7 �����	 ���� ��� ��������� ���#�� �� ��� ������ �����
 ��� ��.���� 	����� � �� �� ���� � G �"  ��� �9������ ���� ��� �		 ������ ��	 �		
�������� ������� +��� �;���,

(��) '� ��� �C;6�" ��#�������� �������� �� �����./���������  �� ��	� #� �� %� 
����"
 �� �����	���	 ��� �	�� �� � $	���$�
 �	�"��

(��) '� �C@�" <� �� <�3��� 5<�@�7 �����	 ���� ��� �	��� �� ��� ������ �����  ���
��.���� 	����� � ��� �� ��� #� ������	  ��� � G � ������� '� ��� ����� ��� ����"
<�3��� ���	���	 ���� ������� ������� �� �	��/����������

(��) ��� �������� �� ��� ��������� ���#�� ��	 �	��/��������� ���#�� �� � �����
���� #��� ��������3�	 #� � ���#�� ��  ������ O ��� �.�����" 8� ���3�	 ��	 ������
�����	���	 ����� ��������� �� ��� �C@6�" ��	 J� -�	V�� ��	 ������ �����	���	 ���� ����������
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Factorization

% ����� �� )*	���
�	 �� ���� �� ��� �������� ��� 	����� )� ���� ������ ��� ���������
#� ����� ���� ������� ��#������" ����  ��� ��� ���� �����./��� �� ��� �������� ������ %
)*&�$��	 �� � ����� �� � )/������� ��#����� ���� �������� ��� ��� �������� �� ��� ��������
������ 2��	�������  ��! �� ������� �� ������  �� ������	 ��� #� K����� J�������
5�A�C/�C�67 ��	 =� �� ����� 5�C��/
66
7� +��� �;���,

FACTS 5��?�=�CA" ������� �67

(��) '� �AC�" J������� 5J�)�AC�7  ���� � ���	������� ����� �� ��� �������3����� ��
������� ������" ������� ���� � ���#��� �� ��� ������ �� ����������� '� ���� ����� ��
�����	 ���� �� ) �� ����" ���� ��� )/������� ����� ��� #� ����� ���� 
/�������� 4� ����
�����	 ���� ��� �/������� ����� ��������� � �/������" �����	�	 ���� �� ��� ��� ���� ����
� � 0������1B � ���� �� � ��#����� &����	 �� ��� ���� �� ��� ����� #� � ������ �	���

(��) '� �ACA" J������� 5J�)�ACA7 ���	���	 � ��������� �����  ��� �� ������" �� �����	
��� ����	
�� �	�"� +��� 2����� ������,"  ���� ������ #� ����� ���� ����� �/�������B ��
���" �� ����" #� ����� ���� � �/������ +��� ���!��, ��	 � 
/������ +��� �������� ��	
���������,�

Figure 1.3.13  �� 5�"����� 
����

(�	) '� �C�:" ����� 5���:7 ���	���	 � ����������3����� �� ������ ���� ������� �
�/������� 2��� ����� ����� �� �.���	�	 ��� ������ �� � ����������3����� �� ������ ����
������� � )/������" ��� ��� )�

1.3.5 Graph Algorithms

����� ������ ���������� ��� #� �����	 #��! �� ��� �C�� �������"  ��� 2����� ����
� ���������� �����	 ��� ������� �� �������� ����� ��	 �� ����� ��� �	 �� �� ������
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GLOSSARY FOR CHAPTER 1
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� � ) �� ��������� ����	��� � �� 
����� � � ���  ��� �����./��� � � ��� ��	 �	��/��� �� +��� �� �����. � ��� ��
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��� ��� ���� �����./��� �� �" ���� ���� �� �� �� �	�� �� � �� ��	 ���� �� �� �� ��� ��
�	�� �� ��

)+��
�+&����&"�� 
����) � ����� ���� ���� ��� ������ �� �������� �� �� ���� ) �	���
�� ��������	 ��	 ���������� ��� ��� �����#�� ������� �� ��� �	����

��
�+&����&"�'�"$ �� � 
���� �) ��� ������� ���#�� ) ���� ���� � �� )/�	��/
��������	� '� �� 	�����	 -�+�, �� -�+�,�

��
�+"�����"�'� 
����) � ����� ���� ���� ��� ��� �	��� ��� �� ��� ���� �	����

���"$ 
���� &�) ��� �����  ��� � �������� ��	 �� �	����

�������") ��� �	�"��

�!������ 
����) � �����  ��� � �����	  ��! ���� �������� ����� �	�� �.����� �����
+��� ���� ��� ��� ������� �� �������� ������ ��	 ���� ��� �� �.������� 	��������� ��
����� �������,

�!������ "���� P �� � �����) � ����� ���� �������� ����� �	�� �� ��� ������

��&"�� P �� � �����) � �������� ��#������

)+��&"�� P �� � �����) � )/������� �������� ��#������

�����") � ����� ��� ��  ���� ���������� ��� ������

����"��� ��
� P �������� �� � ���� �� � �����) �� �	�� ���� ��� ��� ��	����� �� ��� ����
��	 ��� ����� ��	����� ��� �� ��� ����B ���� ������� ������  ��� ��� ��� � ��������
����  ����� � ������


������ 
����) � ����� ����  ���� ��� �����#�� ���������� �� ����/����� ��	 �����/
�	��� �� ��� �.�������� �.���	�	�
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��!�) ��� ������� ����
�


���� � * +���,) � ��� � �����	 ��	��$�
 ��	 � ��� � �����	 ����
" ���� ���� ���� �	��
��� � ��� �� ��� �� � � �������� ���������	 �� ��"  ���� ��� �����	 ��� ���"����
�

�����"����� 
����) � ����� ���� ��� � �������� ������ +��� ���� ��� ��� ������� ��
����������� ������ ��	 ���; ��� �� �.������� 	����������,

����) ��� ��	�$��� �����

�$���&!�� 
���� +	) ��� �/�!������ �� � �/	���������� �������#��

�$���&!�� �� ��������� �) ��� �/	���������� �������� �+��� � � � � �	, � 6 � ��,��

��&����&�) ��� ������������ #�� ��� �� �	�� ��	 ��� �� ��� ��	�������

����
��� P �� � �����. �) ��� ���#�� �� 	������	 �	���  ��� � �� ��� ���	�

���!&�� �!�
���� P �� � ��� �� �������� � * ���� � � � � ��� �� � ����� �) ��� ��#�����
�� �����./��� � ���� �������� ����� �	�� �� �  ���� ��	������ ��� �� � �

��'�����" P ��� �
���	"��
� ����	�����

�����"�� '��"�1 P �� � �����) � �����. �� 	����� 6�

���������& 
�����) ������ � ��	 � #�� ���  ���� ����� �� �� ������������ H���/
����) � 	* ��

����������� ��'�����" P �� ������) � ����� �������� ���� ���� � � ���������� ������
�� ��� ���� ��� ���� �����B ��� ��������" ��� ��	��� �� ��� ��������� ���#���

����������� �� 
������ 
����� � ��	 �) � ���� �� #�&�������  � ) �� � �� ��	
 � ) �� � �� ���� ���� ��� ����� ���� �� �������� �� � � ��" ��� ��� �� �	��� �� ��
&������ � ��	 � �� �����	 #�&�������� �� ��� ��� �� �	��� �� �� &������ ��� ��������
 +�, ��	  +�,�

����������� �� ������ 
����� � ��	 �) � #�&������  ) �� � �� ���� ���� ���
����� ���� �� �������� �� � � ��" ����� �� �� �	�� �� � �� �� ��	 ���� �� ����� �� ��
�	�� ��  +�, +�, � �� �

@���� +�� 
�
"��
���,) �� ��������� �� � � ������ � ��	 � ���� ����	� ��� ����� �G�
���� ����

� +�G�, * � +�, � � +�,

�+�G�, * �+�, ��+�, � ��� � � � � +�, ��	 � � � +�,�

@����) ��� ����� �G� �� �����	 ��� 0&���1 �� � ��	 ��

@����) �� �	�� �� ���	 �� 0&���1 ��� ��	�������

���
"� �� � %��)) ��� ���#�� �� �	����

���� 
����� P �� � ����� �) ��� ������ ����� 0+�,  ���� �����./��� �� ��� ��� �	��/
��� �� �" ��	 ��  ���� � � �������� ��� �	&����� �� ��� �	��� �� � ��  ���� ����
���������	 ���� � ������ �����.�

���� 
�����) % ����� � �� ���	 �� #� � 
��� �	�"� �� ����� �.���� � ����� � ���� ����
� �� ���������� �� 0+�,�

����) ����� ��� 
�
&*
��"�

�������� 
����) � �����  ��� �� 
�
&*
��"
�

�����!� 
��!� +�� 
��!�, �� � ��������	 ����� �) ��� �������� ���#�� � ���� ����
� ��� #� 	�� � �� ��� �������#�� ������� /� +��� �:��,  ������ ��� �	��/����������
H�������) 2���+�, �� 2+�,�
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��1�� 
����) ������� ��� "�	���

� ��	�$��� �	�"��

�!�"�+��&) � ��� �� � � �� ���� ���� ������ ��� ���� ���� ��	 ���� ���	�

�!�"�+��
�) � ���������� �� � � �� ���� �	���" ��� ������ ��� ���� ��	�������

�!�"�
����) � ����� ����  ���� �����/�	��� ��� ��� �.���	�	" #��  ���� ��� �� ����/
������

���
���� P �� � �����.) �� �	&����� �����.�

���"��� ��
� P �������� �� � ���� ' �� � ����� �) �� �	�� �� � ���� �� ��� �� ' �

�!�� 
����) � �����  ���� �����./��� ��	 �	��/��� ��� �����B ����� 	�����	 &��

�&"������� 
���� �	) ��� �	��/���������� �� � �/������ �� &�	�

����" �� � '��"�1 � P �� � ����� �) ��� ��� �� ��� �������� � � �� ���� ���� ����� ��
�� ������������   ���  +�, * ��

����" �� �� ��
� � P �� � ����� �) ��� ��� �� ��� �	��� � � �� ���� ���� ����� �� ��
������������   ���  +�, * ��

�!"��
��� P �� � �����. �) ��� ���#�� �� 	������	 �	���  ��� � �� ��� �����

���"����$ ����&"�� 
����) � ����� ���� ��� #��� ��	������	 ��	 	������	 �	����

3+���"�"� 
����) � �����  ���� �����./��� � ��� � ��������� ���� 3 ��#���� ��� � � � � ��
+�����	 ��� "�	���� 
��
," �� ���� �  �� ���� �� �	�� &���� � � �������� �� ��� ����
��#����

���"�"� ��"�) ��� 3*"�	���� ������

��"�) � ��
� ���� ���� �� �	�� �� �������� �����. ������ ���� ���� �����

" &�����) � $
�
�� ��
� ���� ���� �� �	�� �� �������� �����. ������ ���� ���� �����

" ����) �� �"�� ��
� ���� ���� �� �	�� �� �����. ������ ���� ���� �����

��"� 
���� (�) ��� �/�����. �����  ��� � � � �	���" ���� ���� ����� �	�� ���� ��
� ������ ���� ����� +N���� �������� ���� ����" ��� ��#������ �� ��� �������� (�
	������ ��� ���#�� �� �	����,

5�"����� 
����) � �6/�����. �/������� �����" �������� 	������	 �� � ;/������	 ����
����	� � ��������"  ��� � �/������ &������ ��� �������� �� ��� �������� �� ��� ������
�� ��� �����

������ 
����) � ����� �� ������� ����� 6" ����" � ����� ���� ��� #� 	�� � �� ���
������ �� �����  ��� �� �	�� ����������

���"���& 
����) ��� �!������ �� ��� �� ��� ��� �������� ����	��

���"���& �����) ��� �� ��� ��� ������� �/	���������� ������	�� O �������	���" ��#�"
������	���" 	�	��������" �������	����

����!&") ��� $�	��
��� "	���$��

������ ��
�) �� �	�� ���� &���� � � 	������� ���������

������ ��
�+&������
) �� �	��/�������� ���� ���� �� � � �	&����� �	��� ���� ���
���� ������

������ '��"�1+&������
) � �����./�������� ���� ���� �� � � �	&����� �������� ����
��� ���� ������

����!� P �� � ��������	 �����) ��� ������� �$$���	�$���" ��!�� ���� ��� ���������

��
!��� 
����) � ����� ��  ���� ����� �����. �� �� ��� ���� 	������ '� �� )*	���
�	 ��
����� �����. �� �� 	����� )�
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����+����) �� �	�� ���� &���� � ������ ��	����� �� �������

����+!����. �+���� P �� � ����� �) �� ��� �������	 	��&���� ����� %� * �� � � ��� ��
% ������ �� ��� ����� ��

������ ��
����) � 	������  ��� �� ����/����� ��	 �� �����/�����

������ 
����) � ����� ���� ��� �� ����/����� �� �����/�	����

������1) ��� �����. ���� �� � ��� / �� �Æ���� ��	����	��� ������ �� -����	��� ������
'� �� � )*
��"
�( �� �/� * ) G ��

�)���"�� +�� �*
��
����, �� � )/������. &) ��� ����� ���������� �� ��� �������� ��	 ���
�	��� �� &�

�������
 �!�
���� P �� � ����� �) � ��#����� ���� �����	�� ����� �����. �� ��

�������
 "��� P �� � ����� �) � ��#����� ���� �� � �����

�"������ A'��"�1B �������
 P �� � �����  ��� � ��������) � #������� ��#����� #� ���
���#��� 6� � � � � �� � �� #� ��� ���#��� �� � � � � ��

�"���
�$ &����&"�� ��
����) � 	������ ���� ���� ���� ���� �����. �� ����� �����
�����. ����� �� � 	������	  ��!�

�!�
���� �� � 
���� �) � ����� � ���� ���� �� � �� ��	 �� � ��" �� ��� �����
���������� �� ���� � ����� ��

�!��������) ��� -����

"���) ��� ��	�$��� �����

"����) �  ��! ���� ���� �� �	�� ������ ���� ���� �����

"���) � ��������	 �����  ��� �� �������

"��� ��
� P �������� �� � ���� ' �� � ����� �) �� �	�� �� � ���� �� �� ' �

"��'��� 
���� &�) ��� �����  ��� ��� �����. ��	 �� �	����

"��'��� %��). "����. �� ��"�) �  ��! �� ������ 3����

!�����$��
 
���� P �� � �����  ��� �����. �� �	�� �����#����) ��� ����� ���� �������
���� ����������� ��� ��� �����#��� ������ +����" 	������� ��� ��� �	��/	���������,�

!���� �����"��� P �� � � ������ � ��	 �) ���	���� ��� ����� ���  ���� �����./
��� ��	 �	��/��� ��� ��� 	��&���� ������" ������������" �� ��� �����./���� ��	 �	��/����
�� � ��	 ��

'����&�) ������� ��� ���	���

'��"�1 �""���!"�) � �������� ���� ��� �����./��� �� ���� ��� �� �����#�� �����#���
�������

'��"�1+&������
 P �� � ����� �) � �������� ���� ��� �����./��� �� �� � ��� �  ����
�������� ��� �����	 $�
�	
�

'��"�1) � ���#�� �� ��� ����������� ��� � �� � �	�"� � * +���,�

'��"�1+"�����"�'� 
����) � ����� ���� ���� ��� ��� �������� ��� �� ��� ���� �	����

%��) P �� � ����� �) �� ����������� ��9����� � * ��� ��� ��� ��� � � � � ��� ��" ���� ����
��� � * �� � � � � �" �������� ���� ��	 �� ��� ��� ��	������ �� ��� �	�� �� �

" &�����) �  ��!  ���� ���� �����. �� ��� ���� �� ��� ������� �����.�

" ����) �  ��!  ���� ���� �����. �� 	�>����� ���� ��� ������� �����.�

%��)�$ &����&"�� ��
����) � 	������  ���� ����	
���� �	�"� �� ��������	�

%��
�" P �� �� �	��) +���� �����	 $�
�, � ���� ���#�� �������	 �� ��� �	���
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2.1 COMPUTER REPRESENTATIONS OF GRAPHS
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2.1.1 The Basic Representations for Graphs
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DEFINITIONS

��( � �������� ����	 �
 ������	 � ) *���+ 
���	��� �� � !�	��, �������� ��� ��
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2.2 THE GRAPH ISOMORPHISM PROBLEM
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�����

����� ��!������ ��
��	/ �

����� �
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	����
��	�� 
�� �� ���� 	� �*�'�*���� �++, �
 ����� ���� 	� �*�'�*���� ��� ����++
�	��� ��� 
 

����� ������� ����
	��� ��
 �'$ 
 �� 	� �*�'�*���������+ �	��� �'$ 	�
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� �� ��&�
��
���
���
�	�� �	&�
�	�� , 	� 
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2.3 THE RECONSTRUCTION PROBLEM
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Treewidth-� Graphs
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Pathwidth-� Graphs
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3.1 BASIC DIGRAPH MODELS AND PROPERTIES
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3.1.3 Binary Trees
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Binary Search
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3.2 DIRECTED ACYCLIC GRAPHS
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Functional Graphs
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3.3 TOURNAMENTS
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Higher Connectivity
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The Second Neighborhood of a Vertex
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Arc-Disjoint Cycles
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3.3.6 Domination
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3.3.7 Tournament Matrices
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Tournaments That Are Majority Digraphs
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GLOSSARY FOR CHAPTER 3
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Contractions and Splittings
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Connectivity Augmentation

+� �������� ��� ����	�� �� ������	�� ��� ��
��� �� -(�/�0 ��� 
� 	� ����� �	�����	�� ��

����
������ ��
*��������� "� ��� �'
�-
����
������ ��
*�������� �	����*� !� 
�� �	
��

 ��
�� � ? =���> 
�� 
 ���	�	
� 	������ �� 
�� ��� ��
� 	� �� ,�� ��� ��
����� ���
�� ����� � ��
� !� �
� 
�� �� � ���� ��
� �� ? =��� 
 � > 	� � ���������� .�� ��
	�� 
���	�
�	�	�� �� ��� ���	�� �� �
��� �����
�� ���!��&�� �������	
	�� 
������
�	�� �
�

��� ���� !	���� 	�
���	�
��� ���� 
� 
����	���	� ��	�� �� 
	�!� +
�
�
�� 
�� F
&
 
���
 -+
F
390 �

� ��� ,��� �������	
� �	�� 
����	��� ���
	�� ��� ���� �������	
	��

������
�	�� �������� "� ��� �
�� �
���� ��� 
������ ������
��� 
 ������
�� 
��
��Æ�	��� ����	�	�� �� ���	�� 	� 
 �	
�� ��
�� � �
� �� �
�� � ��������� �� 
��	�� 
�
���� 
 ����
	� ������ �� ������ 6�� �
�� B����	�� ��� �	��
��� !
� ���
�� 	� -(�/�0�

References

-��.	/�0 �� ��
���	 
�� �� .	������ $�����%� ������� ��� 
 �����
��� ������ ����
����	�
 ������
 ���
��
 � =�//�>� ��4K�47�

-8
2�1�0 H� 8
�� H����� 
�� 2� 2��	�� �	���
��
 ������� �����	���� ��� �

�	���
�	���� ���	���� L���
�� :������ �11��

-8�970 �� 8����� ���
�� ��� ��
�����
��� ������ A�	�	��� F���� *���
�� ���� ����
F�! <��&� �/97�

-8�*���3/0 H� �� 8������� F� *�������� 
�� �� ����
�� :
��� �
��� �����
�� 	���� 
�������	�� ���!��&�� ���
�� ����	�
 4 =�/3/>� �19K����

-��*
730 2� ��
���
�� 
�� (� *
�
��� 2�
��� !	�� ������	��� �������	
	�	��� ��� 7�K
7� 	� ������ �� ���
�� �����
 ������
� �	�����  !""#� ��
���	� ������ F�! <��&�
�/73�

-��J
:	9�0 2� ��
���
��� �� J
��
��� 
�� .� �� :	�&� ��	�	�
��� � ��������� ��
����
����
 ����
 $���
 %��
 �� =�/9�>� 7�K73�

-��:�/70 2� ��
���
�� 
�� :� :���	
&� ���
�� & �	���
��� 6�	�� A�	�	��� ��
��
�

�� *
��� :�����MF�! <��&� �//7�

-.	110 �� .	������ ���
� ������� ������ A�	�	��� 2�
��
�� 6�#�� 	� $
����
�	���
L����� �9�� ���	���� L���
�� F�! <��&� �111�

-.	710 2� �� .	�
�� "� 
����
&��� 2�
���� 
���
����� 
�����I
��	�� � 2�
���� ��� 	���
N������	������� $���
 '����
 �� =�/71>� 7�K34�

-A�(���470 �� A�	
�� �� (�	����	�� 
�� �� A� ��
����� � ���� �� ��� �
#	��� )�!
������� 
 ���!��&� ()* �����
 (�����
 ������ "6K� =�/47>� ��9K��/�

-A�390 <� A�
!
� ������ 	� � ��������� ��
��� !���� �����	�� ������� 	� 
 =� � �> 
��������� ��
��� +
 ����	�
 ������ %��
 , �� =�/39>� �9�K�99�

                          



Section 4.1 Connectivity: Properties and Structure 209

-A�H
��990 �� A���	����� .� H
�&���� 
�� �� ��
���� 2�����	� �������	
	�� �� ��
����
(*** �����
 �	���	�� ��� %������ �� =�/99>� �71K�7��

-A�2�340 �� :� A��I�� 
�� A� 2�I��	� ��� ���� 	���������� ����� �� 
 � ��������� ��
��

�� ����
	��� 	� 
 �	���	�� ���� $���
 ����
 �7 =�/34>� ���K����

-(�(�470 :� �� (��� 
�� .� �� (��&������ $
#	�
� )�! ������� 
 ���!��&� �����
 +

$���
 3 =�/47>� �//K�1��

-(�/10 �� (�
�&� �
�&	�� �
���� �	���	��� 
�� ���� K 
 ���
��� ��� �9K�11 	� 8� J�����
:� :�
G
��� * H� ��I����� 
�� �� ����	5
�� =A���>� ������ -��.� ��� /0%(�0�������
���	����� 8���	�� �//1�

-(�/�0 �� (�
�&� �������	�� ��
��� �� ���� ���� �������	
	�� ��B�	�������� %(�$ +


�	������ $���
 4 =�//�>� ��K4��

-(�/�0 �� (�
�&� �������	
	�� 
������
�	�� �������� 	� ���!��& ���	��� ��� ��K7� 	�
H��� 8	��� 
�� J�2� $���� =A���>� $�������	��� ��������	��1 %���� �� ��� ���

 !!2� 6�� N�	
���	�� �� $	��	�
�� ��� ������ �//��

-(�/40 �� (�
�&� �������	
	�� 
�� ���!��& )�!�� ��� ���K�99 	� �� 2�
�
�� $�
2�I������� 
�� :� :�
G
�� =A���>� �������� �� ����	�����	��� A���
	�� ��	���� 8�L��
�//4�

-2
7�0 6� 2
��
	� $
#	��� $	�	��� �I
��� ��� 
��
������	����� (
&����� 
��
2�
����� ���� $���
 %�	
 ������
 �� =�/7�>� ���K�9��

-2�*
910 .� 2����� 
�� (� *
�
��� �������	
	�� 	� �	��
���� 0��
 '��
 $���
 �37�
���	����� 8���	� =�/91>� �14K����

-2	340�� 2	������ �����	���	����
� ������� �
���	��� N�	
���	�� ������ �
���	����
�//7�

-2�<�//0 H� :� 2���� 
�� H� <������ ���
� ������ ��� (�� �

�	���	���� ��� ������
8��
 �
���� �///�

-2�930 A� 2�I��	� ;� �	
	�	�� �� ��
��� �� ��������� �����
���� ��� �34K�/� 	� ����	�

�����	��� F���� *���
��� �������
�� �/93�

-*
110 �� *
�	�� $	�����
����� �������� �� 	�,�	�� ��
���� +
 ���
� ������ �4 =�111>�
��3K�4��

-*
7/0 �� *
�	�� � ������� �� � ��������� ��
���� +
 ����	�
 ������ 9 =�/7/>� �41K
�4��

-*
3�0 <� ;� *
�	������ O���B��� �����P���� �� �����#	�G� �
�� ��� ��
���� ��	���G���
+
 ����	�
 ������ %��
 , �1 =�/3�>� �K�1�

-*
F��
730 (� *
�
��� �� Q� F���
�� 
�� .� �
��!�	���� (��������	�� 3� �� ��4���	�

��� ���
��� 5�	���4��� .����� �
�	�� �/73�

                          



210 Chapter 4 CONNECTIVITY and TRAVERSABILITY

-*
6�3�0 �� *I
��&
	�� 
�� �� 6���
����� �	���	�� ������� ����	,�� ������ �	������
$���
 �� =�/3�>� �/K���

-*��
2
110 $� �� *���	����� �� �
�� 
�� *� 2
��!� ������	�� 
����# �������	
	��'
��! ������ ���� ��� �����	B���� +
 �����	���� �� =�111>� ���K�41�

-*�/�0 �� *��&� � ��Æ�	��� ����	�	�� ��� ��
��� �� �� !�
&�� � �	�&��� ���
�� ���
����	�
 9 =�//�>� ���K�4��

-*�;&/�0 �� *��& 
�� *� ;&
���
� ��������#
����� �� 
 ���5������ �� $
��� 
����
������ ������� ����	,�� 
���	��� 	� � ���� ��������� ��
���� ���
�� ����	�
 3
=�//�>� �4�K�43�

-H�910 *� �� H���� A	�� L��
������	������ ��� � �
���� Q��
�����
��� �I�� 2�
�����
$���
 ���
 �39 =�/91>� /4K�1��

-J
1�
0 J� J
!
�
�
�
��	� ;�� �� �!� �	�5�	�� ������ ��
�� 	���������� �����'
:�
G
�� +���
�� ���5������� +
 ����	�
 ������ %��
 , 3� =�11�>� �K���

-J
1�
0 J� J
!
�
�
�
��	� 6!� �	���	�� ������� 	���������� �����' :�
G
�� +���
��
���5������� ����	�����

-J
1��0 J� J
!
�
�
�
��	� A#����
� �������� ��� �!� �	���	�� ������� 	����������
�����' :�
G
�� +���
�� ���5������� 	� ����
�
�	���

-J
1��0 J� J
!
�
�
�
��	� ����� �� :�
G
�� +���
�� ���5������� 	� ����
�
�	���

-J
9�0 6� J
���
� F��� �� *
�	�%� ������� �� �	�	�
��� ��������� ��
���� +
 ����	�

������ %��
 , �9 =�/9�>� �K��

-J�110 $� J�	������ �����
��	��� �����
��� 	� � ��������� ��
���� +
 ����	�
 ������
%��
 , 31 =�111>� ��K�3�

-J�1�0 $� J�	������ � ���
�� �� �����
��	��� ����� 	� ��
��� �� 
 ������	��� 
����#
�������	
	��� ���
�� ����	�
 �3 =�11�>� �K�1�

-:
$
910 .� 2� :
��
� 
�� �� $
�	� ;� ��� �#	������ �� ����
	� ���,���
�	��� !	��	�
��
��� 
�� ��� � �&������� �� ���������� ����
 0����� $���
 %�� �1 =�/91>� ���K�71�

-:	9�0 .� �� :	�&� $	�	�
��� � �	�� ��������� ��
���� +
 )�	�� ����.
 $���
 �4�
=�/9�>� �93K�3��

-:�9�0 :� :�
G
��� ������� 4� ���	��
 $���
 ����
 � =�/9�>� 3��

-:�970 :� :�
G
��� ;� ���� �������	
	�� �������	�� �� �����	
� ��
���� ���� $���
 ����


%�	
 ����
 �3 =�/97>� ��/K��3�

-:�990 :� :�
G
��� � �������� ������ ��� ��
��	�� ����� �� 
 ��
��� ���� $���
 ����


%�	
 ����
 �1 =�/99>� ���K�4��

-:�/10 $� L� :�������
� ������ ������� ������	��� �������� 	� 
 ��
��� �����	����

����
 / =�//1>� ��4K����

                          



Section 4.1 Connectivity: Properties and Structure 211

-:�/�0 :� :�
G
��� ����	�����	�� �������� ��� *6���	���� ��� A�	�	��� F���� *���
���
�������
�� �//��

-:�F���930 :� :�
G
��� L� F���
�� :
�
� 
�� $� .� �������� $�����	
� �������� ���
�
��� �� ������� ������� ���	��
 $���
 ������
 / =�/93>� �7/K�97�

-$
9�0 +� $
���� $	�	�
�� � �
�� &
�������
�����I
������ 2�
����� $���
 ���

�,����# �/� =�/9�>� ��K�3�

-$
9�
0 +� $
���� A#	����� � �
�� ���
�����I
������� 6�	���
���� 	� 2�
���� ��� 
I����� ������� J
�����	����� ���
 $���
 %��
 7�	8
 ������� �9 =�/9�>� 37K/9�

-$
9��0 +� $
���� A�&�� 
�� 2�
� � 	� �	�	�
��� � �
�� ���
�����I
������� 2�
 
����� ����
 $���
 �,����# �� =�/9�>� ��/K����

-$
9�0 +� $
���� 2�
� ��� ��&
��� Q��
�����
�� 	� ����	���� 2�
����� $���
 ���

�14 =�/9�>� /K���

-$
9�0 +� $
���� J�����������	� 
� � +��� 	� ����	���� 2�
����� ���
 $���
 %��

7�	8
 ������� �� =�/9�>� �39K�1��

-$
990 +� $
���� A���	��&�	���I
��� �I�� � &�	�	���� 2�
����� $���
 ���
 ��/ =�/99>�
���K�4��

-$
93
0 +� $
���� � ������	�� ������ ��� ���� �������	
	�� 	� ��
���� ���
 �	������
$���
 � =�/93>� ��4K�7��

-$
93�0 +� $
���� IN��� �	� $
#	�
��
�� &
�����	�5��&��� � +���� ����
 $���

�,����# �1 =�/93>� ��4K��7�

-$
93�0 +� $
���� IN��� �	� $
#	�
��
�� &�����������	�� � +���� ����
 $���

�,����# �� =�/93M9/>� �39K�1��

-$
9/0 +� $
���� �������	
	�� 
�� ���� �������	
	�� 	� ,�	�� ��
���� ��� 77K/4 	�
��	���� �� ��*������	�
�� !	�
� 2�� 3	� ��*�� ������ �
���	��� �/9/� :���� $
���
���� :���� F��� ���� �3� �/9/�

-$
3�0 +� $
���� ;� � ��	�	�
��� � ��������� ��
���� ��� �3/K�/3 	� !	�
	��� �� 
	���
����	� 4(���	���� 5���� 6789:� ��
���	� ������ 6������� ;F� �/3��

-$
��990 �� 8� $
���� 
�� �� H� ��
���� ;� � ��	�	�
�� � ��������� ��
���� �	������
$���
 �1 =�/99>� �44K�7��

-$���3�0 +� .� $���
	�� � �	���� ����� �� $�����%� 6������� +
 ���
� ������ 3
=�/3�>� ��9K��/�

-$�;�/�0 +� .� $���
	� 
�� J� ;�
� �����
��	��� ��	���� 	� � ��������� ��
���� +

����	�
 ������ %��
 , 71 =�//�>� �13K����

-$��90 J� $������ Q�� 
�����	��� J��
�������	�� -���
 $���
 �1 =�/�9>� /7K��4�

-;�1�0 ;� �� ;������
��� L
�	
�	��� �� $�����%� 6������� 	� :� +� 8�	��&� 
�� �� H�
+	���� =A���>� %��������� ���
� ������� �� 
���
��

                          



212 Chapter 4 CONNECTIVITY and TRAVERSABILITY

-;�/70 ;� �� ;������
��� �������	
	�� 
�� ���� �������	
	�� 	� ��
���' � ���
���
�����
 '�������	�� ��7 =�//7>� ���K�4��

-;&3�0 *� ;&
���
� �
��� 
�� ���� �������	
	�� 	� ��
���� +
 ����	�
 ������ , �9
=�/3�>� �4�K�9��

-;&340 *� ;&
���
� �
��� 
�� ���� �������	
	�� 	� ��
���� ""� ��� ��9K�4� 	� H�
�&	�
�
 �� 
�� =A���>� '����� ������ ��� ����	�����	��� +���� ��	���	,� ��� 
�	��	��� �/34�

-;&390 *� ;&
���
� �
��� 
�� ���� �������	
	�� 	� ��
���� """' �	# ����	�
� � �
����
���
�� ����	�
 � =�/39>� �4/K�3/�

-;&330 *� ;&
���
� �
��� 	� � ���� ��������� ��
���� +
 ����	�
 ������ %��
 , �4
=�/33>� ��4K�44�

-;&/1
0 *� ;&
���
� A
��� �� ���� ��������� ��
�� 	� !�
&�� �� �	�&��� ���
�� ����
�	�
 7 =�//1>� �9/K�34�

-;&/1�0 *� ;&
���
� ������ ����
	�	�� ����� ��������	
� ����� 	� �� ���� ���������
��
���� ��� 4�/K44� 	� �� 8�����	�& 
�� �� *��� =A���>� ��
	�� 	� ����	�����	��
��� ���
� ������� ����	�
 L���
�� *�	�������� �//1�

-;&/40 *� ;&
���
� � �����	��� ������ ����
	�	�� ����� ��������	
� ����� 	� =�� E �> 
���� ��������� ��
���� ���
�� ����	�
 �� =�//4>� ���K�91�

-����340 F� ��������� 
�� �� .� �������� 2�
�� �	����R
 ���
��� ��� �4�K�9� 	�
%��8��� 	� ����	�����	��  !9: =2�
���!� �/34>� :����� $
��� ���� :������ F���
���� �1�� �
���	��� N�	
� ������ �
���	���� �/34�

-�
/70 .� �� �
������ ;� �	���	�� ������� ,
� ������ �	������ $���
 �4/ =�//7>� �//K
��4�

-��9�0 �� H� ��
���� � ��
��	,�
�	�� �� � ��������� ��
���� +
 ����	�
 ������ �9 =�/9�>�
�3�K�/3�

-��330 H� H� ��� ����� �� ��
���%� ���5������ �� � ��	�	�
� � ��������� ��
���� ;�6��
������� �*���	�� ��
# �� =�/33>� �794K�793�

-��/90 S� <� ��� ���� �����
�	�
�	��� �� $�����%� ������� �������	�� 
�� ���������
�	��
���� �	������ $���
 �94 =�//9>� �/�K�/7�

-6�1�0 �� 6���
����� 6�� A��I�� �G��
 �������� ��� ��� ������ 	� ��
��� �� �
��� ��� 
����	
	��� ����	�����	�� �� =�11�>� ���K����

-6�31
0 �� 6���
����� � �	�&�� ��
���� *���
��� +
 ����	�
 � =�/31>� �9�K�93�

-6�31�0 �� 6���
����� ��
�
�	�� 
�� ��
�	�� �� ,�	�� 
�� 	�,�	�� ��
���� +
 ����	�

������ %��
 , �/ =�/31>� ���K�9��

-6�3�0 �� 6���
����� F�� ���
�
�	�� ������ 	� � ��������� ��
���� +
 ���
� ������
4 =�/3�>� �4�K�4��

                          



Section 4.1 Connectivity: Properties and Structure 213

-6�330 �� 6���
����� �
���� �	���	�� 
�� ����	
	�	���� ��� /9K��� 	� :� +� 8�	��&� 
��
�� H� +	���� =A���>� %������� ��
	�� 	� ���
� ������ (((� ��
���	� ������ :������
�/33�

-6�6�3�0 �� 6���
���� 
�� 8� 6���� F�� ���
�
�	�� 	������ ������ 	� ��
���� +
 ����

�	�
 ������ , �� =�/3�>� �//K����

-6�7�0 +� 6� 6����� � ������ �� � ��������� ��
���� '�����
 ����
 <������
 (����


$���
 �� =�/7�>� ���K�44�

-6�770 +� 6� 6����� �������	8	�� 	� ���
��� N�	
���	�� �� 6������ ������ :������ �/77�

-+
$�790 $� A� +
�&	�� 
�� .� $� $������ ������ 
�� �������	
	�� 	� ��
���� �����

+
 $���
 �/ =�/79>� ���/K���3�

-+
F
390 6� +
�
�
�� 
�� �� F
&
���
� A��� �������	
	�� �������
�	�� ���������
+
 ���
��
 %����� %�	
 �4 =�/39>� /7K����

-+���0 *� +�	����� ��������� ��
��� 
�� ��� �������	
	�� �� ��
���� ����
 +
 $���


4� =�/��>� �41K�73�

-+	/�0 �� +	�������� 6�� ������#	�� �� ��
�� �������	
	��� ��� ���K��� 	� "� $� *

��

�� L� J����& =A��>� 0������ '���� 	� ���
��
 %�	
� 7�/� ����� $
����
�	�
�
(����
�	��� �� �������� ��	���� �//�� ���	����� 8���	�� �//��

-+�990 .� �� +���
��� �	���	�� ����
	�	�� ����	,�� ������ +
 ����	�
 ������ %��
 ,

�� =�/99>� �9�K�93�

                          



214 Chapter 4 CONNECTIVITY and TRAVERSABILITY

4.2 EULERIAN GRAPHS
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4.2.6 Transforming Eulerian Tours

The Kappa Transformations
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4.3 CHINESE POSTMAN PROBLEMS
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The Eulerian Case
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Algorithm 4.3.1: ,�$����� �� 5677
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REMARK

���' �	��� 	� �
���� ��
�
���� 
� ���	�
� �����	��� 	� 	� 	�������	�� �� ����	��� ���
�	�	� =	� 
��> �� ��& ������ �����	��� A� ����� �������� "� �
��� ��	� !
� 
��!���� ��
(�����	�&����

FACT

	��' -(�9/0 6�� �
�	� �� ��� 

��� �� 
 �����
� �����	�� �������� �� �����	��� A�
�� 
� ���	�
� 

��� �
���� �#���� �� "�����
����� ��� 

��� �� � 	� 
����
��
��� 
�
���
��	���� �� A#
���� 7 ����!�

EXAMPLE

��' ����	��� ��� �	#�� ��
�� 	� (	���� ����7� �
�� 
� !���� ���� !�	���� 
�� ����	,��
�� ��� ��
��� 6�� �
�� ������ ���
�	�� ��
�� �� �����	��� A� ����	�
��� ��� �	������
����� =����	����� ���	������ ��� ��� ��
��� ����> �	���	�� ��� ����	��
�� 	� �
�� ��
;���
�	�� �� ��	� ��
�� �� ������� ��������!�	�� ������
	�� ��� �
�� ������ ����	�	��
�	���� ��� ��������� 	� �
�� � �

	�� ���
� ���� !�	��� � E ��6� 6�� �����	
� ���� 	�
��	� ����	��
�� 	� ��� ���	�
� ��!�
��� *
� ��� ���� ���� ������ 	� ��� �
�� ������ 
���
�	�� 
���	�
�	��� ����	�
�	�� 	����
� ��� ����� !	�� !�	��� �6� ��� ��������� 	� �
��
� �� ��� ,���� !���� �

� ��������� �	���	�� 
� ���	�
� ����	��
�� 
�� ������ 
 �������
���� �	������� "�� !�	��� 	� � E �16�

Figure 4.3.6 ���$��
���� �� ���"�9�'
���� �$!�"���' �,�

Approximate Algorithm SE

� �
���
� 
�����
�	
� 
����#	�
�	�� 	� �� ��
���� ��� ���
���� �������� �� �����	���
A�� �	���	�� ��� �����!	��� 	����������
�� 
����
�� =#/> =
�� -(�9/0>�

����
�������	 ����� 6�� �������� ���
�	�� ���������	�� �� ���� � 	� �����	���
����7 	� �������	
� =
�� -(�9/0> 
�� ������� ��� �
�� �������� ���
�	�� ��������� ��
��� ��������M�
�� �
�	�� ���� 	� �����	��� ����4�

                          



Section 4.3 Chinese Postman Problems 249
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4.4 DEBRUIJN GRAPHS AND SEQUENCES
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4.5 HAMILTONIAN GRAPHS
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Products and Hamiltonian Decompositions
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Transforming Generalized TSP to TSP
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4.7 FURTHER TOPICS IN CONNECTIVITY
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4.7.4 Generalizations of the Connectivity Parameters
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Distance Connectivity
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List Coloring and Choice Number
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The Hajós Construction
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List Reduction
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5.2 FURTHER TOPICS IN GRAPH COLORING
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5.2.1 Multicoloring and Fractional Coloring
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5.3 INDEPENDENT SETS AND CLIQUES
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Applications Involving Hamming Distance
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The Number of 1-Factors
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5.4.3 Degree Factors
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Factor Algorithms and Complexity
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5.5 PERFECT GRAPHS
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A Graph Formulation
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5.6.4 University Examination Timetabling
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5.6.5 Sports Timetabling
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Constructing a Compact Schedule with a Minimum Number of Breaks
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Some Characterization Results
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6.1.4 Transitivity
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6.1.5 �-Regularity and �-Transitivity
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6.2.2 Prevalence
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6.2.4 Subgraphs
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6.2.5 Factorization
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6.2.6 Further Reading
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6.3 ENUMERATION
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6.4 GRAPHS AND VECTOR SPACES
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Components, Spanning Trees, and Cospanning Trees
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The Vector Space of a Graph under Ring Sum of Its Edge Subsets
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6.4.5 The Circuit and Cutset Spaces in a Directed Graph
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6.5 SPECTRAL GRAPH THEORY
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6.5.5 Spectral Characterization
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6.6 MATROIDAL METHODS IN GRAPH THEORY
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6.6.2 Alternative Axiom Systems
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6.6.3 The Greedy Algorithm
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6.6.12 Minimally '-Connected Graphs and Matroids
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FACTS FOR SMALL CONNECTIVITY
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7.1.2 Polygonal Complexes
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7.1.3 Imbeddings

DEFINITIONS
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7.2 MINIMUM AND MAXIMUM IMBEDDINGS
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Lower Bounds for Minimum Genus
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7.3 GENUS DISTRIBUTIONS
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FACTS
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7.3.4 Other Imbedding Distribution Calculations

���������
�
 
� �
��� ���	����� ��
�������
�
+ ��������� �
�
��	�����	 
�����	
 �	0
4���	 

�	 ������
��� �!	
��+ ������ �	���
	 �!	 �


���	 �#�
���� 
� 	��	
 �
�������	

�!	 �	����	��	
 
�	 ���!� �	��&	� B	� ��
�!	� 	���	����&	 �
�	�� 
� ����! ���	�����

�	����
 �
 	4��&��	�� ��� �#
 ���	�����
 �!�� =�

1 ���1	> #!	� &	��	� ��� 	��	 ���	�

��	 �	�
&	��

DEFINITIONS

���*  !	 ���
� ��������� ������������ 
� � ����! � �
 �!	 ��&�����	 �
���
����

55�"�� �$ 3 5�"�$ , 5�"�$ 3
��

���

��"�$�
� ,

��

���

��"�$�
�

���* O�&	� � �	�	��� �
����
� 
�
�	� ! �
� � ����! � ��� � 
������� ��		 + + �!	
	����	
 
� �!	 �����
� �
�������� 3 A/���D ��	 ��&	� �
� ��� ����
 
� 	��	
 ��� �� 
� �!	
�
��		 �� + ��

/��� 3

�	


� �� � �3 � ��� 9#*� "!$

��
��	��	� �
 �
�������

� �� � 3 � ��� 	��	 � �
 �#�
�	�
- 
�!	�#�
	

 !	 �
����
� 9#*�"!$���	��	� �	��
 �!	 �	
������
� 
� �!	 ���	������ ���	 ���� 
� �!	
�
����
� 
�
�	� ! �
 �!	 
������! + , �� , �� �

���*  !	 ���	�����
 :� * � � � ��� :� * � � � ��	 
�������� �� �!	�	 	��
� �
����! ���
�
��!�
� ; * � � � ��� � 
�����	 !
�	
�
��!�
� � * � � � 
��! �!��
�!	 ������� �� 2����	 ����� �
 �
�������&	� ;	 #���	 :� � :��

Figure 7.3.7 *�,,����	6	�� ��
�	�	�
 !�� 	,&���	
� ��
����
�� :� � :��

FACTS

���* ;!	� �
�0
��	�����	 ���	�����
 
� � ����! � ��	 ��

 �
 �	 �
�
��	�	�+ �!	
�
��� ����	� 
� ���	�����
 ����	�
	
 �� � ����
� 
� �������+ 
���	 	��! 
� �!	 $"�$
	��	
 �� �!	 �
���	�	�� 
� � 
������� ��		 ��� �	 �#�
�	� 
� ���#�
�	��

55�"�� �$ 3 �����
�

��� ���

A�	�"�$ � �DX

���* A�
FHD G	� � �	 � ����!+ + � 
������� ��		 
� �+ ��� ! � �	�	��� �
����
� 
�
�	�

� ��  !	�

*��� "���� $ 3

�
�
 �� � "!$ �3 �� "�����	� 
�����	 
��	�����	$
� �� � "!$ �3 	� "�����	� 
�����	 �
�0
��	�����	$

                          



Section 7.3 Genus Distributions 651

 !�
+ �!	 �	��
 
� �!	 
�����	 �����	� �� � �
����
� 
�
�	� ��� �	 ��������	� #��!
��
�
��� ���	0��������

��"* A�!O���H�D ����������� �!	 
�����	 ���	 �� ���	0������� �	4���	
 4"�$ ���	 �
�
� ����! #��! � 	��	
+ ��� ����������� �!	 ���1 
� �!	 
&	���� ������ �	�	��
���	
 �

4"��$ ���	� Q
#	&	�+ �	��
����� �!	 �
��� 
	� 
� ���	�����
 ���
����� �
 ���1 
� �!	

&	���� ������ 

�	���	
 ���������	
 ���������
� 
� �!	 �
��� ���	����� ��
�������
��

���* A�!O���H�D ��

	�0	�� ����	�
 !�&	 �!	 �
��
#��� �
��� ���	����� ��
�������
�
�
���
����
�

55�� "�� �$ 3 �
�

��������������

�����������

������
��

���

�
*<#��

�
���

�

�
, *<#��

�
�����

�

�
�

�

� 5��
�
��
�
, 5�� "�$

���* A�!O���H�D �
���	
�
�	 ���!
 !�&	 �!	 �
��
#��� �
��� ���	����� ��
�������
�
�
���
����
�

55�� "�� �$ 3 �
�

��������������
�����������

������������
��

���

�
*<#��

�
���

�

�
, *<#��

�
�����

�

�
�

�

� 5��
�
��
�
, 5�� "�$

REMARKS

1�"* A����;!FFD �
���	� �
����	��	 ���

	
 
� ���	�����
 
� �� ���
 
��	��	� 
��0
���	
�  !	 1	� �
 �
������ �
����	��	 ���

	
 #�
 �
 �
�&	�� �!	 ����	 ���	� 
� -#1"�$
������ 
� �� ���
 �!	 ����	 ���	� �
� �!	 �����	� ����
� 
� �!	 �
����
� 
�
�	�
�

1��* A7#G	H�D �
���	� �
����	��	 ���

	
 
� ���	�����
 ���
 �
�0
��	�����	 
�����	
�
'�	 
� �!	�� ���	������ ��	�
 �
 �
 �	���� �� 	��	0�#�
� �
 �!	 &
����	 � "�
� �$ ���
�
 �
�
����� �!	 
��	�����	 �
���	 �
&	��  !	� �!	 ����! ���
�
��!�
�
 ��� 
� �!	
�����	� �
����
� 
�
�	�
�

1��* A7#�!-�D �	&	�
�	� � �
����� �
� �!	 �
��� ���	����� ��
�������
�
 
� �
�4�	�
�

EXAMPLES

��"* �� �!	 ����
�����&	 ���������
� 
� 2����	 ����F+ �!	 
������� ��		 !�
 	��	
 �+ K+
��� C�  !�
+ �!	 �
#
 ��� �
����
 �
��	
�
�� �
 �
��		 	��	
 �+ �+ ��� �� ����	 �!	
���1 
� �!	 ������ �
 � ��� �!	 ���	����� �
 �
�0
��	�����	+ �!	 ���	����� 
�����	 ��
�
�	 	� "�� 2��� �H$�

                          



652 Chapter 7 TOPOLOGICAL GRAPH THEORY

Figure 7.3.8 +�,��� ��������	�
 �! ��� �6����� ,���	-�

���* �� �	��&��� 2��� ��+ A�!O���H�D �!

	 � ��		 + �� �!	 ����	� ����! #��! � ���!
�
 � �
��		+ �
 �� 2����	 ����H�  !�
 ��	��	� � =�������
���> 
&	���� ������+ #!��! �
 �
�
�&	��	�� ��
�	��� �� ���1 ���������
�
�

Figure 7.3.9 2����� 6�7 
��

	
� ����7 �
� ��	�	���
�� �6����� ,���	-�

���* �� �	��&��� 2��� ��+ A�!O���H�D �!

	 � ��		 + �� �!	 �
���	
�
�	 ���! �����
#��! � ���! �
 � �
��		+ �
 �� 2����	 �����-�  !�
 ����� ��	��	� � =�������
���> 
&	����
�������

Figure 7.3.10 *�&&��
��
� ���� 7� �
� 
��

	
� �����

���* �� �	���� �
 �	���1 �+ 2����	 ������ 
!
#
 !
# �!	 �C ��M	�	�� 
��	�����	
���	�����
 
� �!	 �
���	�	 ����! �
 ��	 �������
�	� ���
 �
����	��	 ���

	
�

Figure 7.3.11 /���	�	�
	
� ��� �� 	,&���	
�
 �! �
 	
�� ��
����
�� ���

�
�

:���
��	R
 G	��� �
 �
	� �
 �
��� �
����	��	 ���

	
� .��! ���
�
��!�
� 
� � ����!
� �����	
 � �	�������
� 
� �!	 �
����
� 
�
�	�
 
� � �!�� ��	
	�&	
 �!	 �
����0

                          



Section 7.3 Genus Distributions 653

	��	 ���

+ ��� �
	
 �
� �	�	

����� ��	
	�&	 �!	 "
��	��	� !
�	
�
��!�
� 
� ����
$0
	4��&��	��	 ���

+ �
 ����
����	� �� 2����	 �������

Figure 7.3.12 ��� 	
����� ���	�
 �! � ���,����	�
 �
 �����	�
 
�
��,
�

7.3.5 The Unimodality Problem

DEFINITIONS

���* / 
	4�	��	 ���� �
 ������
� �� �!	�	 	��
�
 �� �	�
� 
�	 ���	�	� � 
��! �!��

���� � �� �
� ��� / �� ���

�� � ���� �
� ��� / � �

��"* / 
	4�	��	 ���� �
 �������� ������
� �� ��
 �
�&
����
� #��! ��� ����
���

	4�	��	 ��	��
 � ����
��� 
	4�	��	�

FACTS

���* / ������� ����
��� 
	4�	��	 %�
� ��
	
 ��� �!	� ����
+ �
 ����
����	� �� 2����	
�������

Figure 7.3.13 # �
	,���� 
�.��
�� ��
 
� !��
� ,�-	,��

���* A7	O	��D /� 	4��&��	�� ����	��
� �
� ����
������ �
 �!��

�
�
�
� �������� �
� ��� /

                          



654 Chapter 7 TOPOLOGICAL GRAPH THEORY

���* A2�O���FHD  !	 �	��
 ��
�������
� 
� 	&	�� ��

	�0	�� ����	� ����! �
 
��
����
����
����

���* A2�O���FHD  !	 �	��
 ��
�������
� 
� 	&	�� �
���	
�
�	 ���! �
 
��
���� ���0
�
����

���* AO��
 �FHD  !	 �	��
 ��
�������
� 
� 	&	�� �
�4�	� �
 
��
���� ����
����

REMARKS

1��* ;	 
�
	�&	 �!�� �� ���	����� 
� �!	 �
�4�	� %� !�
 �,� ���	
 �� �� �!	 
�!	�	
��+ �� � ���	
 �� �� �!	 �
��
 ��+ �� � ���	
 �� �� �!	 
�����	 ��+ ��� 

 
�� �������&	��+
�!�
 
���	
�
 �!�� �!	 �	��
 ��
�������
� 
� �!	 �
�4�	� %� ���!� �	
	���	 �!	 
	4�	��	

� �������� ����	 ����	�


�
��

�, �

�
�

�
��

� � �

�
�

�
��

�� �

�
� � � �

#!��! �
 � 
��
���� ����
��� 
	4�	��	�

1��* A��H��D  !	 �	
	���	��	 �
 �������� ����	�
 !
��
 ��

 �
� &���
�
 ����!
 
�

���� ����	�	�+ ��������� ������� 
�
�	�
�
�
 
� ��		
 ��� 
� ����	
�

1��* A��H-D  !	 �	��
 ��
�������
� 
� �!	 �
�4�	� %� �
 �
����
������� ��
�
���
���
�
 �!�
 
	4�	��	�  !	 ��

� �
	
 ��
�� �!�����	� �!	
���

RESEARCH PROBLEM

1�
����� /��&��,* �	���	 #!	�!	� �!	 �	��
 ��
�������
� 
� 	&	�� ����! �
 
��
����
����
����

7.3.6 Average Genus

DEFINITIONS

���*  !	 
���
�� ����� 
� � ����! �+ �	�
�	� ����"�$+ �
 �!	 �&	���	 &���	 
� �!	
�	��
 
� �!	 ���	����� 
�����	+ ��1	� 
&	� ��� 
��	�����	 ���	�����
�

���*  !	 
�
�� �
�	 
� � �
��	��	� ����! �+ �	�
�	� $"�$+ �
 �!	 ����	� ���� �
����, �? �!�
 �
 �
��	������� �	
� ���	�
�

� �
 �!	 ����	� 
� 	��	
 �� �!	 �
��		 
� �

������� ��		 �
� ��

���* AO�7���H�D / ��
	�

� 
� ���	 "*� 0$ �
 
�����	� ��
� � �*,00����	 �� �
������
* ��
6
��� 	��	
 ��� �!	� ������ � 
	��0�

� �� 	��! 
� �!	 0 &	����	
 �!�� �
 �
� ��
	���
��� 
� � �
���	� 	��	�

���* G	� � �	 �� 	��	 
� � ����!� ;	 
�� �!�� #	 
��

� 
� ���� �
� �
 �!	 ���	��
�

� 	��	 � �� #	 ��
	�� �#
 �	# &	����	
 # ��� � ��� �!	� �
���	 �!	 	��	 �	�#		� �!	��
 !	 �#
 �	# &	����	
 ��	 ����	� �!	 ���� 
� �!�� 
�	� 	���

���* ;	 
��

� 
 
����� �
� �
 �!	 ���	��
� 
� 	��	 � �� #	 ��
	�� 
�	 �	# &	��	� 3
�� ��
 ���	��
� ��� �!	� �����! � 
	��0�

� �� 3�  !	 &	��	� 3 �
 ����	� �!	 ��� 
� �!��
��

	� 	���

                          



Section 7.3 Genus Distributions 655

���* ;	 
�� �!�� * 
�	� 	��
 ��� 0 ��

	� 	��
 ��	 
��

��� ����
��� �
 �!	 	��	
� �� �!	 	��
 
� �!	 	��
 ��	 ��� ��
�����+ ��� �� �
 	�� !�
 �� 	�� �	�#		� �!	 �#
 	��


� �� 
�	� 	���

GENERAL FACTS ABOUT AVERAGE GENUS

���* AO�7���H�D  !	 �&	���	 �	��
 
� � ����! #��! �
����&��� �	��
 ����	 ��� ��	
����������� ��

	 �
 �!	 ������� �	��
�

���* AO�7���H�D  !	 �&	���	 �	��
 
� � ����! �
 �� �	�
� �
 ����	 �
 �!	 �&	���	 �	��


� ��� 
� ��
 
������!
�

��"* A�!O���HKD 2
� ��� �0�	����� ����! �+

����"�$ �
�

�
���	"�$

���* A�!O���HKD 2
� ��� �0�
��	��	� 
����	 ����! � 
�!	� �!�� � ����	+

����"�$ �
�

�C
$"�$

���* A�!H�D �

�
��!�
� �	
���� 
� ����!
 
� �
���	� �&	���	 �	��
 ��� �	 ��!�	&	�
�� ���	�� ���	�

���* AO�2�F�D  !	 �&	���	 �	��
 
� �!	 ���0����������
� 
� �#
 ����!
 � ��� )

	4���
 ����"�$ , ����")$�

���* A�!O�H��D G	� � �	 � �0�
��	��	� ����!+ ��� �	� �� �	 � ����! 
�����	� ��

	������ �����!��� 	��
 �
 �� 	��	 
� ��  !	�

����"�$ � ����"��$ � ����"�$ , �

FACTS ABOUT SMALL VALUES OF AVERAGE GENUS

���* / ����! !�
 �&	���	 �	��
 - �� ��� 
��� �� �� �

� 
�	 ����	 ��

	
 �!�
��! ���
&	��	��  !�
 �
��
#
 ��
� AI
����;!��D�

���*  !	 ������� �	��
 
� � �	�1���	 �
 ��  !�
 �
��
#
 ��
� AS��HD�

���* AO�7���H�D  !	 �&	���	 �	��
 
� ��� �	�1���	 
� ���	 "*� 0$ �


��

�
�

�

�
�
�
�

�

�
�

                          



656 Chapter 7 TOPOLOGICAL GRAPH THEORY

���* AO�7���H�D .��! 
� �!	 
�� 
����	
� �


���	 &���	
 
� �&	���	 �	��
 �
 �	���(���	
�� � �	�1���	� 2����	 ������ �������	
 �!	
	 &���	
 ��� 
!
#
 � ����! �	���(��� 	��! 
�
�!	��

Figure 7.3.14 1���	8��	�

 �! ��� 
	- 
,����
� ��
	�	6� 6����


�! �6����� ��
�
�

���* A�!O�H�D .��	�� �
� �	�1���	
+ �!	�	 ��	 	������ 	��!� �0�
��	��	� ����!
 
�
�&	���	 �	��
 �	

 �!�� 
�	�  !	 �
�4�	� %�+ �!	 ���
�	 "
+ ��� �!	 �
���	�	 ����!
�
 !�&	 �&	���	 �	��


�

�
�

K

C
�

�

F

�	
�	���&	��� 2����	 �����K 
!
#
 �!	 
�!	� %&	 
��! ����!
 ��� �!	�� �&	���	 �	��
�

Figure 7.3.15 �	6� 
�����	� �'��

����� �����


(	�� �6����� ��
�
 ��

 ���
 �
��

��"* 2���
 �� ��� �H �
�	�!	� ��	�� � �
���	�	 ���

�%����
� 
� ��� ����!
 
� �&	���	
�	��
 �	

 �!�� 
�	�

���* A�!O�H�D  !	�	 ��	 	������ �!�		 �0�
��	��	� ����!
 #��! �&	���	 �	��
 	4���
�
 ��

Figure 7.3.16 ��� ����� �'��

����� �����


(	�� �6����� ��
�
 �.��� �� �
��

FACTS ABOUT CLOSE VALUES OF AVERAGE GENUS

���* AO�7���H�D /���������� ���� �������� �
�!
�	
�
��!�� �0�
��	��	� ����!

��� !�&	 �!	 
��	 �&	���	 �	��
�

                          



Section 7.3 Genus Distributions 657

���* A�!O�H��D 2
� 	��! �	�� ����	� *+ 
��� %���	�� ���� �0�
��	��	� ����!
 !�&	
�&	���	 �	��
 �	

 �!�� *�

���* A�!O�H��D 2
� 	��! �	�� ����	� *+ 
��� %���	�� ���� �0�
��	��	� 
����	 ����!

!�&	 �&	���	 �	��
 �	

 �!�� *�

FACTS ABOUT LIMIT POINTS OF AVERAGE GENUS

���* AO�7���H�D  !	 ����	� � �
 �� ���	� ����� �
��� 
� �!	 
	� 
� �


���	 &���	
 
�
�&	���	 �	��
�

���* A�!O�H��D  !	 
	� 
� �


���	 &���	
 
� �&	���	 �	��
 �
� �0�
��	��	� ����!
 !�

�
 ����� �
���
�

���* A�!O�H��D  !	 
	� 
� �


���	 &���	
 
� �&	���	 �	��
 �
� �0�
��	��	� 
����	
����!
 !�
 �
 ����� �
���
�

���* A�!O�HKD G
#	� ����� �
���
 
� �&	���	 �	��
 �
 �
� 	��
��

REMARKS

1��* 2��� �� ��
&��	
 � �	��
 �
� �
�
�������� ���	� ����� �
���
� �� ����+ ��� �����
�
���
 ���
	 ��
� �!�
 �
�
������
��

1��* /�����
��� �	
���
 
� �&	���	 �	��
 ��	 ��&	� �� A����HCD+ A��HHD+ A��HK�D+ ���
A��HK�D�

7.3.7 Stratification of Imbeddings

���	����

��� �� ��6��	��� 
�������	 
� �!	 ��
�������
� 
� 
��	�����	 ���	�����

���	��
 �
 
M	� 

�	 ��
��!� ���
 �!	 ��
��	� 
� �	������ #!	�!	� �#
 ��&	� ����!
 ��	
�

�
��!���

DEFINITIONS

���*  #
 
��	�����	 ���	�����
 :� ��� :� 
� �!	 
��	 ����! � ��	 � �
��

��� ��
�!	�	 �
 � &	��	� � 
� � 
��! �!�� �
&��� � 
����	 	��	0	�� �� � �
 
�Æ��	�� �
 ����
�
��
� �
����
� 
�
�	� �	��	
	����� :� ���
 � �
����
� 
�
�	� �	��	
	����� :��

���*  #
 
��	�����	 ����! ���	�����
 
� �!	 
��	 ����! � ��	 ��
��

��� �� �!	�	
�
 �� 	��	 � 
� � 
��! �!�� �
&��� �
�! 	��	0	��
 
� � ��� ����
�
�� � �
����
� 
�
�	�
�	��	
	����� :� ���
 � �
����
� 
�
�	� �	��	
	����� :��

���* 2
� ��� ����! �+ �!	 ���
����� ��
�� �� !�
 �
 ��
 �
���
 �!	 
��	�����	
���	�����
 
� �� ��
 ���	
 ��	 �!	 � 0��6��	���	
 ��� �!	 �0��6��	���	
�

��"*  !	 �����	� 
������! 
� �� 
� �!	 
	� 
� ���	�����
 ���
 �!	 
�����	 �� �

����	� �!	 ��� ���
��� 
� �� ��� �
 �	�
�	� ����

���* / 
������� ����������� ���
��
�� �
� � ����! �
 � ����! ��&������ �!�� !�

� ��M	�	�� &���	 
� 	��! �

�
��!�
� ���	 
� ����!�

FACTS

���*  !	 ����������� 
� ��� �
 ��"�$�

                          



658 Chapter 7 TOPOLOGICAL GRAPH THEORY

��"* AO� ��HD  !	�	 ��� �	 ���
	 ������ �� �!	 
�����%	� ����!+ �!�� �
+ �
��� ������
�!�� ��	 �
� ��
��� �������

���* AO���H�D  !	 ���
	 ������ ��� !�&	 ����������� ��	�� �	��!�

���* AO���H�D I
 ���
	 ������ 	��
�+ 

 �!�� �� �
 �


���	 �
 �
�	�� ��
� ��� ���	�0
���� �
 � ������� ���	�����+ 	&	� �!
��! 
����� �
�	�� ���!� �
� ��#��
 �	 �


���	�

���* AO� �HKD 2
� 	&	�� &	��	� 
� �!	 
�����%	� ����! ��+ �!	 �����	� 
������! 
�
��
 
	� 
� �	��!�
�
 �� �� �
 � �
���	�	 �

�
��!�
� ��&������ 
� �!	 ����!�

REMARKS

1��*  !�
 �
 �
�
�
�	�� #��! A !FHD+ #!��! ��
&	
 �!�� �!	 ������� �	��
 ��
��	�
�
 I�0�
���	�	�

1��*  !�
 �
 �
�
�
�	�� #��! A2�O���OFFD+ #!��! 	
�����
!	
 � �
���
����0���	 ���
0
���!� �
� ������� �	��
�

1�"* AO� �HKD ��

 �	�
�
����	� !
# �#
 ����!
 #��! 
������ �	��
 ��
�������
�

��� !�&	 ���1	��� ��M	�	�� ���	����� 
������  !	
	 %�����
 
���
�� �!	 ����
�������

� � ��
������
��� ����
��! �
 ����! �

�
��!�
� �	
����+ ��
	� 
� �!	 
������� 
�
!��!	�0
��	� ���	����� ��
�������
� �����

References

A/�<�E�H�D O� .� /���	#
+ �� �� <��1

�+ ���  � �� E�
	����+ / !��	��	
�	���� �����
�


� �!	 �	��
 
	��	
 �
� � ���

 
� �0�	�� 	��	�����
 �� 
��	�����	 
�����	
+  �&" !�
"���� &���� �K "�HH�$+ ���P�KK�

A�!H�D <� �!	�+ / ���	��0���	 ���
���!� �
� �

�
��!�
� 
� ����!
 
� �
���	� �&	���	
�	��
+  �&" !� �� $����	�	 "���� � "�HH�$+ C��PC���

A�!O�H��D <� �!	� ��� <� G� O�


+ G���� �
���
 �
� �&	���	 �	��
 "�$* �0�
��	��	� ���
�0�
��	��	� 
��������� ����!
+ !� ������� %�	���  	�� � KK "�HH�$+ F�P�-��

A�!O�H��D <� �!	� ��� <� G� O�


+ G���� �
���
 �
� �&	���	 �	��
 "��$* �0�
��	��	�
�
�0
��������� ����!
 "#��! <� �!	�$+ !� ������� %�	���  	�� � KC "�HH�$+ �-FP��H�

A�!O�H�D <� �!	� ��� <� G� O�


+ 7����
#
1�0���	 �!	
�	�
 �
� �&	���	 �	��
+ !�
������� %�	���  	�� � K� "�HH�$+ �--P����

A�!O���H�D <� �!	�+ <� G� O�


+ ��� �� O� ��	�	�+ '&	���� ������	
 ��� �
��� ���	�0
���� ��
�������
�
+ $����	�	 "���� ��F "�HH�$+ ��PH��

A�!O�HKD <� �!	� ��� <� G� O�


+ I
 �
#	� ����� �
���
 �
� �&	���	 �	��
+ �����
%�	���5 �������������5 ��� &���������5 /��� + (6�����)��5 "�5 +227*+ �F�P�H�+
;��	�0���	�
��	��	+ I	# B
�1+ �HHK�

A�!O���HKD <� �!	�+ <� G� O�


+ ��� �� O� ��	�	�+ G
#	� �
���
 �
� �!	 �&	���	 �	��
+
!� ����� %�	��� �H "�HHK$+ �F�P�HC�

                          



Section 7.3 Genus Distributions 659

A2�O���FHD �� G� 2��
�+ <� G� O�


+ ��� �� �������+ O	��
 ��
�������
� �
� �#
 ���

	


� ����!
+ !� ������� %�	���  	�� � �C "�HFH$+ ��P�C�

AO�2�F�D <� G� O�


 ��� �� G� 2��
�+ Q�	����!� �
� ���	�����0��
�������
� ��&������


� � ����!+ !� ����� %�	��� �� "�HF�$+ �-KP��-�

AO���H�D <� G� O�


 ��� �� O� ��	�	�+ G
��� 	���	�� �� �	��
0
�����%	� ����!
+ !�
����� %�	��� �K "�HH�$+ �KHP����

AO�7���H�D <� G� O�


+ .� ;� 7�	�� ��� �� O� ��	�	�+ '� �!	 �&	���	 �	��
 
� � ����!+
������ ��� ������������� H "�HH�$+ �K�P�C��

AO��
 �FHD <� G� O�


+ �� �� �
����
+ ���  � ;�  ��1	�+ O	��
 ��
�������
�
 �
�
�
�4�	�
 
� �����	
+ !� ������� %�	���  	�� � �� "�HFH$+ �H�P�-C�

AO� ��HD <� G� O�


 ���  � ;�  ��1	�+ G
��� ������ �� ����	� ����!
 
� ���	�����
+
&��� �8 &����  ��� ��H "�H�H$+ �K�P�K��

AO� �F�D <� G� O�


 ���  � ;�  ��1	�+ %���������� ����� %�	���+ �
&	� ���������
�
+
�--�� 2��
� .����
�+ ;��	�0��
�	�
��	��	+ �HF��

AO� �HKD <� G� O�


 ���  � ;�  ��1	�+ ������%	� ����!
 �
� ���	����� 
�
�	�
+ $���
��	�	 "���� ��� "�HHK$+ ��PFC�

A<�F�D �� �� <��1

�+ �
������ ����	
 �� �	�������
�
 �� ��
�� �!�����	�
+ #��! ��
���������
� �
 � �
�
�
����� ��
��	�+ %����� &�	�� "����  ��� �HH "�HF�$+ �FKPF-��

A7	O	��D <� 7	��

� ��� Q� O	��	�+ �
�	 �	
���
 �
� ��
��	�	 ����
������+ !� &�	��

 ������� &����� CC "�H��$+ �FCP�FH�

A7#7�G	HCD <� Q� 7#�1+ �� O� 7��+ ��� <� G		+ ��
�������
�
 
� �	����� �����!	�
����	0�
�� �
&	����
 
� 
�����	
+ $����	�	 "���� �KC "�HHC$+ ���P��-�

A7#G	H�D <� Q� 7#�1 ��� <� G		+ .���	����
� 
� ����! 	��	�����
+ $����	�	 "����

��K "�HH�$+ ��HP�K��

A7#�!-�D <� Q� 7#�1 ��� �� Q� �!��+  
��� 	��	����� ��
�������
�
 �
� �
�4�	�
 
�
�����	
+ $����	�	 "���� ��F "�--�$+ H�P�-F�

A����HCD �� ���1 ��� �� ���!�+ ����� ����!
 #!

	 �&	���	 ����	� 
� �	��
�
 �
 
����+
$����	�	 "���� �KH "�HHC$+ �FKP�H-�

A��OF�D G� /� ��O	
�!+ �!���  !	
�
+ ����	��	0�	��
� N��&	�
���+ �HF��

A�
FHD :� �
!��+ /� 
�
������
� �
 	��	����� ����!
 �� 
�����	
+ $����	�	 "���� �F
"�HFH$+ ��KP����

A����;!FFD :� O� ����+ �� O� ��	�	�+ ��� /�  � ;!��	+ .���	������ �0�	�� ���	�����


� �
���	�	 ����!
+ ����� &�	�� "����  ��� �-� "�HFF$+ ���P��-�

A��H-D �� O� ��	�	�+ �!���  !	
�
+ ;	
�	�� ���!���� N��&	�
���+ �HH-�

                          



660 Chapter 7 TOPOLOGICAL GRAPH THEORY

A����D O� ����	�+ "�� ����� %�	��	�+ ������	�0E	����+ �H���

A��HKD /� ��
1��+ '� �!	 	���	����
� 
� �
��!	���� 	��	�����
 
� ����	
��� ��
����


� ����	
+ &�� ������������ �� "�HHK$+ �H�P�HF�

A��HHD �� ��!���(+ ����
�����	� ���
 �
� ��
��
 �	�	���	� �� ��&
����
�
+ !� �������

%�	���  	�� � �C "�HHH$+ ���P�C��

A��H-D �� ���!�+ �	��
� ��
�������
�
 
� ����! 	��	�����
 ��� �������� ����	�
+ $����	�	
"���� F� "�HH-$+ K�P�F�

A��H�D �� ���!�+ �	�������
�0�������
� ����
 ���* .��	����� ��
�������
�
 
� ���	�� ���0
���	
 
� ����!
+ !� ������� %�	���  	�� � K� "�HH�$+ �H�P��F�

A��H��D �� ���!�+ �	��
� ��
�������
�
 
� 

�	 
���� ����	�	� ����!
+ $����	�	 "���� FH
"�HH�$+ �F�P�HH�

A��H�D �� ���!�+ '� �!	 ����	� 
� ������� �	��
 	��	�����
 
� ���

� ��� ����!
+

��� !� ������� �� "�HH�$+ ��HP��C�

A��HK�D �� ���!�+ :
���
 �
� �!	 �&	���	 �	��
 
� �!	 &	��	�0����������
� 
� ����!
+
$����	�	 "���� ��� "�HHK$+ ��KP��K�

A��HK�D �� ���!�+ '� �!	 �&	���	 �	��
 
� �!	 ����
� ����!+ !� ����� %�	��� �- "�HHK$+
�P�F�

A��H�D �� ���!�+ '� �!	 (	�

 
� 

�	 �	��
 �
���
����
+ ������ !� "���� �H "�HH�$+
C��PC�-�

A 	--D .� Q�  	
��+ O	��
 ��
�������
� 
� ����	� ����	�
+ $����	�	 "���� ��C "�---$+
��KP�K��

A !FHD ��  !
��

	�+  !	 ����! �	��
 ��
��	� �
 I�0�
���	�	+ !� &��������� �-
"�HFH$+ KCFPK�C�

AS��HD I� Q� S�
��+ Q
# �
 �	�	����	 �!	 ������� �	��
 
� � ����!+ !� �������

%�	���  	�� � �C "�H�H$+ ���P��K�

                          



Section 7.4 Voltage Graphs 661

7.4 VOLTAGE GRAPHS
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EXAMPLE

��7 ��
�	
���*  !	 ������� ���
�
��!�
� >
�!" �
� 2����	 �����"���$ ���
 � �
��
0

�	�� 
� �!	 �	��&	� ����! �
 ��
	�� �� ��� 
��� �� ��� !�
 	&	��� ���� �R
�
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7.4.9 Applications of Voltage Graphs
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7.5 THE GENUS OF A GROUP
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7.6.3 Map Coloring
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7.7 REPRESENTATIVITY
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7.8 TRIANGULATIONS
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7.8.3 Irreducible Triangulations
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Classification and Finiteness in Number
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7.8.5 Rigidity and Flexibility
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DEFINITIONS
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Imbeddings into Other Surfaces
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7.9 GRAPHS AND FINITE GEOMETRIES
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8.1.3 Erdős-Stone Theorem and Its Extensions
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8.1.4 Zarankiewicz Problem and Related Questions
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 �-Free Graphs with Large Minimal Degree
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8.1.6 Circumference
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FACTS ABOUT SMALL SUBGRAPHS
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8.2.4 The Phase Transition
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Throughout the phase transition
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FACTS ON CONNECTIVITY, DIAMETER, MATCHINGS, CYCLES AND PATHS
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8.3 RAMSEY GRAPH THEORY
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8.3.4 Generalized Ramsey Numbers
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8.3.5 Size Ramsey Numbers
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?!!!@ [�?��� ��@ � C_�_? ��/�@���


�): <-�M�0*= L�� ��
 ���� �� %!�� �� !��� ��/��� C8 ���� ����� !� � &������� �
��&� ���� [�?��� ��@ � � �C � ��

REMARK

$�	: ��� ���7!��� ������ %�� &��F�&����� !� <N�03=8 ����/ %!�� � �����/�� &��F�&����
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CONJECTURE

3�: (�-� 3�
5�-���� <N�03= L�� � /���� � �� ����� � ��� ������� ��/��� C8 �����
!� � &������� � > �?C@ ��&� ���� [�?���@ � ���

Bipartite Graphs

L�� ��� &������� �!����!�� /���� 
���8 ����� ������ %��� ���7�� �
 ������8 �� ���
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 ������ ���
(������� <��(�0�=8 ��� ���� ��� ��
�����!&���
 ������

DEFINITION

��+: 4 ���� ������ %!�� � &��������� ��&� ��!�/ � ���� %!�� � ��/�� %!�� �� �������
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 �
����

FACTS


�+: <�L(�,�=8 <��(�,�=8 <��(�0�= L�� � � +8

?��+3@���� � [�?
����
���@ � ?���@����


��: <N�L(�,�= L�� ���!�!7� !���/��� ���� � ��� �8

[�?�
���� �
���@ > ?� G �� �@?� G �� �@

REMARKS
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 � �!�!��� ������ �� ���&!�� 7����� �� �!'� (����
 ������� ��� $��%�8
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 ������� ��� /������ ���!�!�� �� ���� ������� !�
��!�� ����8 ��� ������� !� ���&!�� &���� ������� ��� �����%!�/ &��F�&���� ���� <N�L(�,�=�

CONJECTURE
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����� 3�
5�-���� <N�L(�,�= .�� � ��� � �� ���!�!7� !���/��� %!�� �� �
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Small Order Graphs
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DEFINITION

���: L�� /����� � ��� �8 ��� ���������� ���� ��
��� 	�
��� ��?���@ !� ���
�!�!��� �!'� /���� � �� ����� �?���@ ��&� ���� � �� ?���@�

REMARKS

$��: ����� �����8 %�!&� &�� �� ����� !� <L������=8 /!7�� ��� �!'� (����
 ������ ?��
�����!&��� �!'� (����
 ������@ ��� ��� ��!�� �� /����� %!����� !������� 7���!&�� ��� %!��
���� �� ���� 7���!&��� ����� ������� ���$�� %!�� �� ^ ��� �����!&��� (����
 ��������
��� �������&�� ��� ��� ������� !� ����� ����� ������ ����% ��� �!�/����8 %���� <�-=
���������� <��-�,�=8 <�= ���������� <��,,=8 ��� <-= ���������� <-��0�=8 ��� ��� ��� �!�/��
����!�� <�= ���������� <-��0�=8 <��= ���������� <N�-���=8 <���= ���������� <� -�5���=8
<
�= ���������� <U�-�0*=8 ��� <��= ���������� <5&(�0*=�

$��: 4� A����%!�/B /���� &���������!�/ �� ��� �!'� (����
 ������� ������� ����%
��� �!�/���� !� ����� ������ ����� /����� ��� ���8 !� /������8 ��!6��� ��� ����&�!�� !�
� �������&� �� ��� ����� %!�� ��!� ������� �� ��!� &��� <�= ������ �� <N�,0=8 <�= ������ ��
<N�L(�,�=8 <�= ������ �� <�L(�,�=8 <"= ������ �� <L������=8 <*= ������ �� <-�5!��=8 ���
<+= ������ �� <(���=�

8.3.6 Ramsey Minimal Graphs

DEFINITIONS

���: L�� � ��!� ?���@ �� /�����8 %�?��&@ > �� : � �� ?��&@�� ��� /����� � !�
%�?��&@ ��� ��� ��
��� ���
�� ��� ��� ��!� ?���@�

���: 4 /���� � !� ?���@	
�	�
�� !� � � %�?��&@8 ��� �� ������ ���/���� �� � !�
!� %��

���: ��� (����
 �!�!��� /����� !� %�?��&@ %!�� �� ������� �
 %?��&@�

���: ��� ��!� ?���@ !� ��
�����	*	��� !� ��� ������ �� ���!�������!& /����� !�
%?��&@ !� !�9�!��� O����%!��8 ��� ��!� ?���@ !� ��
����*	����

���: 4 /���� !� ��*(��

����� !� !� !� �	&����&��� ��� ��
 &����� %!�� �%� 7���!&�� !�
!�����������

EXAMPLES

��: L�� ��
 /���� �8 &�����
 � �� ?��
�@8 ��� !� � �� ?��
�@8 ���� � ���� ��7�
� �� � ���/����� -��&�8 %?��'�@ > ���8 ��� ��� ��!� ?��
�@ !� (����
	9�!���

��: O����7� ���� ��
 �	��/�	&����!�/ �� �� ��� &
&�� .� %!�� ��7� &����&��!7� ��/��
%!�� ��� ���� &���� ��&���� �� ��� ���!�
 �� �� ����8 .� �� ?/�� /�@ ��� � ���8 ��� ��
������ ���/���� �� .� %!�� A����%B ?/�� /�@� ����8 ��� ��!� ?/�� /�@ !� (����
	!�9�!��8
��� !� !� ���
 �� ���% ���� %?/�� /�@ > �.� : � �����

FACTS

��X���X�!� ��� (T��� <��(�,�= !�!�!���� ��� (����
	!�9�!�� ��� (����
	9�!�� �!�� �� !�	
7���!/��!��� ���!� %��$ %�� � ������ !� <N�L(���= ��� <N�L(����=8 ��� ����� !� ��!��
�� &������� &����&���!'��!�� �� (����
	9�!�� /����� ��� ��������
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��: ?/�!���!�#� �
� $2��� <��(�,�=@ ��� ��!� ?���@ !� (����
	!�9�!�� !�

?!@ *?�@ � �8

?!!@ � !� ��*	&����&���8 ��

?!!!@ � !� � ������ &����!�!�/ � /	�


��: <N�L(���=8 <N�L(����= .�� � ��� � �� ��������

?!@ ��� ��!� ?���@ !� (����
	!�9�!�� !� �!���� � �� � ��� � &�������� ����
!� ��� � �����

?!!@ �� � ���� ��� ���� ������� %!����� !������� ��/��8 ���� ?���@ !� (����
	
9�!�� !� ��� ���
 !� ��&� �� � ��� � !� � �!�/�� ���� %!�� �� ��� ������
�� ��/���

?!!!@ ����� ��� ���� (����
	9�!�� ��� (����
	!�9�!�� ��!�� �� ���� �������
?���@ %��� � ��� � ��7� !������� ��/���


��: <N�L�,�= L�� � � ���!�!7� !���/�� ��� � �� ���!����
 /����8 ��� ��!� ?���
�@
!� (����
	9�!���


��: <.�0"= �� � !� � ������ ���� !� ��� � ���&�!�/ ��� � &����!�� � &
&��8 ���� ���
��!� ?���@ !� (����
	!�9�!���

REMARKS

$��: O�� &����6���&� �� L�&� �* !� ���� � ���&�!�/ � > �
� !� ��� ���
 /���� ����
&�� �� ��!��� %!�� ��
 /���� � �� 
!��� � (����
	9�!�� ��!��

$��: L�&� �* ���� ���%��� � 6����!�� ����� !� <N�L(��3�= �
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������@ ��� � � �8 !� (����
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 /���� �

���� !� ��� � ���&�!�/�

$��: 4 &������� &����&���!'��!�� �� ��� ��!�� �� ������� ���� ��� (����
	9�!�� !� ���
$��%�8 ��� ��&� ���� !� $��%� ����� ��!�� �� /����� !� /�������

CONJECTURE
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#�� 3�
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8.3.7 Generalizations and Variations
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Graphs
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���� /������ ����� ������ �� ��?���@ ��� 7��!��� /����� � ��� � &�� �� ����� !�
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�(�0�=�

DEFINITIONS

���: ��� �	����� ��
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��� ��?���@ !� ��� ����� ���!�!7� !���/�� � ��&�
���� ����� � !��� � /���� � �� ����� � ��&� ���� ��
 �	��/�	&����!�/ ?(�� ��� N���@ ��
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!���� �� !���&�� &��
 �� � !� (�� �� �� !���&�� &��
 �� � !� N����
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������ ��
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REMARKS

$��: ��� � !����&� �� ��� �!����!�� (����
 ������ �&?���@ %�� 7��!9�� �
 ������
��� (��� <��(�*+= ��� ��� ���� &��&������ ��� ���� ���!& /����� �� �����8 �����8 ���
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Hypergraphs

��� �!�&���!�� �� (����
 �����
 �� ��!� ��!�� ��� ���� �����!&��� �� /�����8 ��� �����

� &���!7��
 �� �	&����!�/� �� /������ -�%�7��8 ��� ��!/!��� (����
 ������� ����!�� ��
�	��!���� �
���/����� �� %����

DEFINITIONS

���: 4 ��
�����
� &���!��� �� � ��� �� 7���!&�� � ��� � ��� �� ��/��8 ��&� �� %�!&�
!� � ������ �� � � 4 �
���/���� !� ���	����
 !� !�� ��/�� ��� ��7� &���!���!�
 ��

���: L�� �	��!���� �
���/����� ?��� ��� � � � � ��@8 ��� ����
�����
� ��
���

	�
��� �
?��� ��� � � � � ��@ !� ��� �������� !���/�� � ��&� ���� !� ��� �	���� �� � ��� ��
����� � ��� &������ %!�� � &�����8 ����� %!�� �� ��� ���� & �� !�������!& &��
 �� �� !�
&���� &�

FACT


��: ?�- ��. $��#"#�"�,��# <5&(�0�=@ ��?"� "@ > ��

REMARKS

$�): ��� ���
 &����!&�� �
���/���� (����
 ������ $��%� !� ��?"� "@�

                          



854 Chapter 8 ANALYTIC GRAPH THEORY

$�+: L�&� �+ ��
� ���� !� ��� ��!���� �� � ��� %!�� �� �������� ��� �	&������8 ���� �����
%!�� �� � ��� �� ����� " %!�� ��� �� !�� ������� �� ����� � ��7!�/ ��� ���� &����8 ��� !� !�
��� ���� ��� ��� &����!�/� �� ��� ��!���� �� � ��� %!�� �� ���������

References

<N���= S� N�&$8 O� �!'� (����
 ������ �� �����8 �����8 ��� &!�&�!��8 �8 ��  
��� ���	
�
, ?�0��@8 ��*W��0�

<N�03= S� N�&$8 O� �!'� (����
 ������ �� �����8 ����� ��� &!�&�!��8 ��8 ����������
 	$
4��
�� ���	
�8 ?P� (T���8 S� ��X���X�!� ����@8 ���	
����
 �	����� * ?�003@8 �"W"*�

<N�-���= (� N��'� ��� -� -�������8 ��� (����
 ������ �?
	���

@8 ��� �30W��+ !�
��� ���	
� ��� ���������	�
 	$  
���
 ?�� ���������8 U� 4��7!8 Q� .� ������!��8
.� .���!�$	L�����8 ��� Q� (� .!&$8 ����@8 E!��
8 �0���

<N���,�= S� 4� N���
 ��� 
� ���T��8 (����
 ������� ��� &
&��� !� /�����8 �� �	�����
���	
� ��
� � �" ?�0,�@8 "+W*"�

<N�0�= �� N�!�$���8 4�� (����
 ������� �?
�� �@ ��� &����&��� /����� �� ����� , ���
�8 �	����� "
	�� ��� �	��� , ?�00�@8 ��0W�"3�

<N�N�-�0�= �� N�����8 �� N�!�$���8 ��� �� -������8 4�� (����
 ������� �?
�� �@
��� &����&��� /����� �� ����� 08 �����
	��� �� �	����� * ?�00�@�

<N�,"= �� 4� N���8 �������!'�� (����
 �����
 ��� /����� W � ���7�
8  
���
 ��� �	�!
�����	
��
 ?(� N��! ��� L� -����
 ����@8 ���!�/�� .�5 "3+8 N���!� ?�0,"@8 *�W,*�

<N�,0= �� 4� N���8 4 ���7�
 �� ���&������� (����
 �����
 ��� /�����8 ���� 6� B�
����� ��� ��� ?�0,0@8 *�W,*�

<N���= �� 4� N���8 (����
 ������� !�7��7!�/ /����� %!�� ���/ ��������� �����8 ��
�	��	� ����� �	�� A AC ?�0��@8 "3*W"���

<N���,*= �� 4� N���8 
� ������8 O� ��� ��/�!���� �� /������!'�� (����
 ������� ���
/�����8 0�D���� ��� #����� ���
8 �8 �	��	1� ����� �	�� �2��	
 �	���� �3 ?�0,*@8 ��*W
�"3�

<N���,+= �� 4� N���8 
� ���T��8 � ������ (����
 �����
 ��� /�����8 &������
 ����� 0
?�0,+@8 �",W�*��

<N�����= �� 4� N��� ��� 
� ���T��8 �������!'��!��� �� � (����
	�������!& ������ ��
��7�����8 ��  
��� ���	
� , ?�0��@8 �0W*��

<N�L(�,�= �� 4� N���8 
� ���T��8 (� S� L������8 �� �� (�������8 ��� (� -� �&����8
(����
 �!�!��� /����� ��� ����!��� &��!��8 6���
�� ����� ;����
��� 0����� �����
�� ?�0,�@8 ��,W�0*�

<N�L(��3�= �� 4� N���8 
� ���T��8 (� S� L������8 �� �� (�������8 ��� (� -� �&����8 4�
� ������ ������� !� /������!'�� (����
 �����
8 �

 �	����� �3 ?�0�3@8 �0�W�3��

                          



Section 8.3 Ramsey Graph Theory 855

<N�L(��3�= �� 4� N���8 
� ���T��8 (� S� L������8 �� �� (�������8 ��� (� -� �&����8
(����
 �!�!��� /����� ��� ��� ��!� ����8 &����&��� /����8 ������ ���� ����� ���!
��
� �* ?�0�3@8 �+*W�,��

<N�L(���= �� 4� N���8 
� ���T��8 (� S� L������8 �� �� (�������8 ��� (� -� �&����8
(����
 �!�!��� /����� ��� ����	�������8 ��
�
��� ����� �� ?�0��@8 ��,W��,�

<N�L(����= �� 4� N���8 
� ���T��8 (� S� L������8 �� �� (�������8 ��� (� -� �&����8
(����
 �!�!��� /����� ��� �������8 ��
�
��� ����� �� ?�0��@8 ��W���

<N�L(����= �� 4� N���8 
� ���T��8 (� S� L������8 �� �� (�������8 ��� (� -� �&����8
(����
 ������� ��� ��� ��!� ������ /����	���� �� &
&��8 �
��
� ���
� ����� �	��
�+0 ?�0��@8 *3�W*���

<N�L�,�= �� 4� N���8 
� ���T��8 (� S� L������8 ��� (� -� �&����8 4 &���� �� (����
	9�!��
/�����8 �	��
� 6���
� ``� ?�0,�@8 �,�W��3�

<N�L�0�= �� 4� N��� ��� (� S� L������8 O� /����� � ��� %�!&� ��� ���/� ����� ��� �	/���8
 
���
 �	����� 0 ?�00�@8 �3*W����

<N(�,�= �� 4� N��� ��� S� 4� (������8 O� (����
 ������� ��� �����8 &������
 ����� "
?�0,�@8 ��,W��3�

<���&0�= �� ���� ��� (� -� �&����8 ������ %!�� �!�����
 ������� (����
 �������8
�� �	����� ���	
� ��
� � +*8 ���W�"0�

<������= L� (� M� ����/ ��� �� 5� ��!������8 4 ���7�
 �� ������ ��� &����!&�� (����

�������8 ��  
��� ���	
� , ?�0��@8 �*W���

<��,,= P� ��7�����8 ����	&������� /���� (����
 �������8 ��  
��� ���	
� , ?�0,,@8
0��

<��-�,�= P� ��7����� ��� L� -����
8 �������!'�� (����
 �����
 ��� /�����8 ����� ���
�
����� �	�� ,� ?�0,�@8 "��W"�+�

<�(����= P� ��7�����8 P� (����8 �� �'�������!8 E� �� �������8 ��� (����
 ������ �� �
���� %!�� ������� �� !��� ��/���8 �� �	����� ���	
�� � �" 8 ��0W�"��

<��,,= 5� ����&
8 ���� ����� (����
 �������8 ��  
��� ���	
� � ?�0,,@8 �0W0��

<��(�*+= 
� ������ ��� (� (���8 4 ����!�!�� &��&���� !� ��� �����
8 ����� ���
� �����
�	�� +� ?�0*+@8 "�,W"�0�

<�L(�,�= 
� ������8 (� S� L������8 �� �� (�������8 (� -� �&����8 ��� �!'� (����
 ���	
���8 � ��% &��&��� !� /������!'�� (����
 �����
8 "�
�	���� ����������� �����
���
0 ?�0,�@8 �"*W�+��

<�L(�,��= 
� ������8 (� S� L������8 �� �� (�������8 (� -� �&����8 O� &
&��	&�������
/���� (����
 �������8 ��  
��� ���	
� � ?�0,�@8 *�W+"�

<�L(��*= 
� ���T��8 (� S� L������8 �� �� (�������8 ��� (� -� �&����8 5���!����!��
/����W������ /���� (����
 �������8 �����
���
��� * ?�0�*@8 ���W����

                          



856 Chapter 8 ANALYTIC GRAPH THEORY

<��(�0�= 
� ������ ��� �� �� (�������8 ��� �!'� (����
 ������ �� � &������� �!���!��
/����8 ��
�
��� ����� ��� ?�00�@8 �*0W�+��

<���'�*= 
� ������ ��� �� �'�$����8 4 &���!�����!�� ������� !� /������
8 �	��	
���	
����� � ?�0�*@8 "+�W",3�

<� �0�= �� � ��8 4���
!�/ ���!�!'��!�� ��/��!��� �� (����
 ��������8 ��� �,*W�,0 !�
 
��� ���	
�� �	������	
��
� ���	
����
� ��� ���������	�
 ?U� 4��7! ���@8 ��458
�0�0�

<� �0�= �� � ��8 4 ��%�� ����� ��� �?*� *@8 ��  
��� ���	
� �� ?�0�0@8 0,W0��

<� 0�= �� � ��8 4�����&�����: O� ��� (����
 ������� �?"� +@� �?*� +@ ��� �?�� ��@8
�

 �	������	
�� �* ?�00�@8 �*�

<� 3�= �� � ��8 ���� ����!&��!��� �� 6�	/����� !� /���� �����
8 
����!�� ?�33�@�

<� -�5���= �� � ��8 -� -�������8 ��� �� 5��/�����8 ��� (����
 ������ �� 
	

7����� 

 � 	8 �

 �	����� �*4 ?�0��@8 ?
��&� ���7���� N�!�!�� ����!�����!��
�����@8 �,,W��+�

<L�(��&0�= (� S� L������8 �� �� (������� ��� (� -� �&����8 4 /��� !��� !� (����

�����
8 ��� ��3W��0 !�  
��� ���	
�� �	������	
��
� ���	
����
� ��� ���������	�
8
��&� ������� 4���� 5����8 �00��

<L�(���0�= (� S� L������8 �� �� (�������8 ��� S� �������8 �
&�� 	 ���$ (����

�������8 �

 �	������	
�� �� ?�00�@8 ��0W�"��

<L��&,"= (� S� L������ ��� (� -� �&����8 4�� (����
 ������� ��� &
&��� !� /�����8
��
�
��� ����� � ?�0,"@8 ���W��0�

<L��&,�= (� S� L������ ��� (� -� �&����8 ���� &����&��� (����
 �������8 ��  
���
���	
� � ?�0,�@8 ��0W����

<L��&�&= (� S� L������8 4� �&������8 ��� �� �&�!����
��8 ��� (����
 ������ �?.�� .��

.�@8 �� ������ !�  
���
 ��� �	������	
��
�

<L�(��&�3= (� S� L������8 �� �� (������� ��� (� -� �&����8 4�� ��!��/��	/���� (����

������� ��� &����&��� /����� �� ����� �! 8 ��  
��� ���	
� " ?�0�3@8 �0�W�33�

<L�(��&��= (� S� L������8 �� �� (������� ��� (� -� �&����8 ����� ����� /����	����
(����
 �������8 ��
�
��� ����� ,� ?�0��@8 ��0W��,�

<L������= (� S� L������ ��� S� �������8 �!'� (����
 ������� ��� �����	����� /�����8
��  
��� ���	
� , ?�0��@8 *�W**�

<L������= (� S� L������ ��� S� �������8 �!'� (����
 ������� !�7��7!�/ �����8 ��
�
���
����� "+ ?�0��@8 �*�W�*,�

<���
+,= .� ������&��� ��� 4� �
������8 O� (����
	�
�� ��������8 ���� &��'� ����
������
� �-	�'-	
 ����� ����� �3 ?�0+,@8 �+,W�,3�

                          



Section 8.3 Ramsey Graph Theory 857

<��(��,= (� .� ������ ��� P� (T���8 ������� !� (����
 �����
8 ��
'��
 �� �	���!
���	
��
 ?�� E�!������ ���@8 �����!�/� 2�!7���!�
 
����8 �0�,�

<��(���03= (� .� ������8 N� .� (����&�!��8 ��� S� -� ����&��8 4��
�� ���	
�8 S���
E!��
 a ����8 �003�

<��U�+�= S� �� ���7�� ��� S� U�&$��8 ���� /���� �������!& ������� ����&!���� %!��
(����
1� �������8 �� �	����� ���	
� " ?�0+�@8 ��*W�,*�

<����**= (� �� �����%��� ��� 4� 5� �������8 ����!�����!�� �����!��� ��� &������!&
/�����8 ������ �� ����� , ?�0**@8 �W,�

<��(���= �� ��!������ ��� �� (������8 O� ��� (����
 ������� �?�� �@ ��� �?�� 0@8 ��
�	����� ���	
�� ��
� � �� ?�0��@8 �,W*��

<-�5!��= L� -����
 ��� #� 5!����8 �������!'�� (����
 �����
 P���: ��� �!'� (����

������ �� ����� /�����8 ��� �,�W��� !� ������
 �� "�
� ����������
 ! �	 ��� ���!
	
� 	$ "��� ��
2�� ?
� ���T��8 .� 4�����8 �� -�����'8 ��� 4� ����$T�'
8 ����@8 N!�$��T����8
�0���

<-�
�,"= L� -����
 ��� �� 
�!��8 �������!'�� (����
 �����
 ��� /�����8 �P: ���
(����
 ����!��!&!�
 �� � /����8 6��E	
�
 " ?�0,"@8 �+�W�,��

<- M�0*= 
� �� -� ���8 ��� U� M���
�$�%�8 ��� �!'�	(����
 ������ �� �����8 0

��� ��
����� �0 ?�00*@8 �+�W�,"�

<-��,= �� (� �� -����
8 ��� �!�/���� (����
 ������� ��� /����� %!�� ��7�� ��/��8
&������
 ����� �� ?�0�,@8 ��W�"�

<-��0�= �� -����
8 (����
 ������� ��� /����� %!�� 97� 7���!&��8 ��  
��� ���	
� ��
?�0�0@8 �"*W�"��

<-��0�= �� -����
8 ��� (����
 ������� �?
� G 
�@ ��� �?
� G .	�
	@8 &������

����� �* ?�0�0@8 "3W*"�

<-�#�0�= U� (� -���/ ��� M� 5� #���/8 4� ����� ����� ������� ��� �%� &���� &����!&��
(����
 �������8 �� �	����� ����� �	����� �	��� �� ?�00�@8 �",W�*3�

<M�+*= S� �� M���;�!�&�8 �������&�!�� �� ���&!�� ��/�	&������!& /�����8 ��������
����� ����� � ?�0+*@8 *,*W*�"�

<M�++= S� �� M���;�!�&�8 �������!& /����� ��� (����
1� �������8 "���� ���
�
 2�!	
7���!�
 �� E�������8 ?�0++@�

<M�+"= �� M���
8 O� � ������� �� (����
 ?-��/��!��@8 ����������� ���	� �* ?�0+"@8
�3"W��"�

<M!0*= S� -� M!�8 ��� (����
 ������ �?�� �@ ��� ����� �� ��/�!���� ��� ��/ �8 4���	�
��
����
�
 ��� ���	
����
 , ?�00*@8 �,�W�3,�

<M�
�(�0�= U� M���
�$�%�8 -� S� 
�T����8 ���� P� (T���8 ����&�� (����
 �������8
�	������	
��� �� ?�00�@8 �,�W"3"�

                          



858 Chapter 8 ANALYTIC GRAPH THEORY

<.�0"= �� .�&'�$8 O� (����
 �!�!��� /�����8 �����
	�� �� �	����� � ?�00"@�

<.�00= �� .�&'�$8 �?.�� .�� .�@ � ?" G +?�@@�8 �� �	����� ���	
�� ��
� � ,* ?�000@8
�,"W��,�

<5�0"= S� 5�&$�
8 ����!�����!�� �����!��8 "���� ���
�
8 2�!7���!�
 �� -�%�!!8 �00"�

<5&(�0�= N� Q� 5&M�
 ��� �� 
� (��'!�'�%�$!8 ��� 9��� &����!&�� (����
 ������ ���
�
���/����� !� &�������8 ��� �3"W�3� !� "
	�� 	$ ��� ���	�� ������ ���!�0��
����	
��� 	� ��
�
��� ���	
����
 �OQ410�8 ��� L���&!�&�8 �00��

<5&(�0*= N� Q� 5&M�
 ��� �� 
� (��'!�'�%�$!8 �?"� *@ > �*8 ��  
��� ���	
� �0
?�00*@8 �30W����

<5&(�0,= N� Q� 5&M�
 ��� �� 
� (��'!�'�%�$!8 ���/����� &����!�/ !����!�!�� ���
(����
 �������8 �� �	����� ���	
�� ��
� � +0 ?�00,@8 �0�W�30�

<5&#�0�= N� Q� 5&M�
 ��� M� 5� #���/8 ��� 7���� �� ��� (����
 ������ �?�� �@8 ��
 
��� ���	
� �+ ?�00�@8 00W�3*�

<��0+= S� ��X���X�!�8 (����
 �����
8 ������� �* !� �����		� 	$ �	������	
��
� 00 ?(� .�
������8 5� ������&���8 ��� .� .�7���' ����@8 5�� 
����8 ?�00+@8 ����W�"3��

<��(�,�= S� ��X���X�!� ��� P� (T���8 ��� ����&���� �� &�!�!&�� /�����8 ����� ����� �����
���� �����
� �� ?�0,�@8 �0*W�33�

<�!3��= P� �!$!����78 ��� &
&��	&������� /���� (����
 �������8 �����!���

<
�,�= �� Q� 
������8 (����
 /���� �����
8 ��� �+�W��" !� �������� �	���
 ��  
���
���	
�8 ?.� E� N�!��$� ��� (� S� E!���� ����@8 4&����!& 
����8 �0,��

<(�3�= �� 
� (��!'!�'�%�$!8 ����� (����
 �������8 �����
	��� �� �	����� Q
���!&
���7�
� ?�33�@�

<(�M���= �� 
� (��!'!�'�%�$! ��� Q� .� M�����8 ����&� ��/��!���� ��� (����
 /�����
�
 ��!�� �� /���� ���!��8 ��  
��� ���	
� �� ?�0��@8 *0W,��

<(���3= L� 
� (����
8 O� � ������� �� ������ ��/!&8 "
	�� �	��	� ����� �	�� %A, �3
?�0�3@8 �+"W��+�

<(�,�= P� (T���8 ��� �!����!�� �� � /���� ��� /������!'�� (����
 ��������8 ����!�8
������� 2�!7�8 
����8 �0,��

<(���0+= P� (T��� ��� (� ������8 4����/���!�!�
 ��� &�!6�� ����!7!�!���8 ��� ��+W��0
!� ��� ����������
 	$ "��� �
�:	
 �� ?(� .� ������ ��� S� ��X���X�!� ����@8 ���!�/��	
P����/8 �00+�

<(�,��= P� (����8 O� � (����
 �
�� ������� �� S� 4� N���
 ��� 
� ���T��8 �8 �� �	�����
���	
�� ��
� � �* ?�0,�@8 0"W�3"�

<(�,��= P� (����8 O� � (����
 �
�� ������� �� S� 4� N���
 ��� 
� ���T��8 ��8 ��
�	����� ���	
�� ��
� � �* ?�0,�@8 �3*W��3�

                          



Section 8.3 Ramsey Graph Theory 859

<(���= �� �� (������� ��� S� �������8 �!'� (����
 ������� ��� &����!� �!����!��
/�����8 �����!���

<(�U�0�= 
� (�%�!���� ��� U� U��/8 O� ��� ��!�� (����
 ������� �� /����� %!�� 97�
��/��8 �	����� ����� �	����� �	��� �� ?�00�@8 ���W����

<����= S� N� �������8 4 ���� �� ��� !���������&� ������ �� � ��!��/�� ����	/����8
��
�
��� ���� "+ ?�0��@8 ��W�,�

<��,�= Q� 
� ������8 ��� &����&��� (����
 ������8 ��
�
��� ����� �� ?�0,�@8 "0W**�

<����= 4� ��������8 4� ����� ����� ��� ���� (����
 �������8 ��  
��� ���	
� ��
?�0��@8 *30W*�,�

<U�-�0*= U� U�������/ ��� �� (� �� -����
8 ��� (����
 ������ �?
�G.	�

� 	@8
��  
��� ���	
� �0 ?�00*@8 ��W�*�

                          



860 Chapter 8 ANALYTIC GRAPH THEORY

8.4 THE PROBABILISTIC METHOD
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8.4.3 The Lovász Local Lemma
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Self-Centered Graphs
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The Center of a Strong Digraph
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9.2 DOMINATION IN GRAPHS
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Applications of Domination
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9.2.3 Bounds on the Domination Number
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9.2.5 Domination in Planar Graphs
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9.3 TOLERANCE GRAPHS
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Competition Graphs

DEFINITION

���3 A
� #  
 � �
����� �
�� *
��
1%�
� ���� � � � � ��� ��� ���%�
� 2� 4�� 
��� �
 � 2&
�
���
 
�� 	������  ' 4"�
# 5 �� � � �"�
� �# � 2�& ��� �
� � 5 �4"��#� � � � � 4"��#��
��
 �	
������	� �
��� 	� " 
� ��
 
��
��
��
�� ����� T"�#� ( ����� � 
� � �	
�

������	� �
��� 
� ��
�
 
1
��� � �
����� # �$�� ���� � �5 T"�# �
�� � ��
 ���
�' ��
�$�%�
�� �� *
��
�
� �� #�

EXAMPLE

��3 4
�$�
 ����� ����� � �
����� # ��� 
�� ����
�
�
�� ����� ��

Figure 9.3.3 ( ���
��� # �	� ��� 
���������	 �
��� ��

REMARK

��3 E���
�
�
�� ������ �
�
 ���
����' 
�����$�
�  ' E��
� 
� +E�;=. ��
�
 ��
 �
%
����� ��� ��
 ���� �
 �� ���$� �� ��
����� ��� ��
' ��
�

� 
� �� 
���'��
�� B� ��
�
����
1�& ��
 �
����� # 
� $�$���' ��'��
�� �� 
��� 
� +��;=. ����� ���� ���
� ���
��
� �$Æ�

�� �$� 
� �� 
�����
� *
��
�
� �� � �����& ��
 �
�$��
�� ����� 
� ��
 ����
�
%
�
�� ����� �� �� ��'��
� �
������ ��
 �����
�� �$� 
� �� 
�����
� *
��
�
� �
/$
�
� ��
�� ��
� 
� ����
� ��
 �	
������	� ��
��
 �� ��
 ����� ��� ��
� �����
�
� ���  

�

1�
��
*
�' ��$�

�� "�

 A$=�& L
���# ��
 ������
�� �
�$��� �
*
 � �����
 �� �������
�%

2��
��� �� ����
�
�
�� ������ ���� ��
 
��
���� �� ��
 ������� �

 +������. ��� ���'
���
���

FACTS

��&3 +	$,�=�& A$��=�. ( ����� � 
� ��
 ����
�
�
�� ����� �� ���
 ��'��
� �
�����

� ��� ���' 
� ��
 *
��
1%�
� �� � ���  
 �� 
�
� � "�# 5 ���� � � � � ��� �$�� ���� ��
�
 
�
�� 
��
 ��
/$
 ��*
� �� �& ���� � � � � �
�& ���� ���
�0
� �
 � �� � � 5 /�

���3 +	$,�=�. ( ����� � 
� ��
 ����
�
�
�� ����� �� �� �� 
����' �
����� 
� ��� ���'

� 3"�# � �� "�#��

���3 +	$,�=�. ( ����� � 
� ��
 ����
�
�
�� ����� �� � �����
�� �
����� 
� ��� ���'

� ��
 *
��
1 �
� �� � ���  
 �� 
�
� �� � "�# 5 ���� � � � � ���& ��� � ��� �� 
��
 ��
/$

��*
� ���� � � � � �
� �$�� ���� �
 � �� 
���

� � �5 /�

���3 +�$�=. ( ����� � �
�� �� "�#� � � 
� ��
 ����
�
�
�� ����� �� � ���
����
��
�
����� 
� ��� ���' 
� � ��� �� 
��
 ��
/$
 ��*
� ���� � � � � �
� �
�� � �����% �� ��������

��&������������ "
�
�& ��
�
 
1
��� �
 � �
& � 5 �� �� � � � � �& �$�� ���� ��� ��� � � � � �
 ��
 ���
�
��
���#�

                          



914 Chapter 9 GRAPHICAL MEASUREMENT

9.3.2 Tolerance
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Tolerance and Competition graphs
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9.4 BANDWIDTH
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INTERCONNECTION NETWORKS
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�&� ��� �� "�#� ��� ��' ������

��!3 +E�6�E���=�. ��
�
 
� � ���
�
*
 �������� &� �$�� ���� ��� "�#��&� ��� �� "�#� �
,"�# 7,"�# ��� ������ ��� �������

��%3 +4$C
-�. A
� '"�# 5 ��1�,"�# 7 ,"�# 3 � �� �%*
��
1 ������� ��
� �� �
�"� 7 �

�
�# ���

�
�� � '"�# � ��� � ���

�
�7 ;"����#�

Other Bounds

FACTS

��&3 +E�	
�
L�;�. A
� �  
 � ����� ��� �
  
 
�� ��� ���
�� ��
� ,"�
# � �,"�#�

���3 +E�=-%�. 4�� ����� �& ,"�# � �� "�#� � � 
� ��� ���' 
� � �����
�� � ���

���3 +E�=-%�. A
� �  
 � ����� �$�� ���� �"�� 
# � � ��� 
*
�' ��
� �� *
��
�
� �� 
�
��
� ,"�# 5 �� "�#� � � 
� ��� ���' 
� 
*
�' ������
�� �� � 
� � *
��
1& � ����& �� �
���
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9.4.4 On the Bandwidth of Combinations of Graphs

��� �� ���
 ������ ���  
 ��� 
�
� 
� � *��

�' �� ��'� �� ���� � �
� �����&
��� 
�������
�� � �$� ��
  ����
��� �� ��
 �
� ����� ���
� ���  
 ��
��
� ���� ��

 ����
���� �� ��
 ��
�
��� �������

Cartesian Product

DEFINITION

��!3 ��
  �
������ �
	���� �� ������ � ��� �& �
���
� � � �& 
� ��
 �����
��
�
 � "���# 5 � "�#� � "�# ��� "��� ��#"��� ��# � $"���# 
� ��� ���' 
� 

��
�
"
# �� 5 �� ��� ���� � $"�# �� "

# �� 5 �� ��� ���� � $"�#�

FACTS

���3 +E�;�& E�	
�
L�;�. 4�� ������ � ��� �&

,"���# � �
���� "�#�,"�#� �� "�#�,"�#��

���3 +E�;�. 4�� ����� �� ��� ��& ��
�
 ��1����� � �& ,"�� � ��# 5 �
�������

���3 B� � � � ��� � � �& ��
� ,"�� � ��# 5 �
��������

EXAMPLE

��3 4
�$�
 ����@ ����� �  ����
��� �$� 
�
�� �� �� � �
 ��
��&  ' 4��� ��& ���
 ����
��� @�

Figure 9.4.6 ( )�	�+���� 	��)�
�	� �� �� � �
�

Sum of Two Graphs

DEFINITION

��%3 ��
 ��
 �� ������ � ��� �& �
���
� � 7�& 
� ��
 ����� �
�� � "� 7�# 5
� "�# � � "�# ��� $"�7�# 5 $"�# �$"�# � ��� 3 � � � "�# ��� � � � "�#��

FACTS

���3 +A
C
C���. A
� � ��� �  
 ������ �$�� ���� �� "�#� � �� "�#� ��� ,"�# 5
��� "�#����� ��
� ,"� 7�# 5 ��� "�#����7 �� "�#� � ��
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�� 3 +A
C
C���. A
� � ��� �  
 ������ �$�� ���� �� "�#� � �� "�#� ��� ,"�# 0
��� "�#����� ��
� �� "�#���7�� "�#��� � ,"�7�# � �
��,"�#7�� "�#����1�,"�#
7�� "�#�� ��� "�#����7 �� "�#� � ����

��!3 +A
C
C���. 4�� ����� �� ��� �� �
�� � � �& ,"�� 7 ��# 5 ����� 7� � ��

��%3 +A
C
C���. 4�� �'��
� �� ��� �� �
�� � � �&

,"�� 7 ��# 5

�
����� 7� � � 
� � � �
� 
� � � � ��� � 5 �
@ 
� � 5 � 5 �

EXAMPLE

��3 4
�$�
 ����; ����� �  ����
��� �$� 
�
�� �� �� 7 �� ��
��&  ' 4��� ��& ���
 ����
��� ��

Figure 9.4.7 ( )�	�+���� 	��)�
�	� �� �� 7���

Corona and Composition

DEFINITIONS

��&3 ��
 �	
	�� �� ������ � ��� �& �
���
� � Æ�& 
� ��
 ����� ������$��
� ����
��
 ���' �� � ��� �� "�#� ���

� ���& ��
 �����
��
� �
�� 
��� *
��
1 �� �� B� � � � "�#
��� �� 
� ��
 ���' �� � �����
��
� �
�� �& ��
�
 ��
 ��
 ���
�
���� 
��
� �� ��� 
*
�'
� � � "��#�

���3 ��
 �	
�	����	� �� ������ � ��� �& �
���
� �"�#& 
� ��
 ����� ��
�

� "�"�## 5 � "�# � � "�# ��� "��� ��#"��� ��# � $"�"�## 
� ��� ���' 
� 

��
� "
#
���� � $"�# �� "

# �� 5 �� ��� ���� � $"�#�

FACTS

��&3 +E�=-% . 4�� ������ � ��� �& ,"� Æ�# � ,"�#"�� "�#�7 �#& ��� ��
�  �$��

� ������

���3 +E�=-% . 4�� ������ � ��� �& ,"�"�## � ","�#7�#�� "�#���& ��� ��
�  �$��

� ������
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Strong Product and Tensor Product

DEFINITIONS

���3 ��
 ��
	�� �
	���� �� ������ � ��� �& �
���
� �"��#�#& 
� ��
 ����� �
��
� "�"��#�# 5 � "�# � � "�# ��� "��� ��#"��� ��# � $"�"��#�# 
� ��� ���' 
� 

��
�
���� � $"�# ��� ���� � $"�# �� �� 5 �� ��� ���� � $"�# �� �� 5 �� ��� ���� �
$"�#�

���3 ��
 ����	
 �
	���� �� ������ � ��� �& �
���
� �"��#�#& 
� ��
 ����� �
��
� "�"��#�# 5 � "�# � � "�# ��� "��� ��#"��� ��# � $"�"��#�# 
� ��� ���' 
� ���� �
$"�# ��� ���� � $"�#�

FACTS

���3 +A�C
��. "�# B� � � � � �& ,"��"��#��# 5 �7 ��

" # B� � � � ��� � � �& ,"��"��#��# 5

�
�7 � 
� � � �����7 �
��7 � ���
��
�


"�# B� � � �& ,"��"��#��# 5 ��7 ��

���3 +A�C
�;% .

,"��"��#��# 5

�
�7 � 
� � � � � � ��� ��� 
*
�
�
���7 �� ��7 �� 
� � ���& � 
*
�
��7 � 
� � � � � � ��� ��� ���

9.4.5 Bandwidth and Its Relationship to Other Invariants

���'  �$��� ���  ����
��� 
� �
��� �� ���
� �����
��� 
�*��
���� ��*
  

� ��$���
�
*
��� ��
 �
��
� 
� ��
 ��
*
�$��' �
��
��
� �$�*
' ���
�� ��� 
� +,�	$=�& ,�	$��.�

��������� ����$���$� ��
� �$ �
��
��& � 
� � ����� �
�� � 5 � "�#& $ 5 $"�#&
, 5 ,"�#& Æ��� 5 Æ���"�#& ��� Æ��� 5 Æ���"�#�

Vertex Degree

DEFINITION

���3 ��
 ���
�� �������� �� ����� � 
� � �
��
�� �� ��
 �
��

� �� ��
 *
��
�
� ��
�& $�$���' 
� �������
� ���
��

FACTS

���3 +E�;-. B� ��
 ����� � ��� ��
 �
��

 �
/$
��
 �� � �� � � � � � ��& ��
�
, � ��1���� � �"/ � �#���� ������ �
��
�� / 5 � '

��� , � Æ����

���3 +E�E�	
�
=�. B� � �����
�� �� ���

� �� ��& , � �"�Æ��� � �#����
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EXAMPLE

� 3 ��� ������ ���� ���� 4��� �� 
� ����� ��
 ��
 �%�
�
��
���� �'�
��$ 
 9� ���
��
 ����� ����� �
�� ��
  ����
��� �$� 
�
�� ����� 
� 4
�$�
 ����=� ,��� 
1����
�
��*
 �� ��& Æ��� 5 �& ���  ����
��� , 5 �"�"�#� �#��� 5 ��

Figure 9.4.8 5�	�+���� 	��)�
�	� �� � �
��� +��� 	� ��� Æ��� 5 �� , 5 ��

Number of Vertices and Edges for Arbitrary Graphs

FACTS

���3 +	$,�=�. , � "�$�7 �#���

�� 3 +,�	$=�. , �
�
��� � � ���

"��� � � �#� � =�$�
�
���

��!3 +A�C
�;%�. B� � 
� ����
��
�& ��
� , � �� � � �& ��
�
 � 
� ��
 ����
�� 
��
�
�
�$�� ���� �"� � �# � �� �"�� � � �# � ��$�& ��� ��
  �$�� 
� ������

��%3 +	$,�=�. B� , � �� ���& ��
� �$� � �� �"�� � � �#�+�"�� � � ,#.�

��&3 +	$,�=�. B� , � �� ���& ��
� �$� � "���� ���� � �# +�� ��"�� � � �#.����� �����

���3 +(�A
��6���. A
� , 5 �"�� <#�� �� �
�� - 5 < 5 �� ��
� ��
�
 ��
 ���
�
*
 ���%
������ &� "��
�� �
�
��� �� <# ��� &� �$�� ���� &��� ��< � �"�� �� ,# � &�"��� "��<#�� ��<
��
�
 �"�� �� ,# 
� ��
 �
�
�$� ����
 �
 �$� 
� �� 
��
� 
� � ����� �
�� �� � *
��
�
�
���  ����
��� ,�

Number of Vertices and Edges for Graphs with no ��

FACTS

���3 +E���=�. A
� �"��,#  
 ��
 ��1
�$� �$� 
� �� 
��
� ���� �� �%*
��
1 �����
��*
�� �� �� ���  ����
��� �� ���� , ��� ��*
� ��
�

�
���

�
�
�, � �"��,# �

��
	
�

��
�,�

���3 +,�E�	$4
J
--. A
� �  
 �  
����
�
 ����� �
�� ����
�
 �
� �
2
� � ��� �&
� � �&  ����
��� ,& ��� "�����7�#, � � � "�7�#,��� ��
� �$� � ��,����
� 7 �"� 7 �#�,� 7 �"� 7 �#�,�& ��� ��
�  �$�� 
� ������
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���3 +,�E�	$4
J
--. A
� �  
 �  
����
�
 ����� �
�� ����
�
 �
� �
2
� � ��� �&
� � � 5 "� 7 �#, 7 �=,� ��
�
 = 
� � 01
� �������� �$�� ���� - � = 5 �& ���
, � "�7 �7 ������ � ���#�"�� =#� ��
� �$� � ��, � �����"�� � ������ � �#& ���
��
�  �$�� 
� ������

Radius and Diameter

DEFINITIONS

���3 ��
 
����� �� ����� �& �
���
� 	
�"�#& 
� ��
 �����
�� �$� 
� 	 �$�� ����
��
�
 
� � *
��
1 � �� � �
�� �
�����
 �� ���� 	 ���� 
*
�' ���
� *
��
1 �� ��

���3 ��
 ���
���
 �� ����� �& �
���
� ��
�"�#& 
� ��
 ��1
�$��
�����
  
��

�
��' ��� *
��
�
� �� ��

FACTS

���3 +E�E�	
�
=�. 4�� ��' ����� �& , � Æ���"Æ��� � �#	��������

���3 +E�;-& E�	
�
L�;�. 4�� ��' ����� �& �"�� � � �#���
�"�#� � , � �� � �
��
�"�#�

�� 3 +E��
=�. 4�� ��' ����� �& , � ��1�"�� "��#� � �#���
�"��#� ��
�
 ��
 ��1
%
�$� 
� ��)
� �*
� ��� ����
��
� �$ ������ �� �� � ���� ��*
 �� �
��� ��� *
��
�
��

REMARK

� 3 ����� ��� �'��
� ���

*
 ��
 ���
�  �$�� �� 4��� �@� 4
�$�
 ����� ����� �  ���%
�
��� �$� 
�
�� �� � ����� ��*
�� �� � 5 �& �
��
�
� 5 �& ��� , 5 �& �� ��
 �����
���

*
� ��
 $��
�  �$���

Figure 9.4.9 5�	�+���� 	��)�
�	� �� � �
��� +��� �� � 5 �� � 5 �� , 5 ��

Vertex and Edge Chromatic Number

DEFINITIONS

�� 3 ��
 "*
��
1# ��
	
���� ��
��
 �� ����� �& �
���
� >"�#& 
� ��
 �����
��
�$� 
� � �$�� ���� ��
�
 
� � �$���
�� ' 3 � "�#� ��� �� � � � � �� �
�� ��
 ����
��' ����&

� �� 
� �� 
��
& ��
� '"�# �5 '"�#�

��!3 ��
 �������
	
���� ��
��
 �� ����� �& �
���
� >�"�#& 
� ��
 �����
�� �$�%
 
� � �$�� ���� ��
�
 
� � �$���
�� ' 3 $"�# � ��� �� � � � � �� �
�� ��
 ����
��' ����& 
�

��
� �� ��� �� ����
 � ������ *
��
1& ��
� '"��# �5 '"��#�
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FACTS

��!3 +E�	
�
L�;�. 4�� ��' ����� �& , � >"�#� ��

��%3 +,�	$=�. 4�� ��' ����� �& , � >�"�#���

Vertex Independence and Vertex Cover Numbers

DEFINITIONS

��%3 ��
 ��
��� ������������ ��
��
 �� ����� �& �
���
� ���"�#& 
� ��
 ����
��
����
���
�' �� � �
� �� *
��
�
� ��
�� 
��$�
� � ����� �
�� �� 
��
��

��&3 ��
 ��
��� �	��
 ��
��
 �� ����� �& �
���
� =�"�#& 
� ��
 �����
�� ����
%
���
�' �� � �
� �� *
��
�
� �$�� ���� 
*
�' 
��
 
� 
��
�
�� �� �� �
��� ��
 �� ��
 *
��
�
�

� ��
 �
��

FACTS

��&3 +E�;-& E�	
�
L�;�. 4�� ��' ����� �&

��� �����"�#� � � � , � �� � � ����"�#��� � �

���3 +	
;@. 4�� ��' ����� �& , � =�"�#����"�#�

Girth, Vertex Arboricity, and Thickness

DEFINITIONS

���3 ��
 ��
�� �� ����� �& �
���
� ��	��"�#& 
� ��
 �
2
 �� � �����
�� 
��$�
� �'��

�� ��

���3 ��
 ��
��� �
�	
����� �� ����� �& �
���
� 
	 ;	"�#& 
� ��
 �
�
�$� �$� 
�
�� �$ �
�� 
��� ��
�� � "�# ���  
 ����
�
��
� �$�� ���� ��
 *
��
�
� �� 
��� �$ �
�

��$�
 �� ��'��
� �$ ������

���3 ��
 ��������� �� ����� �& �
���
� ���&�"�#& 
� ��
 �����
�� �$� 
� �� ������
�$ ������ �� � ����
 $�
�� 
� ��

FACTS

���3 +,�	$��. B� � 
� ��� � ���
��& ��
� , � "��	��"�# � �#"
	 ;	"�#� �# 7 ��

���3 +,�	$��. B� � 
� ��� � ���
��& ��
�

, � +"��	��"�#� �#�� ��"� 
 ���"�#.� ��	��"�# 7 �

���3 +,�	$=�. 4�� ��' ����� �& ���&�"�# � ��1",��� �#�
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9.4.6 Related Concepts

��
 ��$�' ��  ����
��� ��� �����
� 
�*
��
���
��� 
��� � *��

�' �� �
���
� 
�
���

Bandsize

,����
2
 
� �
��$��
�  �

O' 
� +A�C
��.�

DEFINITION

���3 A
� '  
 � ����
� �$� 
�
�� �� � ����� �� ��
 �������� 	� ' & �
���
�  �� "�#&

� ��
 �$� 
� �� �
��
��� 
��
 �
N
�
��
� ����$�
�  ' ' � ��
 �������� 	� � 
� �
*
�
 '  �"�# 5 �
�� �� "�# 3 ' 
� � ����
� �$� 
�
�� �� ���

FACT

���3 +6��
C
=�. 4�� ��' ����� �& ,"�# �  �"�#�

Edgesum (Bandwidth Sum)

��
 
��
�$� 0��� ���
��
� 
� +��@�.� 6��
�$�� ��
 �
��$��
� 
� +�
;-& B�;�& B�;@&
E�E�	
�
=�& E�==& K�C���& K$�$��& K$�$�@& A�C
��.�

DEFINITION

���3 A
� '  
 � ����
� �$� 
�
�� �� �� ��
 ������
 ����
���� �� ' 
� �� "�# 5

������� �'"�# � '"�#�� ��
 ������
 	� � 
� �
*
�  ' �"�# 5 �
���� "�# 3 ' 
� �

����
� �$� 
�
�� �� ���

FACTS

���3 4�� ��
 �%�
�
��
���� �'�
��$ 
 9�& �"9�# 5 ���� "�� � �#�

�� 3 A
)
  ����
���& ��
 
��
�$� �
�
�
�� ��� �
� 
� >�%�����
�
�

Cyclic Bandwidth

E'��
�  ����
��� 
� �
��$��
� 
� +A
��& A
�;& ��L��
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 � �����!

"�
��� �� ��"�
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10.1.7 Approximation Algorithms
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������ 	
 ��� ������� ����
���
�� ��
�� ��
����3 ��� ����� 	
 ��� ��
�� ���	����� ��	������� 	
 

������ 	
 ��	������
���������
��	�� 	
 ��
��� 
�� ��� 
��	������� ������ ��+	�+�� �� �	������� 
 ��
����
	
 
 ��
�� ��
� �
���4�� 
 ��+�� ��� 	
 ��	������ �	����
�����

10.3.1 Types of Graphs and Drawings

��
�� ��
���� �	������ ��	������ ���������
��	�� 	
 ��
���, 
�� �� �
� ���	�-
�
�� 
�����
��	�� �	 5�� �	������ �����	�	���� ���� 
� �	
��
�� �����������, �
�
�
��
�������, +���
� �����

���, 
�� �	������-
����-�������

Types of Graphs

6����, �� ��4�� �	�� ������	�	�� 	� ��
��� ��������� �	 ��
�� ��
����� ���	���	��
���� �����	�, ��� � 
�� � �� ��� ������ 	
 ��
�� +������� 
�� ����� ��������+���, 
��
��� � �� ��� �
 ���� +���� ������ .����, ������ 	
 �������� �����/�

DEFINITIONS

��3 # �������� ����� �� 
 ��
�� ���� �
 ���� ������ � � ��

��3 # 	��
��	�
� ���� 	
 
 ����
�� �� 
� ���� .�� �/ ���� ��
� ����� �� 
 ��������
�
�� 
�	� � �	 � �	� �	��
����� ���� .�� �/�

��3 # ������� ������� �� 
 ����
�� ����	�� ��
�����+� ������
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��3 # ������ 
��	�� �� � ������� �� 
 +���� ����	�� ���	���� ������

��3 # ��
� 
��	�� �� � ������� .
��	 �
���� 
 	����	/ �� 
 +���� ����	�� 	���	���
������

��3 #� ���������� .
��	 �
���� 
 ������� �������/ �� 
� 
������ ����
�� ���� � 
����
	�� �	���� 
�� 	�� ���5, ����� 
�� 7	���� �� 
� �����

�	3 # ����

��	�� ����� �� 
 �-�	������� ��
��8 ��
� ��, 
�� ��	 +������� 
�� 7	����
�� ��	 +���� -���7	��� �
����

�
3 # 	����

��	�� ����� �� 
 �-�	������� ��
��8 ��
� ��, 
�� ��	 +������� 
��
7	���� �� ����� .�
������/ +���� -���7	��� �
����

��3 # ���	�� 	��� �� 
 �������� ���� ���� 
 ������������� +���� , �
���� ��� ���	 ����
��
� �
�� +���� ���� 	� 
 �������� �
�� �	 ��� �		�� .9� 	����+� ��
� ���� ��+����� ���
���
� �	�+����	��/

���3 # ��
��� 	��� �� 
 �		��� ���� ���� ��
� �
�� +���� �
� 
� �	�� ��	 ���	����
������

���3 # ������� ��������� �� 
 .��/��
�� ��	�� +������� 
�� �
�����	��� ���	 ����,
�
���� �
����� # �		��� ���� �
� �� +����� 
� 
 �
����� ����
�� ����� ��� �
���� 
�� ����
	
 +������� 
� ��� �
�� ����
��� 
�	� ��� �		��

���3 # ��������� ��������� �
����� .��/��
�� �
� � �
�����

Types of Drawings

1� 
 ��
���� 	
 
 ��
��, +������� 
�� ����������� �� �	���� .	� �� ��	������ 4����� ����

� ������� 	� ����
�����/ 
�� ����� 
�� ����������� �� ���+�� ���� ��
� 
�� ��	 �����
��������� 
� �	�� �� 
 4���� ������ 	
 �	����� ��� 
	��	���� ��4����	�� 
�� ���
��+� �	
��
����� �� ��� ��
��, ��
� 
�� ��� �
�� ���7��� 	
 ���� �����	��

DEFINITIONS

���3 1� 
 ������
� �����
�, �
�� ���� �� 
 �	���	�
� ��
�� .��� 6����� ������.
//�

���3 1� 
 �	�����	���
� �����
�, �
�� ���� �� 
 ���
����-���� ������� .��� 6��-
��� ������.�//�

���3 1� 
� ��	����
�� �����
�, �
�� ���� �� 
 ��
�� 	
 �	��0	��
� 
�� +�����
�
�������� .��� 6����� ������.�//�

���3 # ��
� �
 � ������
� �����
� �� 
 �	��� ����� ��	 �������� ���	����� �	
��� �
�� ���� ���� .��� 6����� ������.
//�

��	3 #� ��	����
�� �������
	�	��
 	
 
� 	���	�	�
� ��
���� �� �� ����� 	
 ���
����� 
�	�� �
�� ���� 
�� ��� 
����� 
�	��� �
�� +���� �

��
3 # ������
� �� 
 �	��� 	
 
 ��
�� ��
���� ����� ��	 ����� ��������� .��� 6��-
��� ������.�//�

���3 # ���� �����
� �� 
 �	������ ��
���� ���� ��
� ��� +�������, ��	������, 
��
����� 
�� �
+� ������� �		����
����

���3 1� 
 ���
�� �����
�, �	 ��	 ����� ��	�� .��� 6����� ������.�//�
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���3 # ���
�� ��������� �� 
 .��/��
�� ��
� 
����� 
 ��
�
� ��
�����

���3 #� �������� ��������� �� 
 ��
�
� .��/��
�� ���� 
 ��������4�� �	�	�	���
�
��������� .����, ��� 	
 

���/, ����� ���� �� ������+�� �� ��� ��
�����

���3 1� 
� ������ �����
� 	
 
 ����
��, �
�� ���� �� �	�	�	���
��� �	������
����
�� ��� +�����
� �������	� .��� 6����� ������.�//�

���3 #� ������ ���
�� ������� 
����� 
� ���
�� ��
�
� ��
�����

���3 1� 
 ������� �����
� 	
 
 �
����� ��
�� .
��	 �
���� 
 ������������ �����
�/,
��� +������� �� ��� �
�� �
��� 
�� ��� 	� ��� �
�� �	��0	��
� �����

���3 # ���� �� 
 ����	� 	
 
 ��
�
� ��
����, 
�� ��� ���	����� ����	� �� �
���� ���
��	��
�� �����

��	3 # ��

�� �����
� �� 
 ��
�
� ���
����-���� ��
���� 	
 
 ��
�� ���� ��
� ���
�	���
�� 	
 �
�� 

�� �� 
 �	�+� �	���	��

��
3 # 
�������	� �����
� 	
 
 ��
�� �� �
��� 	� 
 ��	������
��� +������ ���
��	�8
����, ��� +������� ����� �� ��
�� 
� �	��0	��
� ��������, 
�� ��� ����� 
��	��
��� ����
+�����
��� +������ ���������

���3 # ����
�
�� �����
� �� 
� ���
�� ��
���� 	
 
� 
������ ����
�� ���� ��
�
����� � ���� 
 �������� �
�� 
�	� +���� � �	 +���� � �
 
�� 	��� �
 �.�/ � �.�/ 
��
�.�/ � �.�/, ����� �.�/ 
�� �.�/ ���	�� ��� �		����
��� 	
 
 +���� �

���3 #� 
�������
� �� 
� ���
�� 	���	�	�
� ���
����-���� ��
���� 	
 
 ���
�� ����
���� ��
� ��� ��
����� 	
 ��� �������� 	
 �
�� �	�� 
�� ���
�
��� �� 
 �	��0	��
� 	�
+�����
� �����

EXAMPLE

��3 1� 6����� ������ ��� 4��� ����� ��
����� 
�� 	
 ��� �	������ ���
����� ��
�� 	����

(a) (b) (c) (d)

Figure 10.3.1 ��������� ��� ��������� ��� ������
� �����
�!� ���
������� �"� ������ #����"$

REMARKS

%�3 �	������ ��
����� ��	+��� ���
� :� ������� ����� ���� �
� 
���	 ��
�� ��
�����
���� ���+�� ������ ;	��+��, ����� ���� �	�� ��
� ��	 	� ����� ����� �
� �� ��Æ����
�	 <
	��	�= 
	� ��� ���� #��	, 
 ������ ��
� ����	��� ������� 	
 �	������ ��
����� ��
�	�� �	�����
��� ��
� 	�� ������� �	 ���
����-���� ��
������ ;����, ��������� 	� ���

�����
��	�, �	������ 	� ���
����-���� ��
����� �
� �� ���
������

%�3 1
 +������� 
�� ����������� �� �	����, ���� 	���	�	�
� ��
����� � ��� 	��� 
	�
��
��� 	
 �
 ���� +���� ������ ��
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10.3.2 Combinatorics of Geometric Graphs

��	������ ��
��� >�)?�, @�)?�A 
�� ���
����-���� ��
����� ��
� �
���
� �	�� 
�-
����	�
� ��	������ �	����
����� *��� 
������	� �
� ���� ��+	��� �� ��� �����
���� �	
��� ����� 	
 �	����
�	��
� ��	������� 	
 ����-5�	�� ��	������ ��
��� ���� 
� ���
��
�
���
����
��	��, ������� ��
����� �����, �
����� ��
���, ���
��+� ������	��		� ��
���,

-�5����	� ��
���, 
�� ����
���� 	
 ��:����� ��
���� ���� �������� �
� ���� �	��+
���
�� �
�� �� ��� ���	��
��� 	
 ����� ���������� �� �����	�� 
�����
��	� 
��
�, ������-
��� �	������ ��
�����, �
����� ���	�����	�, �	����
��	�
� �	���	�	��, �	������
��	�
����	�5�, �������
� 
�
�����, �	����
��	�
� ��	�	��, 
�� �1)�

��� ��	���� 	
 
�
��0��� ��� �	����
�	��
� ��	������� 	
 
 ��+�� ���� 	
 ��	������ ��
��
�
���
��� �
���� ��� %�����	� 	
 ��� ��
�
�����0
��	� 	
 ��	�� ��
��� ����� 
���� ���
��+�� ���� 	
 ���
����-���� ��
����� ����, �� ����, ��
�� �	 ��� ��+�����
��	� 	
 ��� ������
	
 �Æ����� 
��	������ 
	� �	������� ���� 
 ��
���� ���� 	�� � ����� #���	��� �����
%�����	�� 
�� 

� 
�	� ����� ���	�+�� �� �����
�, �
�� �
���
� 
������ �
+� 
���
��� ��
��� �����
���� .���, ����, >���?�
, �)?�, B�?�, CC?$, CC��, CC*9?(, C*��, C)?�A 
	�
������ �
���� ��
���� ���� ��
�
������ %�����	�� ���
��� �	 ��2����� ����� 	
 ��	������
��
���/� 1� ��� 
	��	����, �� ����:� ���+�� �	�� ������� �	�������� ����-5�	�� 

������
	
 ��	������ ��
��� 
�� 	������ �	�� 	��� ��	������

Delaunay Triangulations

DEFINITIONS

���3 # �����
�� 	���
����	��
 �� 
 ��
�
� ���
����-���� ��
���� ���� 
�� ������
�


��� ���
����� 
�� ���� ��
� ����� +������� 
	�� 
 

�� �
 
�� 	��� �
 ����� �	�+� ����
�	�� �	� �	��
�� 
�� 	���� +���� 	
 ��� ���
����
��	��

���3 # ��
�
� ���
����
��� ��
�� �������
�� �������� �
 �� 
����� 
 ��
���� ��
�
�� 
 ���
��
� ���
����
��	��

���3 # ����
�� ������� �� ��� ��
� ��
�� 	
 
 ���
��
� ���
����
��	��

FACTS

&�3 >���?��A#�� ���
��
� ��
�
��� ���
����
��	�� 
�� �-�	��� 
�� �
+� ���
��� �
���-
�����

&�3 >���?�
A #�� �
 ��
� 	������
�
� ��
��� 
�� ���
��
� ��
�
����

&�3 >�)?�A #�� ���
����
��	� ����	�� ��	��� 	� �	�-

��
� ���
����� �� ���
��
� ��
�-

����

REMARKS

%�3 �� �
�����
 
�� D���
�
 >�D?$A ��+� 
 ��
�
�����0
��	� �
��� 	� 
 �	�-����
�
������ 	
 �%�
��	�� ��+	�+��� ��� 
����� �� ��� ���
����
��	��

%�3 C�	��
 
�� *��7�� �
+� ������� ��� �	����
�	��
� ��	������� 	
 
 D	�	�	� ��
��
��
1� �
������
�, 
 ��
�
�����0
��	� 	
 D	�	�	� ��
�
��� ����� �
� �� 
	��� �� >C*��A�
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Minimum Weight Triangulations

DEFINITIONS

���3 # 	���
����	��
 � 	
 
 ��� � 	
 �	���� 	� ��� ��
�� �� 
 ���
����-���� ��
����
��	�� +������� 
�� ��� �������� �� � 
�� 
�� ������
� 

��� 
�� ���
������

���3 � �� 
 ��
���� �����	 	���
����	��
 �
 �� �� 
 ���
����
��	� 	
 � ��
� ���-
���0�� ��� �	�
� ���� �������

���3 # ��
���� �����	 �����
� 	
 
 ��
�
� ���
����
��� ��
�� 
 �� 
 ���
����-
���� ��
���� E 	
 
 ���� ��� 
�����	�
� ��	����� ��
� E �� 
 ������� ������ ���
���-
�
��	� 	
 ��� �	���� ������������ ��� +��������

��	3 1
 
 ��
�� 
����� 
 ������� ������ ��
���� �� �� �
���� ��
���� �����	

��������8 ����, �� �� �
���� ��
���� �����	 ��������
�

FACTS

C����� �� 5�	�� 
�	�� ��� ��	���� 	
 �	���������� 
 ������� ������ ��
���� 	
 

��
�
� ���
����
��	��

&�3 1� �� �	� 5�	�� ������� �	������� 
 ������� ������ ���
����
��	� 	
 
 ��� 	

�	���� �� ��� ��
�� �� 
� F�-�
�� ��	���� .��� �
��� 
�� B	���	� >�B&?A/� )�+��
�
�
���� �
+� ���� ��������� 	� ���� ��	����, ������ ��	+����� �
���
� �	����	��, 	� ��+���
�Æ����� 
���	 ��
��	� ����������� # ������� ���� 	
 ��
������� �������� ��� �	�5 ��
*��7�� 
�� '
��
�	�� >'*?�A, C���
� >C��(&A, G��� >G��?�A, ���5���	� �� 
�� >*�*?&A,
G��5�
����5 >G��(�A, #����	�0�� �� 
�� >##��?$A, ����� 
�� H� >�H��A, ���5���	� 
��
*	��
��� >�*?$A, 
�� C�+�	�	��	� 
�� G�0�
��� >CG?$, CG?(A�

&�3 >CC?$A #�� �
 ��
� 	������
�
� ���
����
��	�� 
�� ������������� ��
�
��� 
��

 ����
� ���� .��
� '#*/ ��
���� 
��	����� 
	� �	������� 
 ������������� ��
����
	
 ����� ��
��� �
� ��+���

���� �
���
��� ��
�� �	 ��+�����
�� ��� ������
� ��������� 	
 ������� ������ ��
�
���
���
����
��	��� 1� >CC��A C���
�� 
�� C�	��
 � 
���� ��� �
�������	�
 	
 
 ���
���-
�
��	�3 ��
� ��, ��� �����
�� ������� �� ��� ������
� +������� 	
 ��� ���
����
��	�� ����
�	������� �5����	�� ��
� �
��	� 
���
� �� 
�� ������������� ��
�
��� ���
����
��	�8
�5����	�� ��
� �	 
���
� �� ������������� ��
�
��� ���
����
��	��8 
�� �5����	�� ��
�
��
�
���� ������������� ��
�
������� 9
��, ����, 
�� I
�� >9�I��A 
��	 
	��� 	�
��� ������������� ��
�
������ 	
 ���
����
��	�� 
�� ��	� � 
����� 	
 ���
����
��	��
���� 
������ �5����	�� ��
� �	 �	� 
���� 
 ������� ������ ��
�����

&�3 >CC��A ����� � ���� 
� ��4���� ��
�� 	
 ������� ������ ��
�
��� ���
����
��	��
��
� �
��	� �� ��
��0�� 
� ���
��
� ���
����
��	�� .��
� ��, 
	� 
�� ���
����
��	� � 	

��� ��
�� �� �	�� �	� � ��� 
 ��� � 	
 �	���� ���� ��
� ��� ���
��
� ���
����
��	� 	
 �
�� ��	�	����� �	 � /�

1� �� �	��� ���
�5��� ��
� ��� ����� 	
 ��� ��	������ ��2������� ������� ��� �������-
������ 
�� ���
��
� ���
����
��	�� 	
 
 ��+�� ��� 	
 �	���� �� 	���� �	 �	����� �		�

���	 ��
��	�� 	
 ��� 
	���� �
� 
 �	�� ��
����	� .���, ����, >G��(�, CG?$, *J&?A/,
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Minimum Spanning Trees
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10.3.3 Properties of Drawings and Bounds
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10.4 ALGORITHMS ON RECURSIVELY CONSTRUCTED GRAPHS
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 ���� ��� ���� �� # T #��

�	
�������
 ���	� �������
���, ��� �
��� .
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Algorithm 10.4.2: 5�-�+#+ <���
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10.4.2 Algorithms on Series-Parallel Graphs
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EXAMPLE
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��� �� #��	����� ������� 1� 
�����	� �	 ��� ��
������� 
���
�� �����
�� '��
�5 �, 
 �		� �
��� �	���� ��
���� ���� ��	����� ���� 
� 
����� ��
��, �	�����

������	� �����	��, #������ �����	��, �&��+��
�����, ���� �� >'�(!A�
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10.4.3 Algorithms on Treewidth-� Graphs

DEFINITIONS

��3 # 	�������������	��
 	
 
 ��
�� 
 T .)�*/ �� ��+�� �� 
 �
�� .�3��0 � 4�� � /
����� �3��0 � 4� �� 
 

���� 	
 ������� 	
 ) 
�� � �� 
 ���� ���� +���� ��� 4 ���� ��
�

�
�

��� 3� T )

� 
	� 
�� ����� .�� �/ � * ����� �� 
� ������� 0 � 4 ���� �� � � 3�

� 
	� 
�� ������� 0� 1� � � 4 �
 1 �� 	� ��� �
�� 
�	� 0 �	 � �� � , ���� �� �
+� ��
�
3�

�
3� � 3� �

�	3 ��� ���	� 	
 
 ��+�� ����-���	��	����	� �� ��
����� 
� �
 �����3�� � ���

�
3 ��� 	������	� 	
 
 ��
�� 
 �� ��� ������� ����� �
5�� 	+�� 
�� ����-
���	��	����	�� 	
 
�

��3 # ��
�� 
 �� 
 	������	��� ����� �
 �� �
� ��������� �	 ���
��� ��
� ��

FACT

&�3 "+��� ���������-� ��
�� �
� 
 ����-���	��	����	� � ���� ��
� � �� 
 �		��� ���
��
���� >)�(?A� 9� ����� .
�3/ T .
�� 3�/�.
�� 3�/ ����� 3 � ) �� ��� ��� 	
 +������� 	


 
��	��
��� ���� #&&�>� A, 
�� ��
��� 
� 
�� 
� �
+� ����-���	��	����	�� ��+�� �� ���
��
� 
�� ����� �������� 	
 � � ���� �� ��	��� �	 ��	���� ����
�-���� ���
��� ��	��
�����

��	������ 
	� �
�� ��	����� 	� ���������-� ��
���, ���
��� �
�� �3� � � P ��

��������� 6	� 
 ��
�� 
, ��� ���
�� ���� � �� 
 ����-���	��	����	� 	
 
 
�� ��� 3 � )

�� ��� ��� 	
 +������� 	
 
 
��	��
��� ���� #&&�>� A� #��	,

� 
>'A T �
 -�
����
���� ����������� ��� ��
� �	��
��� ' � 3 ��� �	� 3 � '�

� 
(��� T �
 -�
����
���� ����������� ����

Algorithm 10.4.4: 5�- ;��"$ 4�"��$ 9�� �� � (�����"�
 � 2���


�����3 
 ���������-� ��
�� 
 T .)�*/�
,�����3 
(��� .��0� 
�� ����
��� 	
 
 �
 -�
����
���� ����������� ��� �� 
/�

1
 3 T )

6	� 
�� ' � 3

1
 ' �	��
��� ��	 
�7
���� +�������

>'A
�	

"���

>'A
 �'�

"���
1
 .
�3/ T .
�� 3�/� .
�� 3�/
6	� 
�� ' � 3

1
 ' �	��
��� ��	 
�7
���� +�������

>'A
�	

"���

>'A
 �
 �
�>'�A P 
�>'�A� �'� � '� � �'� � '�P �'� 3

'� � 3�� '� � 3�� '� �3 T ' �3�� '� �3 T ' �3��

(���
 �
 �
>'A 3 ' � 3�
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EXAMPLE

��3 #��	����� ������ �� ���	����
��� 	� ��� ���������-� ��
�� 
 ��	�� �� 6�����
������� � �� 
 ���
�� �		��� ����-���	��	����	� 	
 
, 
�� �
�� (-����� � ������ +
����

	� 
>'A 
	� �
�� ' � 3� ;	��+��, 	��� +
���� �
���� ��
� �	 ������ �
�� (-����� 
��
��	�� 
� ��� �	����
��	� ��	�������� ��� �
 ���� ����������� ��� �
� ��0� �, 
��
��� � ������ �	����	� �� ��� ��  � ���

Figure 10.4.3 5�-�+#+ !��"������� ��"����"��� ��� �� � ������"�
 � ����
$

REMARK

%��3 *
�� 	���� ��	����� ��������� +
��
��	�� 	
 ����������� ���, �	���
���� ���,
���%��, �-+���� �	�	���� .
	� 
�����
��, 4 �� �/, �
������, 
�� �
����	��
� �����L�
��
��	����� �
� �� �	�+�� �� ����
� ���� 
	� ���������-� ��
��� .�
� >�	�
�	?�A/�

Monadic Second-Order Logic Expressions for a Graph

DEFINITION

��������� C�� +
��
���� �� ���	�� 
 +���� ���� �	�
�� ) ,  � ���	�� 
� ���� ����
�	�
�� *, )� ���	�� 
 +���� ��� ���� �	�
�� �� .������� 	
 ) /, 
�� *� ���	�� 
�
���� ��� ���� �	�
�� ���

���3 (�
���� ����
������� ����� �( )*� 
	� 
 ��
�� 
 T .)�*/ �� 
 ���&��	��

�	������ �	���	�� �� ����� ������
��� 
�� �	��������� �������+��� 
� 
	��	���

� *)@C �	��
��� �������
� ������
��� ���� 
� �� T �� , �� � )� ,  � � *� 
��
1�������.���  �/�

� 1
 � 
�� 5 
�� *)@C ������
��� ���� �
�� 	
 .�� /, .� �5/, 
�� .� �5/ �� 
��	

 *)@C ������
���

� 1
 � �� 
 *)@C ������
�� 
�� � �� 
�� +
��
���, ���� .��/.� / 
�� .��/.� / 
�� 
��	
*)@C ������
����
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EXAMPLE

��3 )	�� ������ *)@C ������
��� 
�� ������ ���	��

� � X � �� � X

� � X � .� � X/ � .X � �/

�� T �� � .�+�/ .1�������.+�, ��/ � 1�������.+�, ��//

#�7
����.+�, +�/ � �.+� T +�/ � .���/ .1�������.+�, ��/ � 1�������.+� , ��//

MSOL-Expressible Graph Problems

*
�� ���	��
�� ��
�� ��	����� �
� �� � ������� �� *)@C .�
� >#�C
)�?�A,
>�	�
�	?�A, >�	�
�	?�A/� ;��� �� 
 �
������ 	
 ��+��
� ���� ��	������

1����������)��.D�/ � .�+�/ .�+�/ ..+� � D� � +� � D�/ � � #�7
����.+�, +�//

���%��.D�/ � .�+�/ .�+�/ ..+� � D� � +� � D�/ � #�7
����.+�, +�//

�	���
����)��.D�/ � .�+�/ .+� � D� � .�+�/ .+� � D� � #�7
����.+�, +�//

D���� �	�	�
����.D�, ( ( (, D�/ � .�+�/ .+� � D� � ( ( (�+� � D�/

�1����������)��.D�/ � ( ( (� 1����������)��.D� /

*
������."�/ � .���/ .���/ ..�� � "� � �� � "� � � .�� T ��// �

�.�+�/ .1�������.+�, ��/ �1�������.+�, ��///

�	�������."�/ � .�D�/ .�D�/ .� .�+�/ .+� � D�/ � � .�+�/ .+� � D�/ �

.�+	/ .� .+	 � D�/ � � .+	 � D�// �

.��
/ .�+�/ .�+
/ .�
 � "� � +� � D� � +
 � D� �

1�������.+�, �
/ � 1�������.+
, �
///

;
������."�/ � �	�������."�/ � .�+�/ .���/ .���/ .�� � "� � �� � "� �

�.�� T ��/ � 1�������.+�, ��/ � 1�������.+�, ��/ �

.���/ ..�� � "� � 1�������.+�, ��// � .�� T �� � �� T ��///
;
��
��."�/ � �	�������."�/ � .�+�/ .���/ .���/ .�� � "� � �� � "� �

1�������.+�, ��/ � 1�������.+�, ��/ �

.���/ ..�� � "� � 1�������.+�, ��// � .�� T �� � �� T ��// �

.�+	/ .��
/ .���/ ..�� � "� � 1�������.+	, ��// � �� T �
//

FACTS

&�3 "+��� *)@C-� ��������� ��	���� �
� �� �	�+�� �� ����
� ���� 
	� ���������-�
��
��� >#�C
)�?�A, >�	�
�	?�A, >�	?�A� *	��	+��, ���� �� ��� �
�� 
	� �
�� +
��
��	�� 	

�
�� *)@C ��	����, ��������� � �������, ������� 	� �
 ���� �
����
����, �������
	� �
 ���� �	�
� ������, �������-�
 ��
� 	� �
 ����-�����
� ����, �	�������5
������, 
�� �	�������

&	3 @��� 
 ��	���� �� � ������� �� *)@C, 
 ����
�-���� ���
��� ��	��
����� 
��	-
����� �
� �� ���
��� ����
���
��� >�	�
�	?�A�

&
3 ��� �����	��� ������ ��	���� .�!��/ 
	� ���������-� ��
��� �� �	�+
��� �� ����
�
����, ���
��� �+��� ���������-� ��
�� �	������� 
 +���� �	�	���� ���� 
� �	�� � P �
�	�	���
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&�3 6	� �	�� ��	�����, 
 *)@C � ������	� �
��	� �� ������� 
�� 
 ����
�-���� 
��	-
����� �
��	� �� 
	���� 1� ����� �
��� �� �
� ����� �� �	������ �	 ��+��	� 
 ����
�-����

��	����� +�
 
� � �����	� �	 *)@C >�	�
�	?�A, 	� �	 ��+��	� 
 �	���	��
�-���� 
�-
�	������ �	���	��
� ���� �� 
����+�� �� �	���������� 
 �	���	��
�-��0� �
�
 ���������
��
� �	�����	��� �	 �
�� �	�� �� ��� ���� ���	��	����	� .��� '��
�5 �8 
��	 ��� >�	?!A

�� >�	�
�	��A/�

REMARK

%��3 ��� �����
���� �	��
��� �������� 	
 ����
�-���� 
��	������ 
	� ��	����� 	� �����,
������-�
�
���� ��
���, ���������-� ��
���, 
�� ���
��� ��
����� *
�� 	
 ����� 
��	������

�� ��������� �� ��� ������� ����� �� 6
�� $� 6	� � 
����, 
�� 	
 ��� ����
�-���� 
��	������
��+�� �� >�	�
�	��A 
	� ��	����� 	� �����, ������-�
�
���� ��
���, 
�� ���������-� ��
���

�� ��������� �� ����� ��������

Two Open Problems

��� ������ �	���
�� �� ��� ������� ���� 	
 
 ����
���
���-���
��� 
��	����� �
� ��	�
������ �	�����
��� ���� ��� ������ 	
 %�
���4��� � 
�� � ������� �� ��� 
	����
, �	
6
�� & �� ����
����
� 
	� �	���� 
	����
�� $& ��� ����	�� 	
��� ��Æ�� �	 ������ 
�
�%��+
���� ����
�-���� ���
��� ��	��
����� 
��	����� ���� 
 ��
�� ������ �	���
��,
��� 
 �	����
��	�
��� ��
����
� 
��	����� ���
��� �����+� >G
��A�

,��� ������� .� ��������� 
� 	����
��� �Æ����� 
��	����� �	 ���
�� 
 ����
� ����
���
��� ��	��
����� 
��	����� ��+�� 
� *)@C � ������	��

,��� ������� -� ��������� 
 ��	������ ��
� ��+�� 
� *)@C � ������	� ��	����� 

����
�-���� ���
��� ��	��
����� 
��	����� ���� ������� ������ �	���
���

REMARKS

%��3 ���	�
��� ���� �
� �� �	�+�� 	� ���������-� ��
��� �� �	���	��
� ����, ��� ��
�� �	� 5�	�� �	 �� �	�+
��� �� ����
� ����� �	���	��
� ���� �� 
����+�� �� �	���������� 

�	���	��
�-��0� �
�
 ��������� ��
� �	�����	��� �	 �
�� �	�� �� ��� ���� ���	��	����	�
.�
� >�	�
�	��A/�

%��3 #��	������ 	� ���������-� ��
��� �
� �� 
�
���� �	 �	�+� ��� �
�� ��	����� 	�
���
��� ��
���� ���� 
� ;
��� ��
���, �
���
� �-�����, �
�������-� ��
���, �
�������-�
��
���, ��
��������-� ��
���, 
�� �-������
� ��
��� .�
� >9�(&A, >9�;�((A/�

10.4.4 Algorithms on Cographs

@�� �
� ��	���� ����
�-���� ���
��� ��	��
����� 
��	������ 
	� ��	����� ���
��� �	
�	��
���� ;���, �� 
�����	� �	 ��� �
 ����-�
����
���� �����������-��� ��	����, ��
������� 
��	������ 
	� ��+��
� 	���� ��	������

DEFINITIONS

���3 # ���+�� �� 
 ��
�� �� 
 �
 ��
� ��� 	
 �
������ 
�7
���� +�������� .�!��/
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���3 ��� ������	�� 
����� 	
 
 ��
�� 
 �� ��� ������� ������ 	
 �	�	�� ��
�
�
� �� ���� �	 �	�	� ��� +������� 	
 
 �	 ��
� �	 ��	 
�7
���� +������� ��� ��� �
��
�	�	�� .�!��/

���3 # ����
�	�
� ��	 �� 
 ��
�� 
 �� 
 ������ ' 	
 +������� ���� ��
� �+��� +���� 
�� 
 �� ������ �� ' 	� 
�7
���� �	 
 +���� �� '� .�?��/

���3 # ��	���
� �� 
 ��
�� �� 
 ��� 	
 ����� �	 ��	 	
 ����� �
+� 
� ����	��� ��
�	��	��

���3 # ������� �� ��4��� �������+��� 
� 
	��	��3

� .�
�� ��
��/ # ��
�� ���� 
 ������ +���� �� 
 �	��
���

� 1
 
� 
�� 
� 
�� �	��
���, ���� ��� ���7	��� ���	� 
� �
� �� 
 �	��
���

� 1
 
� 
�� 
� 
�� �	��
���, ���� ��� ��	��-��	���� 
� 

� �� 
 �	��
��, ����� ��

	���� �� �
5��� ��� ���	� 	
 
� 
�� 
� 
�� 
����� 
�� ����� .��� ��/, ����� �� ��
�� 
� 
�� �� �� �� 
��

Algorithm 10.4.5: 5�-�+#+ ;��"������� 4�"����"��� 9�� �� � ;�����


�����3 
 �	��
�� 
 T .)�*/�
,�����3 
(0 .��� ��0� 
�� 
� ����
��� 	
 
� ����������� ��� �� 
/�

1
 �) � T �

(0
 �

"���
1
 
 T 
� �
�


(0
 
�(0P
�(0

"���
1
 
 T 
� 
 
�


(0
 �
 �
�(0� 
�(0�

Three More Algorithms for Cographs

#��	����� �����$ �	�5� 
	� �	�� ��� �	�����+���*�� 
�� �����	��� ������ ��	�����
�� 
 �	��
���

Algorithm 10.4.6: 5�-�+#+ ;��=#� �;
��+���! 0#+���� �� � ;�����


�����3 
 �	��
�� 
 T .)�*/�
,�����3 
(� .�
 ���� ���%�� �� >���	�
��� ������ 	
A 
/�

1
 �) � T �

(�
 �

"���
1
 
 T 
� �
�


(�
 �
 �
�(�� 
�(��
"���

1
 
 T 
� 

�


(�
 
�(�P 
�(�
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Algorithm 10.4.7: 5���+#+ ;��"������� ��+������� 9�� �� � ;�����


�����3 
 �	��
�� 
 T .)�*/�
,�����3 
(� .��� ��0� 
�� 
� ����
��� 	
 
 ������� �	���
���� ��� �� 
/�

1
 �) � T �

(�
 �

"���
1
 
 T 
� �
�


(�
 
�(�P
�(�
"���

1
 
 T 
� 

�


(�
 �
 �
�(��
�(�� ��

Algorithm 10.4.8: 5�-�+#+ ;��"������� 5��!
��� �� � ;�����


�����3 
 �	��
�� 
 T .)�*/�
,�����3 
(� .��� ��0� 
�� 
� ����
��� 	
 
 �
 ���� �
������ �� 
/�

1
 �) � T �

(� 
 �

"���
1
 
 T 
� �
�


(� 
 
�(�P 
�(�
"���

1
 
 T 
� 
 
�


(� 
 ����
�(�P �)��� 
�(�P �)��� �.�)��P �)��/�� �

REMARKS

%��3 ��� �����-�
�� ���� 	
 ��� 4�
� 
��������� �� #��	����� �����( 
�	+� �� 	��
����
�� ������
���� ��� �	�� ���
����
	��
�� ��� ���� �Æ����� 
	����
 ���	�, ������� �
���	��� ��� ������ 	
 �
������ ����� ���� 	�� ����	��� �� �
�� 	
 ��� �����
��� 
�


�� 
��

���
�������������������

	
� P����
�(�� �.�)�� � �/�� �P����
�(�� �.�)�� � �/�� �




%��3 ��� �
����	��
� ����� 
�� �
����	��
� �
�� ��	����� �
� �� �	�+�� �� ����
�
���� 	� �	��
���� 9������� +����	�� 	
 ��� ����������� ���, ���%��, 
�� �	���
���� ���
��	����� 
�� 
��	 �	�+
��� �� ����
� ���� 	� �	��
��� �� � ������� #��	������ �����!
���	��� �����&� ;	��+��, �������� +����	�� 	
 ��� �
������ 
�� �
����	��
� ��	�����
�	 �	� 
���
� �	 �� �	�+
��� �� ����
� ���� 	� �	��
��� .
���	��� ���� 
�� �	�+
��� ��
�	���	��
� ����/� 1������+���, ��� ��
�	� �� ��
� ��� ��	�� ��	���� 	���
��	� 
��� �		
�
�� �����, ����� �
�� ���� �	�����
��� �
� 
 ��2����� �������

EXAMPLE

��3 #��	������ �����! ���	��� �����( 
�� ���	����
��� 	� ��� �	��
�� 
 ��	�� ��
6����� ������� � ���	��� ��� ���� ���	��	����	� 	
 
, 
�� �
�� �-����� � ������ +
�-
��� 
	� 
(0�
(��
(�� 
�� 
(�� ��� �
 ���� ����������� ��� �
� ��0� �, 
	� � 
����
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��� �� ��� ��� �
 �������%�� �
� ��0� !, ��+�� �� ��� ��  � �� %�� ��� ��������	���
�-
��� ��� �
� ��0� �, 
	� � 
���� ��� ��� ��� �
 ���� �
������ �
� ��0� �, 
	� � 
����
�.�� �/� .�� �/� .�� %/� .��  /��

Figure 10.4.4 4��#�������� 3������
+� ��$�$� �
��#�
 ��$�$
$

10.4.5 Algorithms on Cliquewidth-k Graphs

DEFINITION

���3 C�� >5A ���	�� ��� ��� 	
 �������� ��� �� ( ( (� ��� # ���+�����	��� ����� ��
��4��� �������+��� 
� 
	��	��3

� .�
�� ��
��/ #�� ��
�� 
 ���� ) .
/ T ��� 
�� 2.�/ � >�A �� 
 ���%�������-5 ��
���

� 1
 
� 
�� 
� 
�� ���%�������-� ��
��� 
�� 0� 1 � >�A, ����

.�/ ��� ���7	��� ���	� 
� �
� �� 
 ���%�������-� ��
���

.�/ ��� ��
�� .
�/��� �� 
 ���%�������-� ��
��, ����� .
�/��� �� 
	���� 
�	� 
�

�� 
����� 
�� ����� .��� ��/ ���� ��
� 2.��/ T 0 
�� 2.��/ T 1�

.�/ ��� ��
�� .
�/��� �� 
 ���%�������-� ��
��, ����� .
�/��� �� 
	���� 
�	� 
�

�� ��������� 
�� +������� ���� �
��� 0 �	 �
��� 1�

Maximum-Cardinality Independent Set of a Cliquewidth-7 Graph

��������� #��	����� �����? ���	� ���� ��� 
	��	���� �	�
��	�3

� 
>'A T �
 -�
����
���� ����������� ��� ��
� �	��
��� � 
���� ��� �
���� �� ' � >�A�

� 
(��� T �
 -�
����
���� ����������� ����
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Algorithm 10.4.9: 5�- ;��"$ 4�"��$ 9�� �� � ;��=#���"�
 � 2���


�����3 
 ���%�������-� ��
�� 
 T .)�*/�
,�����3 
(��� .��0� 
�� ����
��� 	
 
 �
 -�
����
���� ����������� ��� �� 
/�

1
 ) T ���
6	� 
�� ' � >�A

1
 ' T �2.�/�

>'A
 �

"���

>'A
 �

"���
1
 
 T 
� �
�

6	� 
�� ' � >�A

>'A
 
�>'A P
�>'A

"���
1
 
 T .
�/���

6	� 
�� ' � >�A

>'A
 �
 �
�>' � �0�A� 
�>' � �1�A�

"���
1
 
 T .
�/���

6	� 
�� ' � >�A
1
 1 � '


>'A
 
�>' � �0�A
"���


>'A
 
�>' � �0�A

(���
 �
 �
>'A 3 ' � >�A�

EXAMPLE

��3 #��	����� �����? �� ���	����
��� 	� ��� ���%�������-� ��
�� 
 ��	�� �� 6�����
�����! ���	�� � ���	��� ��� ���	��	����	� ���� 	
 
� "
�� (-����� �	������ 	
 
>!A,

>���A, 
>���A, 
>���A, 
>��� ��A, 
>��� ��A, 
>��� ��A, 
�� 
>��� �� ��A� ��� �
 ����
����������� ��� �
� ��0� �, ��+�� �� ������ ��� ��  � 	� ��� �� ���

Figure 10.4.5 5�-�+#+ !��"������� ��"����"��� ��� �� � !��=#���"�
 � ����
$
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A Subset of the MSOL Expressions for a Graph

*
�� ��	����� ��������� +
��
��	�� 	
 ����������� ���, �	���
���� ���, ���%��, 
��
�-+���� �	�	�
������ .
	� 
�� 4 �� �/ �
� �� �	�+�� �� ����
� ���� 	� ���%�������-�
��
���, ��	+���� ��
� 
 ���	��	����	� ���� �� 5�	��� ����� ��	����� 
�� 
�� � ���������
����� 
 ����
�� ������ 	
 ��� *)@C � ������	���

DEFINITION

��	3 ��� ( )*� ��� 	
 � ������	�� 
	� 
 ��
�� 
 T .)�*/ �� ��� ������ 	
 *)@C
� ������	�� ���������� �	 +
��
���� �� ���� �	�
�� ) ,  � ���� �	�
�� *, 
�� )� ����
�	�
�� �� � ��� *)@C� ��� �	��
��� �������+� ������
��� ���� 
� �� T �� , 1�������.��,
 �/, 
�� �� � )�� *)@C� ������� ��� �	���
� 	���
�	�� .�, �, �/ 
�� %�
���4��� .�,
�/� ����, *)@C� �� ��� �
�� 
� *)@C ����	�� ��� ����-��� +
��
���� *� 
�� ����	��
�������+� ������
��� ���� 
�  � � *� ��
� ��
�� �	 ����-��� +
��
�����

FACT

&��3 "+��� *)@C�-� ��������� ��	���� �
� �� �	�+�� �� ����
� ���� 	� 
�� ��
�� 	

���%�������-� ��
��� >�	*
'	��A, ��	+���� ��
� ������ ����� � ���� 
 ����
� ���� ��-
�	��	����	� 
��	����� 
	� ��� ��
�� .
� 
	� �	��
���/ 	� 
 ���	��	����	� ���� �� ��	+����

� �
�� 	
 ��� ������ ���� ��
������ �	��� 
	� +
��
��	�� 	
 �
�� *)@C� ��	���� ��
�
��+	�+� � �������, 	������ �
����
���� 	� �	�
� ������, �	������ ��� ������ 	
 �	��-
��	��, ���� @��� 
 ��	���� �� � ������� �� *)@C�, 
 ����
�-���� ���
��� ��	��
�����

��	����� �
� �� ���
��� ����
���
����

REMARKS

%�	3 @����+� ��
� ��� *)@C � ������	�� ��+�� �� ������� 
	� 1����������)��.)�/,
���%��.)�/, �	���
����)��.)�/, 
�� D���� �	�	�
����.)�, ( ( (, D�/, 
�� 
��	 *)@C�

� ������	��� ;	��+��, ��� *)@C � ������	�� ��+�� 
	� *
������.*�/, �	�������.*�/,
;
������.*�/, 
�� ;
��
��.*�/ 
�� �	� �� *)@C��

%�
3 )	�� ��	����� ���� 
� +
��
��	�� 	
 �
������ 
�� �
����	������ �	 �	� 
���
�
�	 �� � ��������� �� *)@C�, 
�� �� �� �	� 5�	�� ������� ����� ��	����� �
� �� �	�+��
�� ����
� ���� 	� ���%�������-� ��
���� ;	��+��, ���� ��	����� �
� 	
��� �� �	�+��
�� �	���	��
� ����, ��+�� ��� ���	��	����	� ����� �	���	��
� ���� �� 
����+�� ��
�	���������� 
 �	���	��
�-��0� �
�
 ��������� ��
� �	�����	��� �	 �
�� �	�� �� ��� ����
���	��	����	� .�
� >�	�
�	��A/�

%��3 #��	������ 	� ���%�������-� ��
��� �
� �� 
�
���� �	 �	�+� ��� �
�� ��	�����
	� ���
��� ��
���� ���� 
� �-FC� ��
��� >9
?�A�

10.4.6 Algorithms on �-HB Graphs

DEFINITION

��
3 ��,- �������
���� ����
���� ������ 
�� ��
��� 
	� ����� ����� �� 

�
������
� �.����/-���� �	�-�	�� ���	��	����	� 
��	����� ��
� �	�������� 
 �����	-
���%�������-.� P ��/ �
�
���� ���	��	����	�� .#��	 ��� ������ 
�� >�	B	'
)���A�/
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FACTS

&��3 "+��� �-;� ��
�� �
� �� �	��	��� 
�	� ������ +������� ����� 	��� ��� 	���
��	�

 T 
� 
��� 
�� ;��� 
� 
�� 
� ���	�� ����� �����
���, �
�� �)�� � �L� �) �, 6 T
.)� ,*�/ �� 
 ���
����� ��
�� ���� )� T 7� � 7� 
�� *� � 7� 
 7�, �7�� � �, �7�� �
��, %3 ) � )� �� 
 �
����� ���� �
�� %.)�/ � 7�, 
�� .�� �/ � * �2 .%.�/� %.�// � *�


	� 
�� � � )� 
�� � � )��

&��3 ���� �-;� ���	��	����	� ��
�� �	 �	���	��
�-���� ���
��� ��	��
����� 
�-
�	������ 
	� �
�� ��	����� 	� �-;� ��
���, ����� �������	� .�	�-�	��/ �
���� ��
�
���
��� ��	��
����� .�	��	�-��/� "
�� 
��	�����S� ������� ���� �� �	���	��
� ��-
�
��� 
� �
�� �	�� 	
 ��� ���	��	����	� �� �+
��
��� �.�/ �
�
������, �
�� 	
 �����
��	����� �.�/ �������+� �
��� 	� ��
���� �����	������ #��	, ��� ���	��	����	� �
�
�.�	� �) �/ ������, ����� �) ����� �	���� >�	B	'
)���A

Maximum-Cardinality Independent Set in a �-HB Graph

��������� #��	����� ������� ���	� ���� ��� 
	��	���� �	�
��	�3

� 
>'A T �
 -�
����
���� ����������� ��� ��
� �	��
��� 	��� +������� �� ' � ) �

� 
(0�� ! T �
 -�
����
���� ����������� ����

Algorithm 10.4.10: 5�- ;��"������� 4�"����"��� 9�� �� � � >? 2���


�����3 
 �-;� ��
�� 
 T .)�*/�
,�����3 
(0�� ! .��0� 
�� ����
��� 	
 
 �
 ����-�
����
���� ����������� ���
�� 
/�

1
 �) � T �

>'A
 �'�

"���
1
 
 T 
� 
��� 
�


>'A
 �
 �
�>� A P
�>- A 3 3 � %.)�/� 8 � %.)�/,
.3 
 8 / �*� T !� � T ' � %��.3/� - T ' � %��.8 /�


(0�� ! T 
>) A

EXAMPLE

�	3 9� ���	����
�� #��	����� ������� 	� ��� �-;� ��
�� 
 ��	�� �� 6����� �����$
���	�� F	�� ��
� 
 T 
�
���
�, ����� 
�, 
�, 6, 
�� % 
�� 
� ��	��� ��� �	�-��+��
�	����
��	�� 
�� ����
��0�� 	� ��� ������ ��� �
 ���� ����������� ��� �
� ��0� �,

�� ��� � ������ �	����	� �� �#� �� ,� ���

REMARK

%��3 ��� �
 ����-�
����
���� ���%�� 
�� �-+���� �	�	�
������ ��	����� �
� 
��	 ��
�	�+�� �� �	���	��
� ���� 	� �-;� ��
���� ;	��+��, ��� ���	�
��� ������, �	���
����
���, 
�� �
����	��
� ��	����� 
�� �	� 5�	�� �	 �� �	�+
��� �� �	���	��
� ���� 	� �-;�
��
���� *
 ���� �
������ �� 	
 �	���� �	�+
��� �� �	���	��
� ���� 	� �-;� ��
���,
��� �� �� �	� 5�	�� ������� ���� �
� �� �	�� �	�� �Æ������� ��
� 
	� 
�����
�� ��
����
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Figure 10.4.6 5�-�+#+ !��"������� ��"����"��� ��� �� � � >? ����
$

A Subset of the MSOL� Expressions

*	�� ��	����� ��
� 
�� 5�	�� �	 �� �	�+
��� �� �	���	��
� ���� 
	� �-;� ��
��� 
��
� ��������� �� 
 �
������
� ������
�� �
���
�� ��	�� � ������	�� 
	�� 
 ������ 	
 ���
*)@C� � ������	���

DEFINITION

���3 *)@C�� 
	� 
 ��
�� 
 T .)�*/ ���	��� 
 ������ 	
 *)@C� ���������� �	 +
��-

���� �� ���� �	�
�� ) , 
�� +
��
���� )� ���� �	�
�� �� � *)@C�� �	��
��� �������+�
������
��� ���� 
� #�7
����.��� ��/ 
�� �� � )� � *)@C�� ������� ��� �	���
� 	���
-
�	�� .�, �, �/ 
�� %�
���4��� .�, �/� ;	��+��, ����� �������+�� 
�� �	�����	�� �
��	�
�� �	������ �� 
�� 
�����
�� �
�8 �
���� �+��� *)@C�� � ������	� ���� �	����� ���

	��	���� 
	��
��

.�)�/ ( ( ( .�)�/ ..���/9�.�� � )�� ( ( ( � �� � )�/

�.���/.���/ .#�7
����.��� ��/� ��������9��.�� � )�� �� � )�//

�.���/.���/.� #�7
����.��� ��/� ��������9
�
��.�� � )�� �� � )�///

REMARK

%��3 1� ��4����	� �? 
�	+�, �
�� 9�, �
�� 9��, 
�� �
�� 9 �
�� �� 
� 
�����
�� 
	����


��
� �	������ ��� �����
��� �������+� ������
��� ����� 	���
�	�� �, �, 
�� �� 1
 
�� 	

����� 
	����
� �� �������
��� ����, �� �
� �� 	�������
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EXAMPLE

�
3 ��� *)@C � ������	�� 
	� 1����������)��, ���%��, 
�� D���� �	�	�
���� �
�
�� ��������� 
� �%��+
���� *)@C�� � ������	�� 
� ��	�� ���	�� ;	��+��, 	���� *)@C
� ������	�� ���� 
� �	���
����)�� �	 �	� 
���
� �	 �� � ��������� �� *)@C���

1����������)�� � .�)�/.���/.���/ .#�7
����.��� ��/� �.�� � )� � �� � )�//

���%�� � .�)�/.���/.���/.� #�7
����.��� ��/� �.�� � )� � �� � )�//

D���� �	�	�
���� � .�)�/ ( ( ( .�)�/..���/.�� � )� � ( ( (� �� � )�/

�.���/.���/ .#�7
����.��� ��/� �������.�� � )� � �� � )�///

FACT

&��3 "+��� *)@C��-� ��������� ��	���� �
� �� �	�+�� �� �	���	��
� ���� ���� ���
����� ��
�� �� ���������� �	 
�� ��
�� 	
 �-;� ��
��� >�	B	'
)���A� ���� �������� �+���
���%�������-� ��
��, �+�� �
 ��� ���	��	����	� ���� �� �	� ��	+���� 
� �
�� 	
 ��� ������
@��� 
 ��	���� �� � ������� �� *)@C��, ��� �	���	��
�-���� �������+� 
��	����� �
�
�� ���
��� ����
���
����
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������� �	
��� ���
���� ����
���	�

������ ��� ���	
 ���	
�
 ���� ������


������ �	�	
�
 ���� ��� ����	��

������ �������� �	����� ������


������  �!��	��
� "�� ���	
�
 ����

�����# $��	���� ��� %�����	��� �" ���	
�
 ����

&�"����
��

Introduction

��� ��&��
� ���' !����
� 	� ��� �" ��� ���	
 '�����
� 	� 
�
�	�����	�� �'�	�

	(��	��� )� 
����� � ���!� *��	��� �" '�����
� 	� � �	*���� ��� �" �''�	
��	�� �����
	�
���	�! ���� +��	�! �����!� � 
�

��	
��	��� ������,- '���� +��	�! �����!� ��
���
��	
�� ������,- �	.�	�� +��	�! �����!� '	'�� ��� '���� +��	�! �����!� � "�
�����
)� ��� ���� ���*�� �� � '������'	
�� '�����
 	� ��!��	��
 ���	!�- ��� 
��� ���"�� ���
'����"�� 	���� ���� /��� 	������
�� 	� ��� 
������ �" 
��	
�
 +���� ��	� ��
�	��
�	�� ���
�	�� 
��	
�
 +��� ��� ��
� !������	(��	���� ��� ���, ��  ��0�- ��!����	
��� 1��	� 2 ���1�3�4 	� �� ��
������ ��"����
� ��� 	�
����� � ���!� ��
��� �" �''�	�

��	���� 1���� ����� ��� ���*��� �	�� �	!�	/
��� 
�*���!� �" 
��	
�
 +��� 	�
����
2������5
364- 2%*734- 28�794- 2��5�6�4- 2��6�4- ��� 2:�����3;4�
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11.1.2 Minimum Cuts and Duality
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Cuts in a Network

 � ��� �
	 
�
�	��� ��� 
��
�'�� �" (��	�	���$�
	 ?
9��@ ��� �� ?�	�@��������
�	��� �
	
�" ��!��� ?
���@�

DEFINITIONS

��= 8�� � > ?���� �� �� ��	@ �� �� ��� ������,- ��� ��� � ��� � "��
 � '���	�	�� �" �
��
� ���� ����
� � � � ��� �	�, � � � � ���� ��� ��� �" ��� ��
� ���� ��*� ��� ���'�	��
	� ��� � ��� ��� ����� ���'�	�� 	� ��� � 	� 
����� �� ��� �
	 �" ������, � ��� 	� �������
��� � ��  � ��
 ?�� 
@ 	� � ��
��
� �
� �" ��� 
�� 	" � � � ��� 
 � � - ��� ?�� 
@ 	� �
������
� �
� 	" � � � ��� 
 � ��
��= ��� ������	� �� �� ��� �
	 ��� � �- ������� ��	��� � �- 	� ��� ��
 �" ��� 
�'�
	�	��
�" ��� "������ ��
� �" ��� 
�� 	� ��� "������ �	��
�	��- 	���-

��	��� � � >
�

���������������

��	?�� 
@

��=  �����
� ��� �
	 	� � +�� ������, � 	� � 
�� �" 
	�	
�
 *����- ���� 	�

	����	��� � � = ��� � � 	� �� ��� 
����

EXAMPLES

��= ��� ��� 
�� ���� �� ��� �
� ��� > �?��
@� ?�� �@� �''���� 	� �	!��� ������� ���

�'�
	�� �" ��� 
�� ��	��� � � > ��	?��
@ B ��	?�� �@ > ��� C��	
� ���� ?
� �@ 	� �
��
,���� ��
 ��� ���
� 	�� 
�'�
	�� 	� ��� 	�
����� 	� ��� 
�'�
	�� �" ��� 
���

Figure 11.1.3 � 
 �	� !�� ���� �� ��� �
� ���> �?��
@� ?�� �@�  �" !�#�!��$ ���

��=  
	�	
�
 
�� �" 
�'�
	�� �; �''���� 	� �	!��� �������

Figure 11.1.4 � ������� !�� 
� !�#�!��$ ���

                          



Weak Duality
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The Residual Network and Flow-Augmenting Paths
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11.2 MINIMUM COST FLOWS
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11.2.1 The Basic Model and Definitions
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11.2.2 Optimality Conditions
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11.2.4 Algorithms for Minimum Cost Flow
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11.3 MATCHINGS AND ASSIGNMENTS
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Bipartite Maximum-Weight Matching Algorithm
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11.3.3 Matchings in Nonbipartite Graphs
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11.4 COMMUNICATION NETWORK DESIGN MODELS
!��"��� ������������ ����
���	� �# !�		��
���

����� ������$�
��� �������
�
		� ���	�	
	
 �# %
��������

������ :������ C�����, ���	!� �����

������ J�
�'�
	����� C�����, ���	!�

������ 5��*	*���� C�����, ���	!�

������ ��'�
	����� C�����, ���	!�

&�"����
��

Introduction

����
�

��	
��	�� ������, ���	!� ��'������� � 
�0�� �''�	
��	�� �" !��'� �������
 �����!� ������, ���	!� '�����
� 
�
� 	� 
��� �	<����� +�*��� ���� 
�����'��� ��
�	<����� ����
�

��	
��	�� �''�	
��	�� 
�������- ��� 
�

�� ���
� �
���� ��� ��
�
'�����
� 	� ���� �� ���� �� 
����
� � ��� �" ��
��	��� ?"�� ���
'��- 
����
���- 
�
�
'�����- 
	�	��- �� 
�

��	
��	�� ��	�
���@ ��	�! �����
	��	�� �	�,� ?��	
� 
�� �� 
��
��� �� 
�'�
	�����@ 	� ����� �� ���	�"� ��� ��
��� ?
���	��	�! �" *�	
�- *	���- �� ����
���Æ
@ ������� '�	�� �" ��
��	��� �� 
	�	
�
 
���� A�	�� �	
'�� �� �����- ������,
���	!� '�����
� ��� 
������!	�! "��
 ��� 
����	�!- ��!��	��
	
- ��� 
�
'����	����
'���'�
�	*��- ��� �*�� ��� �	
'���� ������, ���	!� '�����
� �����! �� ��� 
���� �" C��
���� '�����
�� ���� 
����	
�� !��'� ������ '�����
�- "�� ���
'��- ��� 5��	��� ����
������
- ��� ���*��	�! 5����
�� ������
- ��� ��� ����
����
��� '�����
- ��� �'�
	��

���� �" ��� !������ ������, ���	!� '�����
�

)� ��	� 
��'���- �� /��� '������ � !������ ������, ���	!� 
���� ��� ���� 
���	���
� ��
��� �" 	�� �'�
	�� 
����� 5	�
� ��� *��� �
�'� �" ������, ���	!� '��*���� �� "��

��	�! 
�
'������	*�- ��� ��0�
�	*� 	� �� 	������
� ��
� 
������ ������, ���	!� 
�����-
����! �	�� ���	� 	
'������ ����
����� '��'���	�� ��� �����	�� ��!��	��
��

11.4.1 General Network Design Model

Preliminaries

DEFINITIONS

��=  ��	��
� 	� � !��'� � > ?
��@- ����� 
 	� ��� ��� �" ����� ?�� *���	
��@ ���
� 	� ��� ��� �" ��!��� ��� ����� ������ !��!��'�	
�� ��
��	��� ����� 
�

��	
��	��
��
���� ��	!	���� �� ���
	����- �� ��
��	��� ����� ����	�! �������� ��� ��"����� ���
	��������� ��� ��!�� ������ '�����	�� �����
	��	�� �	�,�� �����!���� ��	� ��
�	��-
	
 	 > ' ��� 	�	 > (�

                          



��=  �������	�- ������� �� !- ��"��� �� � 
�

��	
��	�� ������ �" *���� ��
?
������� 	� ��	� ��
 ������ �����@ ������� ��� �
���� ���� �?!@ � 
 ��� ����
	���	��� ���� ;?!@ � 
 � 8�� � ������ ��� ��� �" ��� 
�

��	�	�� ���  > 	�	�

��=  ����
����	��� ������	�- �� �	
'�� � ������	�- 	� � �����
	��	�� 
��	�
 ?��!�-
� 
�''�� 
����- � /�����'�	
 
����- �� � 
������� ���������������	�� 
����
�	��@ 	��������
�� � ������, ��!�� )� ��� �	�
���	��- �� ����
� ���� ��� "�
	�	�	�� ��� 
���
��	��-
���� 	�- 	" � "�
	�	�� �" 
�'�
	�� ) 	� 	�������� �� �� ��!�- ���� 	� '��
	�� � ����� +�� �"
) �� ��� ��!� 	� ��
� �	��
�	���

��= )" ��� "�
	�	�� ������ ���	
	��� +�� �" ��� 
�

��	�	��- 	� 	� ��	� �� �� 
����
����	�	��- ������	�� 	� 	� ��	� �� �� ������	�	��� ��� 
�'�
	�� 
������� 	� �(� �" �
"�
	�	�� 	� ��"����� �� �� 	�� �������	��

��������� 8�� � > ��� �� � � �� <� ������ ��� ��� �" ������	� ������ ������� �� ������	�
������	�H ��� 
�'�
	�� �" ��� "�
	�	�� ��*�� � 	� )
- � > �� � � � � � <- ����� )� � )� �
� � � � )$�

��������� ��� ?�����!��	*�@ !��� ���	 �" 	������	�! � "�
	�	�� �" 
�'�
	�� )% �� ���
��!� ��� :� � � 	� �%
! "�� � > �� �� � � � � <- �	�� �

%

! � �%��


! � ��� ?�����!��	*�@ ��
�����
���	 �" ����	�! ��� ��	� �" 
�

��	�� ! "��
 ���� � �� ���� : �� ��!� ��� :� 	� �������
$�
!�

��=  ���	�� ������ �� '��
����� ��� ���� �	!��� ��� 
�� �� 	�������� �� ��
� ����
	� � ������ - � 
 � %�
� ��	�
� ��� 
�'�
	�� � - ��� "�� ��
� ���� � � - - �
 �������
��� ���	�� ���	����	��� ���	�

��= ��� ��	��
� ������ �
����� 	� �� 	������ 
�'�
	��- 	������ ��	�
���- ��� �����
��� 
�

��	�	�� �� 
	�	
�
 
����

��=  ������
� ��������	���
 �
��
�� ��"#� 	� � '�����
 
���	��	�! �" � �	����

���	�*��	���� "��
�	�� �� �� 
	�	
	(�� �� 
��	
	(�� ���0�
� �� �	���� 	��.���	�	��
	�*��*	�! ����� *��	�����- ����� ��
� �" ��� *��	����� ��� �����	
��� �� 	���!�� *������
 � ��	���
 �
��
�� �"#� 	� ��� 	� ��	
� ��� *��	����� ��� �����	
��� �� �� 	���!���
*�����- ��� � �����
 �
��
�� �$#� 	� ��� 	� ��	
� �� *��	����� ��� �����	
��� �� ��
	���!�� ?	���- ��� *��	����� ��� ���	��
�
�@�

��������� ��� �'�	
�� *���� �" ��� 
����
��	
�� '��!��
 � ��/��� ���*� ?8�- )�-
�� �)�@ 	� ������� "
 �

SUMMARY OF NOTATION

� C�����, � > ?
��@- ' ����� ��� ( ��!���

� 5�� � �" 
�

��	�	��- ! > �� �� � � � � �
� %�
� 
�

��	�� ! ��� ��	!	� �?!@- ����	���	�� ;?!@- ��
��� �� �'�- ��� � *��	�
���� 
��� $�
! �" ����	�! ��� ��	� "��
 ���� � �� : �� ��!� ��� :��

� 5�� � �" "�
	�	�� ��*���- � > �� �� � � � � <�
� %�
� "�
	�	�� ��*�� � ��� 
�'�
	�� )% ��� /��� 	��������	�� 
��� �%
! �� ��!� ��� :��
� %�
� ���� � � - � 
 ��� � ��	�
� 	��������	�� 
��� �
�

                          



General Edge-Based Flow Model
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General Model: Edge-flow [GM:EF]
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General Path-Flow Model
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11.4.3 Survivable Network Design (SND)
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11.4.4 Capacitated Network Design
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DEFINITIONS
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Diversification and Reservation Model [DR]
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GLOSSARY FOR CHAPTER 11
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