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Vorwort

Ein Hauptanliegen der Mathematikausbildung ist die Schulung der Fihigkeit, lo-
gisch zu denken und komplexe Zusammenhénge zu analysieren und zu verstehen.
Eine solche Analyse erfordert das Erkennen und Herausarbeiten moglichst einfa-
cher Grundstrukturen, welche einer Vielzahl duflerlich verschiedener Problemstel-
lungen gemein sind. Dazu bedarf es eines geriittelten Mafles an Abstraktionsfihig-
keit, die es erlaubt, sich auf den wesentlichen Kern zu konzentrieren, ohne sich von
aktuellen Einkleidungen und Nebenséachlichkeiten ablenken zu lassen.

Erlernen und Einiiben solcher Fahigkeiten kénnen natiirlich nicht im ,,luft-
leeren Raum® erfolgen. Sie sind an ein sorgfiltiges Ausarbeiten von Einzelheiten
gebunden. Nur eine stete geistige Auseinandersetzung mit konkreten Fragestellun-
gen und das Ringen um ein tieferes Verstéindnis, auch von Details, kénnen zum
Erfolg fithren.

Das vorliegende Werk ist entscheidend vom Streben nach Klarheit, Trans-
parenz und Konzentration auf das Wesentliche gepriigt. Es verlangt vom Leser!
von Anfang an die Bereitschaft, sich mit abstrakten Konzepten auseinanderzuset-
zen, sowie ein betrichtliches Mafl an Mitarbeit und Eigeninitiative. Er wird fiir
seine Miithen durch die Schulung seiner Denkfihigkeit reichlich belohnt. Dariiber-
hinaus werden ihm die Grundlagen fiir eine tiefergehende Beschéiftigung mit der
Mathematik und ihren Anwendungen vermittelt.

Dieses Buch ist der erste Band einer dreiteiligen Einfiihrung in die Analysis.
Sie ist aus Vorlesungen hervorgegangen, welche die Autoren im Laufe der letzten
sechsundzwanzig Jahre an den Universitdten Bochum, Kiel und Ziirich, sowie Basel
und Kassel abgehalten haben. Da wir hoffen, daf§ das Werk auch zum Selbststudi-
um und zu Ergidnzungen neben Vorlesungen verwendet werde und der Leser daran
interessiert sei, eine gute mathematische Allgemeinbildung zu erwerben, haben wir
mehr Stoff aufgenommen, als in einer dreisemestrigen Vorlesung behandelt werden
kann. Dies geschah einerseits zur Abrundung und um Ausblicke zu geben, anderer-
seits, um schone und wichtige Anwendungen der entwickelten Theorie aufzuzeigen.
Es ist uns ein Anliegen zu demonstrieren, dafl die Mathematik nicht nur Eleganz

n diesem Werk verwenden wir im Interesse der deutschen Sprache durchgehend die ménn-
liche Form. Dies ist im Sinne einer ,,Variablen“ zu verstehen, an deren Stelle nach Bedarf und
Bezug das weibliche Aquivalent treten kann.



vi Vorwort

und innere Schonheit besitzt, sondern auch schlagkriftige Methoden zur Losung
konkreter Fragestellungen zur Verfiigung stellt.

Die ,,eigentliche Analysis* beginnt mit Kapitel II. Im ersten Kapitel haben wir
auch Grundbegriffe bereitgestellt, die in der Linearen Algebra entwickelt werden.
Daneben sind wir relativ ausfiihrlich auf den Aufbau der Zahlensysteme einge-
gangen. Dieses Kapitel ist insbesondere fiir das Selbststudium konzipiert. Es ist
bestens geeignet, den Leser in der logisch exakten Deduktion einfacher Sachver-
halte zu iiben und ihn darin zu schulen, sich auf das Wesentliche zu konzentrieren
und kein unbewiesenes a-priori-Wissen unreflektiert zu iibernehmen. Dem erfahre-
nen Dozenten wird es leichtfallen, eine geeignete Stoffauswahl zu treffen, oder die
entsprechenden Grundlagen an spéterer Stelle, wenn sie erstmals ben6tigt werden,
zu behandeln.

Wir haben uns bemiiht, mit diesem Werk ein solides Fundament zu legen
und eine Analysis zu lehren, welche dem Leser spéter ein tieferes Eindringen in die
moderne Mathematik erleichtert. Deshalb haben wir alle Begriffe und Konzepte
von Anfang an in der Allgemeinheit dargestellt, in der sie spéter auch bei einer
weitergehenden Beschéftigung mit der Mathematik und ihren Anwendungen ge-
braucht werden. So muf} sich der Student den Stoff nur ein einziges Mal erarbeiten
und kann dann, hierauf aufbauend, zu neuen Erkenntnissen fortschreiten.

Wir sehen davon ab, hier eine nidhere Beschreibung des Inhaltes der drei
Béande zu geben. Hierzu verweisen wir auf die Einleitungen zu den einzelnen Ka-
piteln sowie auf das ausfiihrliche Inhaltsverzeichnis. Wir mdchten die Aufmerk-
samkeit jedoch besonders auf die zahlreichen Ubungsaufgaben lenken, die wir den
einzelnen Paragraphen beigegeben haben. Das Bearbeiten dieser Aufgaben ist ei-
ne unabdingbare Voraussetzung fiir ein vertieftes Verstéindnis des Stoffes und eine
wirksame Selbstkontrolle.

Beim Schreiben dieses ersten Bandes konnten wir von der Hilfe zahlreicher
Kollegen und Schiiler profitieren, welche uns mit konstruktiver Kritik zur Seite
standen und uns halfen, zahlreiche Druckfehler und Unrichtigkeiten zu beseiti-
gen. Besonders danken moéchten wir hier Peter Gabriel, Patrick Guidotti, Stephan
Maier, Sandro Merino, Frank Weber, Bea Wollenmann, Bruno Scarpellini und,
nicht zuletzt, den Horern der verschiedenen Vorlesungen, welche durch ihre po-
sitiven Reaktionen und spiiteren Erfolge uns in unserer Art, Analysis zu lehren,
bestérkten.

Von Peter Gabriel erhielten wir Unterstiitzung, die weit iiber das iibliche
Maf} hinausreicht. Er hat in uneigenniitziger Weise den Anhang ,,Einfiihrung in
die SchluBlehre® verfaflt und uns zur Verfiigung gestellt. Dafiir gebiihrt ihm unser
ganz besonderer Dank.

Wie bei fritheren Gelegenheiten auch wurde ein wesentlicher Teil der Arbeit,
die zum Gelingen eines solchen Werkes notig ist, ,hinter den Kulissen“ geleistet.
Dabei ist von unschitzbarem Wert fiir uns der grofle Beitrag unseres ,,Satzper-
fektionisten®, der unzihlige anstrengende Stunden vor dem Bildschirm und lan-
ge hartnéickige Diskussionen grammatikalischer Feinheiten beigesteuert hat. Der



Vorwort vii

perfekte Satz dieses Buches und die grammatisch richtigen Sétze sind allein sein
Verdienst. Unser allerherzlichster Dank gilt ihm.

Herzlich danken mochten wir auch Andreas, der uns stets mit der neuesten
TEX-Version? versorgte und uns bei Soft- und Hardware-Problemen beratend und
helfend zur Seite stand.

Schliefllich danken wir Thomas Hintermann fiir die Anregung, unsere Vorle-
sungen in dieser Form einer gréfleren Offentlichkeit zugénglich zu machen, sowie
ihm und dem Birkhéuser Verlag fiir die gute und angenehme Zusammenarbeit.

Ziirich und Kassel, im Juni 1998 H. Amann und J. Escher

Vorwort zur zweiten Auflage

In dieser Neuauflage haben wir Ungenauigkeiten und Fehler ausgemerzt, auf die
wir durch aufmerksame Leser hingewiesen wurden. Besonders wertvoll waren uns
die zahlreichen Hinweise und Anderungsvorschliige unserer Kollegen H. Crauel und
A. Ilchmann. Thnen allen gilt unser herzlichster Dank.

Ziirich und Hannover, im Mérz 2002 H. Amann und J. Escher

Vorwort zur dritten Auflage

Auch in dieser Auflage haben wir weitere Fehler korrigiert, die uns in der Zwischen-
zeit zur Kenntnis gebracht worden sind. Besonders zu Dank verpflichtet sind wir
Gary Brookfield, der uns anliBlich seiner Ubersetzung dieses Bandes ins Englische
auf Unstimmigkeiten aufmerksam gemacht und einzelne Beweisvereinfachungen
vorgeschlagen hat. Wir danken auch Filip Béar, der ausfiihrliche ,, Anmerkungen
und Errata“ zu unseren Bénden geschrieben (http://matheplanet.com) und uns
seine Korrekturliste zugesandt hat.

Ziirich und Hannover, im Mérz 2006 H. Amann und J. Escher

2Fiir den Text wurde ein IATEX-file erstellt. Die Abbildungen wurden zusitzlich mittels Corel-
DRAW! und Maple gestaltet.
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Kapitel I

Grundlagen

Grofle Teile dieses ersten Kapitels handeln von ,,den Zahlen“. Letztere stellen un-
bestreitbar die Grundlage der gesamten Mathematik dar, was eine vertiefte Be-
trachtung nicht nur rechtfertigt, sondern unabdingbar macht. Ohne eine genaue
Kenntnis der Eigenschaften der Zahlen ist ein tieferes Verstéindnis der Mathematik
nicht moglich.

Wir haben uns dafiir entschieden, einen konstruktiven Aufbau der Zahlensy-
steme vorzustellen. Ausgehend von den Peano-Axiomen fiir die natiirlichen Zahlen
werden wir schrittweise immer umfassendere Zahlenbereiche konstruieren. Dabei
werden wir uns von dem Wunsch leiten lassen, gewisse ,natiirliche” Gleichungen
zu ,16sen. Auf diese Weise werden wir von den natiirlichen iiber die ganzen und
die rationalen zu den reellen Zahlen aufsteigen, um schliefflich als letzten und um-
fassendsten Zahlenbereich die komplexen Zahlen zu konstruieren. Dieses Vorgehen
ist relativ langwierig und verlangt vom Leser ein betrichtliches Mafl an Einsatz
und Mitdenken. Er wird dafiir durch die Schulung seines mathematischen Denk-
vermogens reichlich belohnt.

Bevor wir iiberhaupt von dem einfachsten aller Zahlensysteme, den natiirli-
chen Zahlen, sinnvoll sprechen kénnen, miissen wir auf mengentheoretische Grund-
begriffe eingehen. Hierbei, wie auch bei der Behandlung der logischen Grundlagen
im ersten Paragraphen, handelt es sich in erster Linie darum, eine prézise ,,Spra-
che* zu formulieren und genaue ,, Rechenregeln® festzulegen. Auf axiomatische Be-
griindungen der Logik und Mengenlehre kénnen und wollen wir nicht eingehen.

Dem Leser diirfte von der Schule her bereits ein Teil des Stoffes der ersten
vier Paragraphen bekannt sein — zumindest ,der Spur nach® und in einfachen Si-
tuationen. Wir haben jedoch bewuft darauf verzichtet, Anleihen beim Schulwissen
zu machen und haben von Anfang an einen relativ abstrakten Rahmen gewéhlt.
So achten wir streng darauf, dafl nichts verwendet wird, was zuvor nicht prézise
definiert oder bereits bewiesen worden ist. Es ist uns wichtig, dafl der Student
von Anfang an lernt, ,,genau hinzusehen“ sowie mit den Definitionen zu arbeiten
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und aus ihnen Folgerungen zu ziehen, ohne zusétzliche Informationen zu verwen-
den, die fiir ein gegebenes Problem irrelevant und der Klarheit der Beweisfithrung
abtraglich sind.

Der Aufstieg vom Einfachen, den natiirlichen Zahlen, zum Komplizierten, den
komplexen Zahlen, geht Hand in Hand mit dem Fortschreiten von sehr einfachen
algebraischen Strukturen zu relativ reichhaltigen Objekten. Aus diesem Grund be-
handeln wir einigermafien ausfiihrlich in den Paragraphen 7 und 8 die wichtigsten
algebraischen Grundbegriffe. Wiederum haben wir einen abstrakten formalen Zu-
gang gewihlt, da wir den Anfiinger daran gewohnen wollen, auch in komplizierten
Situationen, wie wir sie in spéteren Kapiteln antreffen werden, einfache Strukturen
zu sehen, die in der gesamten Mathematik omniprisent sind. Ein vertieftes Studi-
um dieser algebraischen Grundbegriffe ist Gegenstand der (Linearen) Algebra. In
den entsprechenden Vorlesungen und der einschldgigen Literatur wird der Leser
weitergehende Anwendungen der algebraischen Theorie finden. Hier geht es dar-
um, Rechenregeln abzuleiten, die immer dann gelten, wenn einige wenige Axiome
erfiillt sind. Das Erkennen einfacher algebraischer Strukturen in komplexeren Pro-
blemen der Analysis wird es uns spiiter erlauben, den Uberblick iiber ausgedehnte
mathematische Gebiete zu behalten und die letzteren innewohnenden Gemeinsam-
keiten zu sehen. Auflerdem soll der Leser friihzeitig merken, dafi die Mathematik
eine Einheit ist und nicht in disjunkte, voneinander isolierte Teile zerfillt.

Da der Anfanger iiblicherweise parallel zur Einfithrung in die Analysis eine
ebensolche in die Lineare Algebra erhilt, haben wir uns auf das Wesentliche be-
schrankt. Dabei haben wir uns bei der Auswahl der vorgestellten Begriffe durch
unsere spiteren Bediirfnisse leiten lassen. Dies trifft besonders auf den in Pa-
ragraph 12 behandelten Stoff, nimlich Vektorriume und Algebren, zu. Letztere
werden uns, z.B. in Form von Funktionenalgebren, beim tieferen Eindringen in die
Analysis auf Schritt und Tritt begegnen.

Der etwas ,trockene* Stoff dieses ersten Kapitels wird dadurch etwas aufge-
lockert, dafl wir immer wieder Anwendungen der allgemeinen Theorie behandeln.
Da wir — wie oben bereits erwdhnt — den Leser darin schulen wollen, nur das zu
verwenden, was er sich bereits erarbeitet hat, sind wir anfinglich auf sehr einfa-
che ,interne* Beispiele angewiesen. In spédteren Paragraphen kénnen wir uns dann
mehr und mehr von solchen Beschrinkungen befreien, wie z.B. die Behandlung
des Interpolationsproblems in Paragraph 12 zeigt.

Es sei daran erinnert, daf§ dieses Buch sowohl zum Selbststudium als auch
zum Gebrauch in und neben Vorlesungen gedacht ist. Aus diesem Grund sind
wir in diesem ersten Kapitel ausfiihrlicher und bringen mehr Stoff, als dies in
einer Vorlesung der Fall sein kann. Dem Studierenden legen wir das sorgfiltige
Durcharbeiten dieser ,,Grundlagen* ganz besonders ans Herz. Dabei kénnen beim
ersten Durchgang die in Kleindruck skizzierten Beweise der Theoreme 5.3, 9.1,
9.2 und 10.4 iibergangen werden. Zu einem spéteren Zeitpunkt, wenn der Leser
mit der mathematischen Denkweise besser vertraut ist, sollten diese Liicken aber
unbedingt geschlossen werden.



1.1 Logische Grundbegriffe 3

1 Logische Grundbegriffe

Um komplizierte Sachverhalte iibersichtlich darzustellen, ist es niitzlich, die Nota-
tionen der symbolischen Logik zu verwenden. Diese beziehen sich auf Aussagen,
wobei unter einer Aussage jeder Satz zu verstehen ist, von dem man sinnvollerweise
behaupten kann, daf3 er richtig oder falsch sei. Jeder Aussage kann also der Wahr-
heitswert ,wahr® (w) oder ,falsch“ (f) zugeordnet werden. Eine andere Moglichkeit
gibt es nicht, und eine Aussage kann nicht gleichzeitig wahr und falsch sein.

Beispiele fiir Aussagen sind: , Es regnet“, ,Es stehen Wolken am Himmel*,
,Alle Leser dieses Buches finden, es sei schon®“. Andererseits ist ,,Der hier nie-
dergeschriebene Satz ist falsch“ keine Aussage. Denn wére sie wahr, so triife der
behauptete Sachverhalt zu, der besagt, dal er falsch ist. Wire sie jedoch falsch,
so triafe der Sachverhalt nicht zu; also wéire der Satz wahr und nicht falsch.

Ist A eine Aussage, so erhilt man durch ihre Negation die neue Aussage —A
(in Worten: ,,nicht A%). Hierbei ist =A wahr, wenn A falsch ist, und —A ist falsch,
wenn A wahr ist. Schematisch kénnen wir dies in der Wahrheitstafel

A w f
-4  w

darstellen.

Natiirlich wird ,nicht A* in der sprachlichen Formulierung den Regeln der
Syntax und der Grammatik angepafit. Ist z.B. A die Aussage: , Es stehen Wolken
am Himmel“, so lautet —A: ,Es stehen keine Wolken am Himmel*. Die Negation
der Aussage ,,Alle Leser dieses Buches finden, es sei schon® ist: ,, Es gibt mindestens
einen Leser dieses Buches, der findet, es sei nicht schon® (und nicht etwa: ,,Kein
Leser dieses Buches findet, es sei schén“!).

Aus der Aussage A wird durch Negation die Aussage —A gebildet. Sind A
und B Aussagen, so kénnen diese durch die Konjunktion A und die Disjunktion Vv
zu neuen Aussagen verbunden werden. Dabei ist die Aussage A A B (,,A und B*)
richtig (d.h. wahr), wenn sowohl A als auch B wahr sind, und in allen anderen
Fillen falsch. Die Aussage AV B (,A oder B“) ist falsch, wenn sowohl A als
auch B falsch sind, und richtig in allen anderen Fillen. Diese Definitionen sind in
der folgenden Wahrheitstafel iibersichtlich zusammengefaf3t:

A B AANB AVB
w W w w
w f f w
f w f w
f f f f

Es ist zu beachten, dafl das ,,oder* der Disjunktion nicht im Sinne des die andere
Moglichkeit ausschlieffenden ,,entweder-oder gebraucht wird. ,, A oder B* ist wahr,
wenn A wahr ist, oder wenn B wahr ist, oder wenn beide wahr sind.
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Ist E(z) ein Ausdruck, der eine Aussage darstellt, wenn fiir = ein Objekt
(Mitglied, Ding) einer vorgegebenen Klasse (Kollektion, Gesamtheit) von Objek-
ten eingesetzt wird, so heifit F Eigenschaft. Der Satz: ,x hat die Eigenschaft E*
bedeutet dann: ,E(x) ist wahr“. Gehort z zur Klasse X, d.h., ist 2 ein Element
von X, so schreiben wir x € X, andernfalls! x ¢ X. Dann ist

{zeX; E(x)}

die Klasse aller Elemente z der Kollektion X, welche die Eigenschaft E besitzen.
Ist X die Klasse der Leser dieses Buches und ist E(x) die Aussage: ,,x trigt eine
Brille®, so stellt { # € X ; E(z) } die Klasse der Leser dieses Buches dar, die eine
Brille tragen.

Wir schreiben 3 fiir den Quantor ,es gibt“. Folglich bezeichnet
Jx e X: E(x)

die Aussage: ,Es gibt (mindestens) ein (Objekt) z in (der Klasse) X, welches die
Eigenschaft F besitzt“. Wir schreiben 3lz € X : E(x), wenn es genau ein solches
Objekt gibt.

Fiir den Quantor ,fiir alle“ verwenden wir die Bezeichnung V. Dabei muf} V
in der sprachlichen Formulierung wiederum den Regeln der Syntax und der Gram-
matik angepafit werden. So stellt

Ve e X: E(x) (1.1)

die Aussage dar: ,Fiir jedes (Objekt) x in (der Klasse) X gilt die Eigenschaft F*,
oder ,Jedes x in X besitzt die Eigenschaft E“. Die Aussage (1.1) ist gleichbedeu-
tend mit

E(z) , Vee X, (1.2)

d.h. mit der Aussage: ,Die Eigenschaft F gilt fiir alle z in X“. In der Formulie-
rung (1.2) lassen wir in der Regel den Quantor V weg und schreiben kurz:

E(z) , reX. (1.3)

Ein Ausdruck der Form (1.3) ist also stets zu lesen als: ,,Die Eigenschaft E gilt fiir
jedes x in X“, oder ,Es gilt F fiir alle z in X“.

SchlieBllich verwenden wir das Zeichen := , um ,steht fiir“ abzukiirzen. Also
bedeutet

a:=b,

dafl das Objekt a (als Abkiirzung) steht fiir das Objekt b, oder dafl a ein neu-
er Name ist fiir b. Man sagt auch: ,,a ist definitionsgeméfl gleich b*, oder ,,Das
,Ding* auf der Seite des Doppelpunktes ,wird definiert durch® das ,Ding‘ auf der
Seite des Gleichheitszeichens“. Natiirlich bedeutet a = b, daf§ die Objekte a und b
gleich sind, d.h., dal ¢ und b nur verschiedene Darstellungen desselben Objektes
(Gegenstandes, Aussage etc.) sind.

1Es ist allgemein iiblich, bei Abkiirzungen von Aussagen durch Zeichen (wie € bzw. = etc.),
deren Negation durch Streichen der Zeichen (wie ¢ bzw. # etc.) anzugeben.
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1.1 Beispiele Es seien A und B Aussagen, X und Y seien Klassen von Objekten,
und F sei eine Eigenschaft. Dann verifiziert man leicht die Richtigkeit der folgenden
Aussagen (u.a. durch Verwenden von Wahrheitstafeln):

(a) A = —(~4) = A.
(b) ~(AAB) = (=4) V (=B).
(¢) ~(AV B) = (=A) A (=B),

(d) —=(Vz € X: E(z)) = (3z € X : ~E(x)). Anschauliches Beispiel: Die Vernei-
nung der Aussage ,,Jeder Leser dieses Buches trigt eine Brille“ lautet ,, Mindestens
ein Leser dieses Buches tréagt keine Brille“.

() =(3z € X: E(z)) = (Vo € X : =E(x)). Anschauliches Beispiel: Die Negation
der Aussage ,,Es gibt einen kahlen Einwohner der Stadt Z.“ lautet ,, Kein Einwohner
von Z. ist kahl“.

(f) ~(VzeX: (3yeY: E(x,y)) =3z e X: (VyeY: ~E(z,y))). Anschau-
liches Beispiel: Die Verneinung der Aussage ,,Jeder Leser dieses Buches findet im
ersten Kapitel mindestens einen Satz, der ihm trivial erscheint“ lautet , Fiir min-
destens einen Leser dieses Buches ist jeder Satz des ersten Kapitels nicht trivial®.

(8) ~BzeX: (VyeY: E(xy)) = (VzeX: (JyeY: ~E(x,y))). Anschau-
liches Beispiel: Die Negation der Aussage ,,Es gibt einen Einwohner der Stadt B.,
der mit allen Bewohnern der Stadt Z. befreundet ist“ lautet , Jeder Einwohner
von B. ist mit mindestens einem Einwohner von Z. nicht befreundet®. m?

1.2 Bemerkungen (a) In den obigen Beispielen haben wir der Deutlichkeit halber
Klammern gesetzt. Dies empfiehlt sich stets bei komplizierten, wenig iibersicht-
lichen Sachverhalten. Andererseits wird die Darstellung oft einfacher, wenn man
auf das Setzen von Klammern sowie auf die Angabe der Klassenzugehorigkeit ver-
zichtet, falls keine Unklarheiten zu befiirchten sind. In allen Fillen ist jedoch die
Reihenfolge der auftretenden Quantoren wesentlich. So sind ,,Vx 3y : F(z,y)“ und
»Jdy Va: E(z,y)“ verschiedene Aussagen: Im ersten Fall gibt es zu jedem z ein
solches y, dal E(z,y) richtig ist. In diesem Fall wird y i. allg. von = abhéngen, d.h.,
zu einem anderen z mufl man i. allg. ein anderes y suchen, damit F(z,y) wahr ist.
Im zweiten Fall kann man ein festes y finden, so daf die Aussage F(z,y) fir je-
des z wahr ist. Ist z.B. E(z,y) die Aussage ,,Der Leser x dieses Buches findet den
mathematischen Sachverhalt y dieses Buches trivial“, so lautet die erste Aussage
yJeder Leser dieses Buches findet mindestens einen mathematischen Sachverhalt
dieses Buches trivial“. Die zweite Aussage lautet dagegen ,Es gibt eine mathe-
matische Aussage in diesem Buch, die von jedem Leser dieses Buches als trivial
empfunden wird*“.

2Wir verwenden ein schwarzes Quadrat, um das Ende einer Auflistung von Beispielen, von
Bemerkungen oder eines Beweises zu kennzeichnen.
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(b) Unter Verwendung der Quantoren 3 und V kénnen Negationen ,,mechanisch*
durchgefiihrt werden. Dazu sind die Quantoren 3 und V sowie die Junktoren A
und V jeweils (unter Beibehaltung der urspriinglichen Reihenfolge!) zu vertau-
schen und alle auftretenden Aussagen zu negieren (vgl. die Beispiele 1.1). Dies gilt
auch fiir mehr als ,zweistellige Aussagen. So ist z.B. die Negation der Aussage
SN dyVz: E(z,y,2)" durch ,3zVy 3z: -E(x,y, 2)“ gegeben. m

Es seien A und B Aussagen. Dann erhélt man eine neue Aussage, die Impli-
kation A = B, (,Aus A folgt B¥, ,,A impliziert B* oder , A zieht B nach sich“
etc.) durch

(A= B):=(-A)VB. (1.4)

Folglich ist (A = B) falsch, wenn A richtig und B falsch sind, und richtig in
allen anderen Féllen (vgl. Beispiele 1.1(a), (c)). Also ist A = B richtig, wenn A
und B richtig sind, oder wenn A falsch ist (unabhéngig davon, ob B wahr oder
falsch ist). Dies bedeutet, dafl aus einer richtigen Aussage keine falsche abgeleitet
werden kann, wihrend aus einer falschen jede Aussage hergeleitet werden kann,
egal, ob diese richtig oder falsch sei.

Die Aquivalenz A <= B (,,A und B sind dquivalent“) der Aussagen A und B
wird durch

(A<= B):=(A= B)AN(B=A)

definiert. Statt ,A und B sind dquivalent® sagt man auch: ,A gilt genau dann
(oder: dann und nur dann), wenn B gilt“. Die Aussagen A und B sind genau
dann #quivalent, wenn mit der Aussage A = B auch ihre Umkehrung B = A
richtig ist.

Ist A = B richtig, so ist (die Giiltigkeit von) ,, A hinreichend fir (die Giiltig-
keit von) B“ und (die Giiltigkeit von) ,, B notwendig fiir (die Giiltigkeit von) A“.
Also sind A und B genau dann dquivalent, wenn ,, A notwendig und hinreichend
ist fiir B“.

Es ist eine fundamentale Beobachtung, daf gilt
(A= B) < (-B=-4) . (1.5)

Dies ergibt sich unmittelbar aus Definition (1.4) und Beispiel 1.1(a). Hierbei heif3t
die Aussage -B = —A Kontraposition der Aussage A = B.

Sind z.B. A die Aussage ,,Es stehen Wolken am Himmel“ und B die Aussage
»Es regnet®, so ist B = A die Aussage ,, Wenn es regnet, stehen Wolken am Him-
mel“. Thre Kontraposition lautet: , Wenn keine Wolken am Himmel stehen, regnet
es nicht“.

Aus der Richtigkeit der Aussage B = A folgt i. allg. nicht, dafl die Aussage
—B = - A wahr ist! Auch wenn ,es nicht regnet, konnen ,, Wolken am Himmel
stehen“.
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Wenn A eine Aussage ist, fiir die wir festsetzen, dafl sie genau dann richtig
sein soll, wenn die Aussage B wahr ist, schreiben wir

A<= B

und sagen: , A gilt definitionsgeméifl genau dann, wenn B gilt“.

In der Mathematik wird eine wahre Aussage oft als Satz® bezeichnet. Be-
sonders hiufig treten Sétze der Form A = B auf; also wahre Aussagen der Form
(A= B) = (—A)V B. Hierbei ist natiirlich nur der Fall interessant, in dem A
wahr ist. In diesem Fall ist A = B genau dann wahr, wenn auch B wahr ist. Um
also, unter der Voraussetzung (Annahme) der Richtigkeit der Aussage A, zu zei-
gen, daf} die Aussage A = B richtig, d.h. der Satz A = B giiltig ist, mufl man
beweisen, dafl die Behauptung B richtig ist (daf ,aus der Voraussetzung A die
Behauptung B folgt“).

Zum Beweis eines mathematischen Satzes der Form A = B kann man im
wesentlichen zwei Arten des Argumentierens verwenden: den direkten und den
indirekten Beweis. Der direkte Beweis verwendet die Tatsache, daf} gilt

A=C)AN(C=B)= (A= DB), (1.6)

wie der Leser unschwer verifizieren moge. Um also die Giiltigkeit des Satzes A = B
zu beweisen, wird man die Aussage A = B in bereits als richtig erkannte Teilaus-
sagen A = C und C = B so zerlegen, daB gilt: (A = C) A (C = B). Dann folgt
die Giiltigkeit des zu beweisenden Satzes aus (1.6). Natiirlich kann dieses Vorgehen
wiederholt werden, d.h., A = C und C' = B werden analog zerlegt, usw.

Im indirekten Beweis nimmt man an, die Behauptung B sei falsch, d.h.,
es gelte =B. Dann leitet man — unter der Annahme A und der zusétzlichen
Voraussetzung =B — mittels vorher als richtig erkannter Aussagen die Wahrheit
einer Aussage C ab, von der man bereits weifl, dafl sie falsch ist. Aus diesem
, Widerspruch“ folgt, dafl =B nicht richtig sein kann. Also ist B wahr.

Schliellich ist es oft einfacher, statt des Satzes A = B seine Kontraposition
-B = A zu beweisen. Geméf (1.5) ist die letzte Aussage zu der gewiinschten
dquivalent.

Wir verzichten hier auf die Konstruktion kiinstlicher Beispiele. Dem Leser
wird empfohlen, in den Beweisen der folgenden Paragraphen die entsprechenden
Strukturen zu identifizieren (vgl. insbesondere den Beweis von Satz 2.6).

Die vorangehenden Erklirungen sind unbefriedigend, da wir weder gesagt haben,
was eine Aussage sei, noch wie wir entscheiden kénnen, ob sie wahr sei. Eine weitere
Schwierigkeit liegt in der Tatsache, dafl wir uns der herkémmlichen deutschen Sprache

3Zur klareren Strukturierung verwenden wir in diesem Buch statt ,,Satz“ iiberdies folgende Be-
zeichnungen: Theorem (,,ein besonders wichtiger Satz“), Lemma (,,Hilfssatz*) und Korollar (,,eine
direkte oder leichte Folgerung aus einem unmittelbar vorangehenden Satz“, ein ,Folgesatz*).
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bedienen. Wie jede Umgangssprache enthélt sie viele mehrdeutige Begriffe und Satzbil-
dungen, welche keine Aussagen in unserem Sinne darstellen.

Um eine solide Basis fiir die Regeln des mathematischen Schlieflens zu erhalten,
miissen wir die mathematische Logik zu Hilfe nehmen. Sie stellt formale Sprachen zur
Verfiigung, in denen die zuléssigen Aussagen als Satze erscheinen, welche mittels wohlde-
finierter Konstruktionsvorschriften aus einem vorgegebenen System von ,, Axiomen* abge-
leitet werden kénnen. Bei diesen Axiomen handelt es sich um ,,unbeweisbare“ Aussagen,
welche der Erfahrungswelt der Mathematiker entnommen sind und als allgemeingiiltige
Grundtatsachen anerkannt werden.

Wir sehen hier davon ab, tiefer in solche formalen Bereiche einzudringen, und geben
uns mit unseren obigen Formulierungen zufrieden. Interessierte Leser verweisen wir auf
den Anhang ,Einfithrung in die Schlufllehre*, welcher eine Prézisierung der vorstehenden
Betrachtungen enthélt.

Aufgaben
1 Wird hier logisch richtig geschlossen oder nicht?

(a) Wenn sich die Konsensfihigkeit des Gemeindeprésidenten nicht dndert, dann schligt
die politische Stimmung im Dérfchen Seldwyla nicht um. Wird der Gemeindeprésident
aber konsensfihiger, so wird Seldwyla der Ennettaler Union beitreten. In diesem Fall
wird es einen wirtschaftlichen Aufschwung geben, und im Dérfchen Seldwyla werden
Milch und Honig flieBen. Wenn die politische Stimmung nicht umschlégt, droht Seldwyla
hingegen eine Rezession.

Somit droht dem Déorfchen Seldwyla eine Rezession, oder es werden Milch und
Honig flielen.

(b) Wenn Majestix seine Pflicht nicht vernachlissigt, bereiten sich unsere wohlbekann-
ten Gallier auf das nédchste Wildschweinessen vor. Wenn er seine Pflicht vernachléssigt,
herrscht ein zu geringer Lauwarme-Cervisia-Konsum. Es wird aber entweder geniigend
lauwarme Cervisia getrunken oder zuwenig. Letzteres ist jedoch niemals der Fall. Also
vernachldssigt Majestix seine Pflicht keinesfalls.

2 ,Meiers werden uns heute abend besuchen“, kiindigt Frau Miiller an. ,,Die ganze Fa-
milie, also Herr und Frau Meier mit ihren drei Kindern Franziska, Kathrin und Walter?“
fragt Herr Miiller bestiirzt. Darauf Frau Miiller, die keine Gelegenheit voriibergehen 148t,
ihren Mann zu logischem Denken anzuregen: ,,Nun, ich will es dir so erkldren: Wenn Herr
Meier kommt, dann bringt er auch seine Frau mit. Mindestens eines der beiden Kinder
Walter und Kathrin kommt. Entweder kommt Frau Meier oder Franziska, aber nicht
beide. Entweder kommen Franziska und Kathrin oder beide nicht. Und wenn Walter
kommt, dann auch Kathrin und Herr Meier. So, jetzt weiflt du, wer uns heute abend
besuchen wird.

Wer kommt und wer kommt nicht?

3 In der Bibliothek des Grafen Dracula gibt es keine zwei Biicher, deren Inhalt aus gleich
vielen Wortern besteht. Die Anzahl der Biicher ist grofler als die Summe der Anzahl der
Worter jedes einzelnen Buches. Diese Aussagen geniigen, um den Inhalt mindestens eines
Buches aus Draculas Bibliothek genau zu beschreiben. Was steht in diesem Buch?
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2 Mengen

Die Grundtatsachen der Mengenlehre setzen wir als bekannt voraus. Jedoch erin-
nern wir im folgenden an die wesentlichen Begriffe, um eine klare Grundlage zu
haben und um die Bezeichnungen festzulegen. Aufilerdem behandeln wir Erweite-
rungen, Folgerungen und Rechenregeln.

Elementare Tatsachen

Sind X und Y Mengen, so bedeutet die Aussage X C Y (,, X ist Teilmenge von Y ¢
oder ,X ist in Y enthalten®), dal jedes Element von X auch zu Y gehort, d.h.
Ve e X:xzeY. Wir schreiben Y D X fiir X C Y und sagen ,Y ist Obermenge
von X“. Die Gleichheit von Mengen wird durch
X=Y < XcY)A(Y CX)
definiert.
Die Aussagen

XcX (Reflexivitiit)

(XCY)AN(Y CZ)= (X CZ) (Transitivitit)
sind offensichtlich. Gelten X C Y und X # Y, so heifit X echte Teilmenge von Y,

und Y ist eine echte Obermenge von X. Diesen Sachverhalt bezeichnen wir gele-
gentlich mit X CY oder Y 2 X und sagen: ,, X ist echt in Y enthalten®.

Ist X eine Menge und ist E eine Eigenschaft, so ist {z € X ; E(z) } die
Teilmenge von X, die aus allen Elementen x von X besteht, fiir die F(z) wahr ist.
Die Menge (x :={z € X ; x # x } ist die leere Teilmenge von X.

2.1 Bemerkungen (a) Es sei E eine Eigenschaft. Dann ist die Aussage
relbx =F (z)
fiir jedes x € X richtig (,Die leere Menge besitzt jede Eigenschaft“).
Beweis GemifB (1.4) gilt:
(x €lx = E(z)) =~(z € 0x)V E(z) .
Die Negation —(z € @x) ist aber fiir jedes z € X wahr. m

(b) Sind X und Y Mengen, so gilt 0x = @y, d.h., es gibt genau eine leere Menge;
sie wird mit () bezeichnet und ist Teilmenge jeder Menge.

Beweis Aus (a) folgt x € 0x = z € Dy, also 0x C 0y . Durch Vertauschen von X und Y’
erhalten wir 0x = (0y. m

Die Menge, die aus dem einzigen Element x besteht, wird mit {z} bezeichnet.
Sie ist eine einpunktige Menge. Analog ist {a,b,...,*, ®} die Menge, die aus den
Elementen a, b, ..., *, ® besteht.
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Die Potenzmenge

Ist X eine Menge, so ist auch ihre Potenzmenge B (X) eine Menge. Die Elemente
von P(X) sind gerade die Teilmengen von X. Statt §3(X) schreibt man auch 2%
(aus Griinden, die in Paragraph 5 klarwerden; vgl. auch Aufgabe 3.6). Offensicht-
lich gelten die folgenden Aussagen:

eP(X), XePX).
reX < {z} e P(X) .
YCcX < YePX).

Insbesondere ist (X ) stets nicht leer.

2.2 Beispiele (a) T(0) = {0}, P({0}) = {0.{0}}.
(b) PB({ ©}) = {0, {}.{},{x©}} =

Komplemente, Durchschnitte und Vereinigungen

Es seien A und B Teilmengen einer Menge X. Dann ist
A\B:={zeX; (xcA)AN(x¢B)}

das (relative) Komplement von B in A. Ist es (aus dem Zusammenhang) klar, von
welcher Obermenge X die Rede ist, setzen wir

A% :=X\A
und nennen A¢ Komplement von A. Damit ist offensichtlich, daf3
A\B=AnNB*

gilt.
Die Menge
ANB:={zeX; (xcA)A(xeB)}

(,A geschnitten mit B“ oder ,A Durchschnitt B*) heifit Durchschnitt von A
und B. Gilt AN B = (), haben also A und B kein Element gemeinsam, sagt man
»A und B sind disjunkt“. Die Menge

AUuB:={zeX; (z€A)V(zeB)}

(,A vereinigt mit B“) heifit Vereinigung von A und B.
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2.3 Bemerkung Es ist empfehlenswert, sich Relationen zwischen Mengen gra-
phisch, in sogenannten Venn-Diagrammen, zu veranschaulichen. Dabei werden
Mengen schematisch durch Bereiche in der Ebene dargestellt, bzw. durch die sie
umschliefenden Kurven.

A X\(AUB)

Derartige Skizzen besitzen natiirlich keinerlei Beweiskraft. Sie sind aber zur Forde-
rung der Intuition duflerst niitzlich. m

Im folgenden Satz stellen wir einige einfache ,, Rechenregeln® zusammen, wo-
bei wir in Klammern die dafiir iiblichen Bezeichnungen angeben.

2.4 Satz FEsseien X,Y und Z Teilmengen einer Menge. Dann gelten die Aussagen:
(i) XUY =YUX, XNY =Y nNX. (Kommutativitét)
(i) XuYuz)=(Xu)uZz, Xn{nZzZ)=(XnNY)NZ. (Assoziativitit)
i) Xul¥YnzZ)=XuYy)nxXxuvz), . . .
(Distributivitét)
XNYuz)=XnY)u(Xn2Z).
iv) XCY = XUY=Y <= XnY=X.

Beweis Dies folgt unmittelbar aus den Definitionen®. m

Produkte

Aus zwei Objekten a und b bilden wir ein neues Objekt, das geordnete Paar (a, b).

Hierbei wird die Gleichheit von zwei geordneten Paaren (a,b) und (a’,b’) durch
(a,b) = (a',V) = (a=d) A (b=1V)

definiert. Das erste [bzw. zweite] Element eines geordneten Paares x = (a,b) heifit

erste [bzw. zweite] Komponente von z. Wir setzen auch

pri(z) :==a, pro(z):=b,
und nennen pr;(z) j-te Projektion von z = (a,b) fiir j = 1,2 (d.h. fiir j € {1,2}).

IMit derartigen und dhnlichen Aussagen (wie: ,,Dies ist offensightlich“, ,»Dies gilt trivialerwei-
se“ etc.) meinen wir natiirlich, dal der Leser die notwendigen Uberlegungen und Rechnungen
selbst durchfiithren und sich die Behauptungen klarmachen soll!
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Sind X und Y Mengen, so besteht das (cartesische) Produkt X x Y von X
und Y aus allen geordneten Paaren (z,y) mit z € X und y € Y. Dann ist X x Y
wieder eine Menge.

2.5 Beispiel und Bemerkung (a) Fiir X := {a,b} und Y := {x, ®,0} gilt:

X xY = {(a,%),(b,%), (a,0), (b, ®), (a,0), (b, D) } .

(b) Ahnlich wie in Bemerkung 2.3 ist es niitzlich, sich X x Y graphisch zu ver-
anschaulichen: In diesem Fall werden
die Mengen X und Y durch gerade Li-
nien représentiert und X x Y durch die
Rechtecksfliche. Es sei aber wiederholt, Y XxY
da derartige Darstellungen keinerlei
Beweiskraft besitzen, sondern nur zur
Intuition bei Beweisen niitzlich sein X
konnen. m

Um den Leser in die Beweistechniken einzufiihren, geben wir einen ausfiihr-
lichen Beweis fiir einige der folgenden elementaren Aussagen:

2.6 Satz FEs scien X und Y Mengen.
i) X xY=0<= (X=0)v (Y =0).
(ii) Im allgemeinen gilt: X x Y #Y x X.

Beweis (i) Wir miissen zwei Aussagen beweisen, ndmlich die Aussage
XXxY=0=(X=0)Vv (Y =0)

sowie deren Umkehrung. Dies deuten wir durch die Symbole ,,=“ und ,,<=* an.

,= Wir fiithren einen Widerspruchsbeweis. Also nehmen wir an, X x Y =)
und die Aussage (X = 0) vV (Y = 0) sei falsch. Dann ist gemif Beispiel 1.1(c) die
Aussage (X #0) A (Y # () richtig. Deshalb gibt es 2 € X und y € Y. Dann ist
aber (z,y) € X XY, was X x Y = ) widerspricht. Also folgt aus X x Y = () die
Behauptung (X = 0) v (Y = 0).

»<=“ Wir beweisen die Kontraposition der Aussage
X=0Vv{ =0)=XxY=0.

Es sei also X x Y # (). Dann gibt es (z,y) € X x Y. Alsosind z € X und y € Y.
Folglich gilt (X #0)A (Y £0)=-((X =0)V (Y =0)).
(ii) ist offensichtlich (vgl. Aufgabe 4). m
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Das Produkt von drei Mengen X, Y und Z wird durch
XXxYxZ:=(XxY)xZ

definiert. Diesen Prozess kénnen wir wiederholen?, um das Produkt von n Mengen
zu definieren: X3 X -+ x X, := (X3 X -+- X X;,_1) X X,,. Fiir ein Element z von
X1 x -+ x X,, schreiben wir (z1,...,z,) statt ( - ((z1,22), x3), - - . ,xn)‘ Dann
ist z; fiir 1 <j <n die j-te Komponente von z. Sie wird auch mit pr; (z) be-
zeichnet. Ferner heif3t pr; (z) j-te Projektion von x. Statt X7 x - -+ x X,, schreiben

wir auch
n
1%
j=1

und X" bedeutet, daf} in diesem Produkt alle ,,Faktoren“ gleich X sind, d.h., daf
X;j=Xfiurj=1,...,ngilt.

Mengensysteme

Es sei A eine nichtleere Menge und fiir jedes o € A sei A, eine Menge. Dann
heifit { Ay ; o € A} Familie von Mengen (oder Mengensystem), und A ist eine
Indexmenge fiir diese Familie. Man beachte, dafl wir nicht verlangen, dafl A, # Ag
gelte, wenn die Indizes o und [ verschieden sind, oder dafl A, nicht leer sei.
Auflerdem beachte man, dafl ein Mengensystem stets nicht leer ist, d.h. mindestens
eine Menge enthilt.

Es sei X eine Menge und A := { A, ; a € A} sei eine Familie von Teilmengen
von X. In Verallgemeinerung der oben eingefiihrten Begriffe definieren wir den
Durchschnitt bzw. die Vereinigung dieser Familie durch

mAa::{xeX;VaeA:xeAa}

bzw.

UAQ::{J;EX; dacA:ze A, }.
(&3

Also sind (1, Ae und {J,, Ao Teilmengen von X. Statt (1), A schreiben wir auch
Naca Aa, oder N {z € X ; z€ Ay}, oder ()44 A, oder einfach M A. Ist A
ein endliches Mengensystem, so kann es mit endlich vielen natiirlichen Zahlen?
{0,1,...,n} indiziert werden: A= {A; ; j=0,...,n}. Dann schreiben wir auch
Uj—o 4; oder AgU---U A, fiir [JA.

Im folgenden Satz stellen wir, in Verallgemeinerung von Satz 2.4, wieder
Rechenregeln zusammen.

2Vgl. dazu auch Satz 5.11.
3Siehe Paragraph 5.
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2.7 Satz Es seien { Ao ; « € A} und {Bg ; § € B} Familien von Teilmengen
einer Menge. Dann gelten die Aussagen:

® (ma Aa) " (mﬂ Bﬁ) N m(aﬁ) A« B (Assoziativitit)
(Ua Aoc) U (Uﬁ Bﬁ) = U(a,ﬁ) Aq U Bg.
() (7 Aa) U (1 B5) = My A Y B (Distributivitéit)
(U 4a) N (Uﬂ Bg) = Uap) Aa N Ba.
(i) (N, 4a)" = U, A4S

(Regeln von De Morgan)

Hierbei durchléuft (o, 3) die Indexmenge A x B.

Beweis Dies folgt leicht aus den Definitionen. Fiir (iii) beachte man auch die
Beispiele 1.1. m

2.8 Bemerkung Dem aufmerksamen Leser wird nicht entgangen sein, dafl wir nirgends
erkldren, was eine Menge sei. In der Tat ist das Wort ,,Menge“, wie auch das Wort ,, Ele-
ment“, ein nicht definierter Begriff in der Mathematik. Deshalb bené6tigt man Axiome,
d.h. Grundregeln, welche sagen, wie diese Begriffe zu verwenden sind. Aussagen iiber
Mengen, die in diesem und dem folgenden Paragraphen gemacht werden, und die nicht
von einem Beweis (und sei er auch offensichtlich und somit dem Leser iiberlassen) beglei-
tet oder Definitionen sind, kénnen als Axiome aufgefafit werden. So ist etwa die Aussage,
dafl die Potenzmenge einer Menge wieder eine Menge ist, ein solches Axiom. Auf die
genaueren axiomatischen Grundlagen der Mengenlehre kénnen und wollen wir in diesem
Lehrbuch — abgesehen von einigen zusétzlichen Bemerkungen in Paragraph 5 — nicht
eingehen. (Hierfiir sei der interessierte Leser auf die einschligige Literatur verwiesen. Kur-
ze verstindliche Darstellungen findet man z.B. in [Dug66], [Ebb77], [FP85] oder [Hal69).
Allerdings erfordert das Studium dieser Fragen eine gewisse mathematische Reife und
kann dem Anfinger nicht empfohlen werden.)

Wir mochten ausdriicklich darauf hinweisen, daf§ das ,,Wesen“ von Mengen und
Elementen unwichtig ist. Wichtig sind allein die Rechenregeln, d.h. die Vorschriften,
nach denen man mit den undefinierten Termen umgehen darf. m

Aufgaben

1 Esseien X, Y und Z Mengen. Man beweise die Transitivitidt der Inklusion, d.h.

(XcYVAYcCc2)=XCZ.

Die Aussagen von Satz 2.4 sind zu verifizieren.
Man gebe einen ausfiihrlichen Beweis von Satz 2.7.

Es ist zu zeigen, daf} fiir nichtleere Mengen gilt: X x Y =Y x X <= X =Y.

[

Es seien A und B Teilmengen einer Menge X. Man bestimme die folgenden Mengen:
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(d) (A°UB)N (AN B,
(e) (A°UB)U (AN B°),
(f) (A°UB°)N (AU B),
(g) (A°UB°)N (AN B).

6 Man beweise, dafl fiir jede Menge X gilt:

U A=X und ﬂ A=0.

AEP(X) AEP(X)

7 Esseien X, Y, A, B Mengen, wobei X und A bzw. Y und B Teilmengen einer Ober-
menge U bzw. V seien. Man zeige:

(a) Ist Ax B#0D,s0gilt: AXBCX XY <= (ACX)A(BCY).
B) (X XY)U(AXY)=(XUA)xY.

() (X xY)N(Ax B)=(XNA)x(YNB).

(d) (X xY)\(Ax B)=((X\A) xY)U (X x (Y\B)).

8 Es seien { Ay ; o€ A} und {Bs ; § € B} Familien von Teilmengen einer Menge.
Dann gelten:

(8) (Mo A) (M B5) = Map) Ae * B,
(b) (U, Aa) x (Us Bs) = Ua.p) Aa X Bg.
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3 Abbildungen

Der Begriff der Abbildung ist von fundamentaler Bedeutung fiir die gesamte Ma-
thematik. Natiirlich hat dieser bis zu seiner heute gebréuchlichen Formulierung
viele Abdnderungen erfahren. Ein wichtiger Schritt in der Entwicklung des Abbil-
dungsbegriffes war seine Loslosung von jeder arithmetischen, algorithmischen oder
geometrischen Darstellung. Dies fiihrte zu der mengentheoretischen Formulierung,
die wir — abgesehen von ,formalen Spitzfindigkeiten* (vgl. Bemerkung 3.1) — im
folgenden erkldren werden.

In diesem Paragraphen seien X, Y, U und V beliebige Mengen.

Eine Abbildung oder Funktion f von X in Y ist eine Vorschrift, die jedem
Element von X genau ein Element von Y zuordnet. Wir schreiben dafiir

f: X->Y oder X—-Y, =z~ f(x),

manchmal auch f: X —Y, z+— f(z). Dabei ist f(z) € Y der Wert (der Funkti-
onswert) von f an der Stelle z. Die Menge X heifit Definitionsbereich von f und
wird mit dom(f) bezeichnet, und Y ist der Wertevorrat oder die Zielmenge von f.
Schliefllich heifit

im(f):={yeY;dzeX:y=f(z)}
Bild von f.

Ist f: X — Y eine Abbildung, so ist

graph(f)::{(w,y)GXxY; y:f(m)}:{(x,f(x))EXxY; acéX}

der Graph von f. Offensichtlich ist der Graph einer Funktion stets eine Teilmenge
des cartesischen Produktes X x Y. In den nachstehenden schematischen Darstel-
lungen der Teilmengen G und H von X X Y ist G der Graph einer Funktion von X
in Y, nicht jedoch H.

AT ,




1.3 Abbildungen 17

3.1 Bemerkung Es sei G eine Teilmenge von X X Y mit der Eigenschaft, dafl es zu
jedem x € X genau ein y € Y gibt mit (z,y) € G. Dann wird eine Funktion f: X — Y
dadurch definiert, daf8 jedem z € X das entsprechende y € Y mit (x,y) € G zugeordnet
wird, d.h. f(z) :=y. Offensichtlich gilt dann graph(f) = G. Diese Beobachtung moti-
viert die folgende Definition: Eine Funktion X — Y ist ein geordnetes Tripel (X, G,Y)
mit G C X XY und der Eigenschaft, dafl es zu jedem z € X genau ein y € Y gibt mit
(z,y) € G. Diese Definition vermeidet die zwar anschaulich klaren aber etwas unprézisen
Ausdriicke ,,Zuordnung® und , Vorschrift* und verwendet nur den Mengenbegriff (vgl.
dazu jedoch Bemerkung 2.8). m

Einfache Beispiele

Man beachte, dafl wir die Félle X =) oder Y = ) nicht ausgeschlossen haben.
Ist X die leere Menge, so gibt es genau eine Abbildung von X in Y, ndmlich die
leere Abbildung 0: ) — Y. Ist Y = (), aber X # (), so kann es offensichtlich keine
Abbildung von X in Y geben.

Zwei Abbildungen f: X — Y und g: U — V heiflen genau dann gleich, in
Symbolen f = g, wenn gilt:

X=U, Y=V und f(z)=g9(z), reX.
Damit also zwei Abbildungen gleich sind, miissen ihre Definitionsbereiche, ihre

Wertemengen und die Abbildungsvorschriften iibereinstimmen. Ist eine dieser Be-
dingungen verletzt, so sind die beiden Funktionen verschieden.

3.2 Beispiele (a) Die Abbildung idx : X — X, = — z ist die Identitét (von X).
Ist aus dem Zusammenhang die Bedeutung von X klar, so schreiben wir oft
kurz id fiir id x.

(b) Es gelte X C Y. Dann heifit i: X — Y, z — z Inklusion (Einbettung, Injek-
tion) von X in Y. Man beachte, daf§ gilt: i = idx <= X =Y.

(c) Es seien X und Y nicht leer, und b € Y sei fest gewiihlt. Dann ist X — Y,
x +— b eine konstante Abbildung.

(d) Essei f: X —Y und es gelte A C X. Dann ist f|A: A=Y, z+— f(x) die
Restriktion (Einschrinkung) von f auf A. Offensichtlich gilt: f|A = f < A= X.

(e) Es seien A C X und g: A — Y. Dann heifit jede Abbildung f: X — Y mit
f|A = g Erweiterung von g. Ist f eine Erweiterung von g, so schreiben wir auch
f D g. Man beachte, dafl mit den Bezeichnungen von (b) gilt: idy D 7. (Die Recht-
fertigung fiir die mengentheoretische Notation f D ¢ ergibt sich natiirlich aus Be-
merkung 3.1.)

(f) Es sei f: X =Y eine Abbildung und es gelte im(f) CU C Y C V. Dann
yinduziert® f Abbildungen f;: X — U und fo: X — V durch die Festsetzung:
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fi(z) == f(z) fur x € X und j = 1,2. Im folgenden werden wir in der Regel diese
yinduzierten“ Abbildungen wieder mit dem Symbol f bezeichnen und f nach Be-
darf als Abbildung von X in U, in Y oder in V auffassen.

(g) Esseien X # () und A C X. Dann heift

1 re A
: X 0,1}, ’ ’
XA - { } €= { 0 , x € AC ,
charakteristische Funktion von A.
(h) Sind Xy,..., X, nichtleere Mengen, so ist jede der Projektionen
n
prk:HXj—>Xk, = (21,...,Tpn) — Tk , k=1,....n,
j=1

eine Abbildung. m

Die Komposition von Abbildungen

Esseien f: X Y und g: Y -V f

zwei Abbildungen. Dann definieren O —
wir eine neue Abbildung go f, die

Komposition von f mit g (genauer: X gof Y
f »gefolgt von* g), durch \

g
gof: X -V, xn—>g(f(x)) VQ

3.3Satz Esseien f: X =Y, g: Y —Uundh: U — V Abbildungen. Dann sind
die Kompositionen (ho g)o f und ho (go f): X — V wohldefiniert und es gilt

(heg)of=ho(gof) (3.1)
(Assoziativitdt der Komposition).

Beweis Dies folgt unmittelbar aus der Definition. m

Aufgrund des vorangehenden Satzes ist es unnotig, bei Kompositionen Klam-
mern zu setzen, d.h., die Abbildung (3.1) kann einfach mit ho go f bezeichnet
werden. Natiirlich gilt dies ebenfalls fiir Kompositionen von mehr als drei Abbil-
dungen; vgl. dazu auch die Beispiele 4.9(a) und 5.10.

Es ist ebenfalls zu beachten, dafl Beispiel 3.2(f) offensichtliche ,, Verallgemei-

nerungen® von Satz 3.3 zur Folge hat, die wir im weiteren stets stillschweigend
verwenden werden.
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Kommutative Diagramme

H#ufig ist es niitzlich, Kompositionen von Abbildungen in einem Diagramm dar-

gustellen. Dazu schreiben wir X 5 V' fiir f: X — Y. Dann heifit das Diagramm

X f>Y
N
V

kommutativ, wenn h = g o f gilt. Analog heif}t

f
X > Y
P g
A\ ’l/) A\l
U - VvV

kommutativ, wenn g o f = 1 o @ richtig ist. Gelegentlich betrachtet man kompli-
ziertere Diagramme, die aus mehreren Mengen und ,, Pfeilen“, d.h. Abbildungen,
bestehen. Derartige Diagramme heiflen kommutativ, falls folgendes gilt: Wenn man
von einem beliebigen Element einer Menge X auf zwei verschiedene Weisen zum
selben Element einer anderen Menge Y dadurch gelangt, dafl man stets Pfeilen
folgt, z.B.

x oA Lo, B Iy

oder
X g1 Bl g2 B2 g3 9m Y

9

dann sind die Abbildungen f, o fu,_10---0 f1 und g, © gm_10---0 g1 gleich. So
bedeutet z.B. die Kommutativitdt des Diagramms

daB die Beziehungen ¢ = go f, y =hogundj=hogo f =hop =1 o f gelten,
was nichts anderes als die Assoziativitéitsaussage von Satz 3.3 ist.
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Injektionen, Surjektionen und Bijektionen

Es sei f: X — Y eine Abbildung. Dann heifit f surjektiv, wenn im(f) =Y gilt,
injektiv, wenn aus x # y stets f(z) # f(y) folgt, und bijektiv, wenn f injektiv
und surjektiv ist. Man sagt dann auch, f sei eine Surjektion, bzw. Injektion,
bzw. Bijektion. Statt ,surjektiv¢ verwendet man auch ,, Abbildung auf* und fiir
,bijektiv wird oft ,,umkehrbar eindeutig“ gebraucht.

3.4 Beispiele (a) Fiir die folgenden Funktionen, schematisch dargestellt durch
ihre Graphen, gilt:

X X X
surjektiv, nicht injektiv injektiv, nicht surjektiv bijektiv

b) Es seien X, ..., X, nichtleere Mengen. Dann ist fiir jedes k € {1,...,n} die
k-te Projektion pry, : H;LZI X; — X, surjektiv, aber i.allg. nicht injektiv. m

3.5 Satz FEssei f: X — Y eine Abbildung. Dann ist f genau dann bijekiv, wenn
es eine Abbildung g: Y — X gibt mit go f = idx und f o g = idy. In diesem Fall
ist g eindeutig bestimmt.

Beweis (i) ,=“ Ist f: X — Y bijektiv, so gibt es fiir jedes y € Y genau ein

x € X mit y = f(x). Diese Zuordnung definiert eine Abbildung ¢g: Y — X mit
den gewiinschten Eigenschaften.

(ii) ,<=*“ Aus fog =1idy folgt, daB f surjektiv ist. Es seien nun z,y € X
und f(z) = f(y). Dann gilt = g(f(z)) = g(f(y)) = y. Also ist f auch injektiv.
(iii) Ist h: Y — X mit ho f =idx und f o h = idy, so folgt aus Satz 3.3
g=goidy =go(foh)=(gof)oh=idxyoh=h,

was die behauptete Eindeutigkeit beweist. m

Umkehrabbildungen

Der eben bewiesene Satz ist Grundlage folgender Definition: Es sei f bijektiv.
Dann ist die Umkehrfunktion oder Umkehrabbildung f~! von f die eindeutig
bestimmte Funktion f~!: Y — X mit fo f~!' =idy und f~'o f =idx.

Der Beweis des folgenden Satzes wird als Ubungsaufgabe gestellt (vgl. auch
Aufgabe 3).
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3.6 Satz Esseien f: X — Y undg:Y — V bijektiv. Dann ist auchgo f: X —V
bijektiv, und
(gof)™t=f"tog™".

Es seien f: X — Y eine Abbildung und A C X. Dann ist die Menge
F(A) = {fl@) eY;ac A}
das Bild von A unter f. Fiir jedes C' C Y heif3t
fUC) = {reX; fl)eC)
Urbild von C unter f.

3.7 Beispiel Die Funktion f: X — Y sei schematisch durch den folgenden Gra-
phen gegeben:

A B
Dann gilt: f~1(C) =0 und f~! (f(A)) = A U B. Insbesondere halten wir fest, dafl
in diesem Fall f~! (f(A ) D Agilt. m

Mengenabbildungen

Es sei f: X — Y eine Abbildung. Dann werden durch die obigen Festsetzungen
die folgenden zwei Mengenabbildungen ,,induziert*:

FeBX) = BY) . A [(4)
und -
fLBY) = PBX), B fU(B).
Falls f: X — Y bijektiv ist, sind f~1(y) und f—vl ({y}) fiir alle y € Y definiert und
es gilt {ffl (y)} = f-1 ({y}) Folglich kénnen wir, ohne Mifiverstéindnisse befiirch-

ten zu miissen, die induzierte Mengenabbildung J?;l ebenfalls mit f ' bezeichnen.
Genauer treffen wir folgende
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Vereinbarung Ist f bijektiv, so bezeichnet f~! die Umkehrfunktion von f.
Ist f nicht bijektiv, so steht f~ I fiir die von f induzierte Mengenfunktl—

on f—1 . Im allgemeinen bezeichnen wir die induzierten Mengenfunktionen f

bzw. f~ f=1 ebenfalls mit f bzw. f~1. SchlieBlich schreiben wir generell f~1(y)
fiir f~!({y}) und nennen f~!(y) C X Faser von f an der Stelle (im Punkt) y

Die Faser f~ ( ) von f an der Stelle y ist also nichts anderes als die Losungsmenge
{x eX; flz)=y } der Gleichung f(z) = y. Sie kann natiirlich leer sein.

3.8Satz Essei f: X — Y eine Abbildung. Dann gelten fiir die von f induzierten
Mengenabbildungen:

(i) AcCBC X = f(A) C f(B).
(i) Ae C X VaeA= f(U,A4) =
(iii) Aa C X VaeA= f(N,4)
(iv) AC X = f(A°) D F(X)\F(A).
) 1
)
)

«

ﬂ

(i)Y AAcB CcY=fYA)cfYB
(i) AL, CcY VaeA= (U, AL) =U, [1(AL).

/

(i) A, CY YaeA= f1(N,A4,) “1(AL).
(iv) A CY = fYA"°) = [f1(A)]"
Ist g: Y — V eine weitere Abbildung, so gilt (go f)™t = f~log~

Den einfachen Beweis iiberlassen wir dem Leser.

Aus Satz 3.8(1")—(iv’) folgt, daB die Abbildung f~1: B(Y) — P(X) mit allen
Mengenoperationen ,,vertriaglich“ ist, d.h., f~! ist operationstreu. Fiir die indu-
zierte Abbildung f: P(X) — P(Y) ist dies wegen (iii) und (iv) i. allg. nicht richtig.

Schliefflich bezeichnen wir mit Abb(X,Y") die Menge aller Abbildungen von X
in Y. Wegen Bemerkung 3.1 ist Abb(X,Y") eine Teilmenge von P(X x Y). Fiir
Abb(X,Y) schreiben wir auch YX. Diese Notation ist konsistent mit der Bezeich-
nung X" fiir das n-fache cartesische Produkt der Menge X mit sich selbst, da
letzteres offensichtlich gleich der Menge aller Abbildungen von {1,2,...,n} in X
ist. Gilt U C Y C V, so folgt

Abb(X,U) € Abb(X,Y) C Abb(X, V), (3.2)

wobei wir natiirlich die Konventionen von Beispiel 3.2(f) verwenden.

Aufgaben
1 Man gebe einen Beweis von Satz 3.6.

2 Man gebe einen Beweis von Satz 3.8 und belege, daf die angegebenen Inklusionen im
allgemeinen echt sind.
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3 Esseien f: X - Y und g: Y — V zwei Abbildungen. Man zeige:

(a) Sind f und g injektiv [bzw. surjektiv], so ist g o f injektiv [bzw. surjektiv].
(b) f ist injektiv <= Jh: Y — X mit ho f =idx.

(c) f ist surjektiv<= Fh:Y — X mit foh =idy.

4 Essei f: X — Y eine Abbildung. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
a) f ist injektiv.

(
() fFH(f(A) =4, ACX.
(c) f(ANB) = f(A)Nf(B), A,BCX.

5 Man bestimme die Fasern der Projektionen pr,.

6 Man beweise, daf fiir jede nichtleere Menge X die Abbildung

s13()() _>{071}X ’ A'_)XA
bijektiv ist.
7 Esseien f: X — Y und A C X, und es bezeichne i : A — X die Inklusion. Man zeige:
(a) flA=foi.
(b) (f1A)(B)=Anf~'(B), BCY.



24 I Grundlagen

4 Relationen und Verkniipfungen

Um Strukturen mathematischer Sachverhalte klar zu erkennen und angemessen
zu beschreiben, ist es zweckmiiflig, (mogliche) Beziehungsverhéltnisse zwischen
Elementen einer Menge X zu axiomatisieren. Dazu nennen wir eine Teilmenge
R C X x X (bindre oder zweistellige) Relation auf X. Fiir (z,y) € R schreiben
wir xRy oder z ~Y

Eine Relation R auf X heifit reflexiv, wenn fiir jedes x € X gilt: xRz, d.h.,
wenn R die Diagonale
Ax :={(z,2); z€ X}

enthilt. Sie ist transitiv, falls gilt:
(zRy) N\ (yRz) = xRz .

Ist
rRy = yRx

erfiillt, heifit R symmetrisch.

Es sei Y eine nichtleere Teilmenge von X, und R sei eine Relation auf X. Dann
ist Ry := (Y x Y) N R eine Relation auf Y, die von R (kanonisch) auf Y induzierte
Relation. Offensichtlich gilt xRyy genau dann, wenn z,y € Y und xRy erfiillt
sind. In der Regel werden wir wieder R fiir Ry schreiben, ohne Mif}verstiandnisse
befiirchten zu miissen.

Aquivalenzrelationen

Eine Relation auf X, die reflexiv, transitiv und symmetrisch ist, heiBt Aquivalenz-
relation auf X und wird mit ~ bezeichnet. Dann heift fiir jedes x € X die Menge

[l ={yeX;y~a}

Aquiva}enzklasse (oder Restklasse) von x, und jedes y € [z] ist ein Représentant
dieser Aquivalenzklasse. Schlielich bezeichnet

X/~ ={[z]; € X}

die Menge aller Aquivalenzklassen von X beziigl. der Relation ~ . Offensichtlich
ist X/~ eine Teilmenge von P(X), die Restklassenmenge modulo ~ .

Eine Zerlegung eciner Menge ist eine Teilmenge 3 C PB(X)\ {0} mit der Eigen-
schaft, dafl es zu jedem = € X genau ein Z € 3 gibt mit z € Z. Folglich besteht 3
aus paarweise disjunkten Teilmengen von X, deren Vereinigung ganz X ergibt,

dh. U3 =X.
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4.1 Satz Es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf X. Dann ist X/~ eine Zerle-
gung von X.

Beweis Beachten wir, dafl € [z] fiir alle z € X gilt, so folgt

X C U[ac]CX, also X = U[m}
zeX zeX

Es sei nun z € [2] N [y]. Dann gelten z ~  und 2 ~ y, und somit x ~ y. Dies zeigt,
daB [z] = [y] gilt, d.h., zwei Aquivalenzklassen stimmen entweder iiberein oder sind
disjunkt. m

Aus den Definitionen folgt sofort, dafl
pi=px: X —X/~, x|
eine wohldefinierte Surjektion ist, die (kanonische) Projektion von X auf X/~.
4.2 Beispiele (a) Es bezeichne X die Bevilkerung der Stadt Z. Wir definie-
ren eine Relation auf X durch die Festsetzung: z ~y <= (z und y haben das-
selbe Elternpaar). Dies ist offensichtlich eine Aquivalenzrelation, und zwei Per-

sonen der Stadt Z. gehéren genau dann derselben Aquivalenzklasse an, wenn sie
Geschwister sind.

(b) Die ,feinste* Aquivalenzrelation auf einer Menge X wird durch die Diagona-
le Ax gegeben, d.h. durch die Relation =, die Gleichheitsrelation.

(c) Essei f: X — Y eine Abbildung. Dann wird durch die Festsetzung

z ey fla) = fy)

eine Aquivalenzrelation auf X definiert. Die Aquivalenzklassen von X sind die
Mengen [z] = f~1 (f(w)), x € X. Ferner gibt es eine eindeutig bestimmte Abbil-

dung f, fiir die das folgende Diagramm kommutativ ist:

X f> Y
NS
X/~

Diese (kanonisch) induzierte Abbildung ist injektiv und im(f) = im(f). Insbeson-
dere ist f bijektiv, falls f surjektiv ist.

(d) Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X und ist Y eine nichtleere
Teilmenge von X, so ist die von ~ auf Y induzierte Relation eine Aquivalenzre-
lation auf Y. m
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Ordnungsrelationen

Eine Relation < auf X heifit Ordnung oder Ordnungsrelation auf X, falls sie
reflexiv, transitiv und antisymmetrisch ist, was bedeutet, dal

(<yAy<z)=z=y

gilt. Ist < eine Ordnung auf X, so heifit das Paar (X, <) geordnete Menge.
Ist aus dem Zusammenhang klar, von welcher Ordnung die Rede ist, schreiben wir
einfach X fiir (X, <) und sagen, X sei eine geordnete Menge. Gilt zusétzlich

Ve,ye Xt (x<y)V(y <o),

so heifit < totale Ordnung auf X.

4.3 Bemerkungen (a) Es ist niitzlich, folgende Bezeichnungen einzufiihren:

>y <=y<uw,
r<y:= @<y N@#y),
>y <=y<uzx.

(b) Ist X total geordnet, so gilt fiir je zwei Elemente z,y € X genau eine der
Beziehungen
T<y, T=Y, T>Y.

In einer nicht total geordneten Menge gibt es mindestens zwei Elemente, die nicht
vergleichbar sind. m

4.4 Beispiele (a) Es sei (X, <) eine geordnete Menge, und Y sei eine Teilmenge
von X. Dann definiert die von < auf Y induzierte Relation eine Ordnung, die
(kanonisch) induzierte Ordnung auf Y.

(b) (P(X),C) ist eine geordnete Menge, und diese Ordnung heiit natiirliche Ord-
nung. Im allgemeinen ist (‘]3(X ), C) nicht total geordnet.

(c) Es sei X eine Menge und (Y, <) sei eine geordnete Menge. Dann wird durch
f<g:= f(x)<g(x), zeX,

eine Ordnung auf Abb(X,Y") definiert, die punktweise Ordnung. Mit dieser Ord-
nung ist Abb(X,Y) i.allg. nicht total geordnet. m

Vereinbarung Wird PB(X) als geordnete Menge aufgefait und nicht ausdriick-
lich eine andere Ordnung angegeben, so ist (X ), und damit jede nichtleere
Teilmenge X von P(X), stets mit der natiirlichen Ordnung versehen.
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Es seien (X, <) eine geordnete Menge und A eine nichtleere Teilmenge von X.
Dann heifit A

nach oben beschrinkt <= dsc X:a<s Vac A,

nach unten beschrinkt <= 3sc€ X:s<a Vac 4,

beschrinkt :<= A ist nach oben und nach unten beschrankt.

Jedes Element s € X, welches a < s [bzw. s < a] fiir alle a € A erfiillt , heifit obere
[bzw. untere] Schranke fiir A.

Ein Element m € X heifit Minimum, min(A) [bzw. Maximum, max(A)],
von A, wenn gilt: m € A und m ist untere [bzw. obere| Schranke von A. Es ist zu be-
achten, dafl A hoéchstens ein Minimum und héchstens ein Maximum besitzen kann.

Es sei A eine nach oben beschrinkte Teilmenge einer geordneten Menge X.
Besitzt die Menge aller oberen Schranken von A ein Minimum, so heifit dieses
Element von X kleinste obere Schranke von A oder Supremum von A und wird
mit sup(A) bezeichnet, d.h.

sup(A) := min{ s € X ; s ist obere Schranke von A4} .

Entsprechend setzen wir fiir eine nach unten beschrénkte nichtleere Teilmenge A
von X:
inf(A) := max{s € X ; s ist untere Schranke von A} ,

und nennen inf(A), falls dieses Element existiert, gréfite untere Schranke von A
oder Infimum von A. Ist A eine zweielementige Menge, A = {a,b}, so benutzen
wir auch die Bezeichnungen a V b := sup(A) und a A b := inf(A).

4.5 Bemerkungen (a) Wir unterstreichen, daf es fiir eine nach oben [bzw. unten]
beschrinkte Menge keine kleinste obere [bzw. grofite untere] Schranke zu geben
braucht (vgl. dazu Beispiel 10.3).

(b) Existieren sup(A4) und inf(A), so gelten i. allg. sup(A) ¢ A und inf(A4) ¢ A.

(c) Existiert sup(A) [bzw. inf(A)] und gilt sup(A4) € A [bzw. inf(A) € A], so ist
sup(A) = max(A) [bzw. inf(A) = min(A4)].

(d) Existiert max(A) [bzw. min(A)], so existiert auch sup(A) [bzw. inf(A4)] und es
gilt: sup(A4) = max(A) [bzw. inf(A) = min(A)]. m
4.6 Beispiele (a) Es sei 2 eine nichtleere Teilmenge von (X ). Dann gilt:

sup(2) =JA, inf(A)=NA.

(b) Essei X eine Menge mit mindestens zwei Elementen und X := B(X)\ {0}, ver-
sehen mit der natiirlichen Ordnung. Ferner seien A und B zwei nichtleere disjunkte
Teilmengen von X und A := {4, B}. Dann ist 2 C X und es gilt sup(2) = AU B.
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Aber A besitzt kein Maximum. Ferner ist 2 nicht nach unten beschriankt. Also
existiert insbesondere inf(2() nicht. m

Als néchstes wollen wir Abbildungen zwischen geordneten Mengen betrach-
ten und fiir den spdteren Gebrauch einige Begriffe bereitstellen. Es seien also
X = (X,<) und Y := (Y, <) geordnete Mengen und f: X — Y eine Abbildung.
(Hier und im folgenden verwenden wir dasselbe Symbol <, um die Ordnungen
in X und in Y zu bezeichnen, ohne Miverstindnisse befiirchten zu miissen.)
Dann heifit f wachsend [bzw. fallend], wenn aus = <y folgt f(z) < f(y) [bzw.
f(z) > f(y)]. Wir sagen, daf} f strikt wachsend [bzw. strikt fallend| sei, wenn
x < y impliziert, daB f(z) < f(y) [bzw. f(x) > f(y)] gilt. SchlieBlich heifit f
[strikt] monoton, wenn f [strikt] wachsend oder [strikt] fallend ist.

Es seien X eine beliebige und Y := (Y, <) eine geordnete Menge. Die Abbil-
dung f: X — Y heifit beschrénkt, wenn im(f) = f(X) in Y beschrénkt ist. Ent-
sprechend heifit f nach oben [bzw. nach unten] beschriinkt, wenn im(f) in ¥ nach
oben [bzw. unten] beschrénkt ist. Ist auch X eine geordnete Menge, so heifit f
beschrinkt auf beschréinkten Mengen, wenn fiir jede beschrinkte Teilmenge A
von X die Restriktion f|A beschrinkt ist.

Um Verwechslungen mit spéter einzufithrenden anderen Beschrinktheitsbe-
griffen zu vermeiden, sagt man auch, A bzw. f sei ordnungsbeschrénkt etc.

4.7 Beispiele (a) Es seien X und Y Mengen und f € YX. Dann sind die von f in-
duzierten Abbildungen f: PB(X) — PB(Y) und f~1: P(Y) — P(X) nach Satz 3.8
wachsend.

(b) Es sei X eine Menge mit mindestens zwei Elementen, und X := P(X)\{X}
sei mit der natiirlichen Ordnung versehen. Dann ist die Identitit X — X, A+— A
beschrankt auf beschrinkten Mengen, aber nicht beschrénkt. m

Verkniipfungen

Eine Abbildung ®: X x X — X nennt man manchmal Verkniipfung auf X. In
diesem Fall schreiben wir meistens = ® y statt ®(z,y). Dann bezeichnen wir fiir
nichtleere Teilmengen A und B von X mit A ® B das Bild von A x B unter ® , also

A®B={a®b;ac A beB}. (4.1)

Ist A= {a} eine einelementige Teilmenge, so schreiben wir einfach a ® B fiir
A® B. Analog ist A®b={a®b; a € A}. Eine nichtleere Teilmenge A von X
ist abgeschlossen unter der Verkniipfung ® , wenn A ® A C A gilt, d.h., wenn das
Bild von A x A unter der Abbildung ® wieder in A enthalten ist.

4.8 Beispiele (a) Es sei X eine Menge. Dann ist die Komposition o zweier
Abbildungen eine Verkniipfung auf Abb(X, X).
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(b) U und N sind Verkniipfungen auf PB(X). m

Die Verkniipfung & auf X heifit assoziativ, wenn gilt:
1®Y®z2)=(z®Y)® 72, z,y,2 € X, (4.2)

und ® hei3t kommutativ, falls z ® y = y ® x fiir x,y € X gilt. Ist ® assoziativ,
so koénnen in (4.2) die Klammern weggelassen werden.
4.9 Beispiele (a) Die Komposition o ist nach Satz 3.3 assoziativ auf Abb(X, X),

aber im allgemeinen nicht kommutativ (vgl. Aufgabe 3).

(b) U und N sind assoziativ und kommutativ auf P(X). m

Es sei ® eine Verkniipfung auf der Menge X . Gibt es ein Element e € X mit
e®r=r®e=1z, re X,

so heifit e neutrales Element in X (beziiglich der Verkniipfung & ).

4.10 Beispiele (a) idx ist ein neutrales Element in Abb(X, X) beziiglich der
Komposition o.

(b) @ [bzw. X] ist neutrales Element beziiglich U [bzw. N] auf P(X).

(c) Offensichtlich besitzt X :=P(X)\{0} beziiglich U kein neutrales Element,

falls X aus mehr als einem Punkt besteht. m

Der folgende Satz zeigt, dafl neutrale Elemente beziiglich einer Verkniipfung
eindeutig bestimmt sind, falls solche tiberhaupt existieren.

4.11 Satz Es gibt hichstens ein neutrales Element beziiglich einer Verkniipfung.

Beweis Essei ® eine Verkniipfung auf X, und e sowie e’ seien neutrale Elemente.
Dann folgt e = e ® ¢/ = ¢/, was die Eindeutigkeit beweist. m

4.12 Beispiel Es sei ® eine Verkniipfung auf der Menge Y, und X sei eine
nichtleere Menge. Dann definieren wir die punktweise Verkniipfung auf Abb(X,Y),
induziert durch ® , durch die Festsetzung

(fog)(r):=flr)®glx), re€X.

Esist klar, da8 ® eine Verkniipfung auf Abb(X,Y") ist. AuBlerdem ist ® assoziativ
bzw. kommutativ, wenn &® assoziativ bzw. kommutativ ist. Gibt es in Y ein
neutrales Element e fiir ® , so ist die konstante Abbildung

X—-Y, Te
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das neutrale Element der Verkniipfung ® . Im folgenden werden wir die von &
auf Abb(X,Y") induzierte Verkniipfung stets wieder mit dem Symbol ® bezeich-
nen. Aus dem Zusammenhang wird immer klar sein, um welche der beiden Ver-
kniipfungen es sich in einer gegebenen Situation handelt. Es wird sich bald zeigen,
daf} diese einfache und natiirliche Konstruktion sehr tragfahig ist. Wichtige An-
wendungen findet man in den Beispielen 7.2(d), 8.2(b), 12.3(e) und 12.11(a) sowie
in Bemerkung 8.14(b). m

Aufgaben

1 Es seien ~ bzw. ~ Aquivalenzrelationen auf den Mengen X bzw. Y. Dann heifit
f € YX relationentreu, wenn x ~ y stets f(z) ~ f(y) impliziert. Man beweise die Aus-
sage: Ist f: X — Y relationentreu, so gibt es genau eine Abbildung f., fiir die das
Diagramm

f
X - Y
pPx %%
\4 f* A\l
X/~ - Y/5

kommutativ ist.
2 Man verifiziere, da§ die Abbildung f von Beispiel 4.7(b) nicht beschrinkt ist.
3 Man zeige, dal die Komposition o auf Abb(X, X) i.allg. nicht kommutativ ist.

4 Eine Verkniipfung ® auf einer Menge X heiflt antikommutativ, falls gelten:
(i) Es gibt ein rechtsneutrales Element r :=rx, d.h. Ire X: z®r ==z, = € X.
(i) z@y=r<= TRy ®(y®z)=r<=z=y.
Man zeige, daBl eine antikommutative Verkniipfung ® auf X nicht kommutativ ist

und kein neutrales Element besitzt, falls X mehr als zwei Elemente besitzt.

5 Es selen ® bzw. © antikommutative Verkniipfungen auf X bzw. Y. Ferner sei
f: X — Y eine verkniipfungstreue Abbildung, d.h., es gelte

fox)=rv, flx®y)=f(z)o fy), r,ye X .

Man beweise die folgenden Aussagen:
(a) Durch die Festsetzung
r~y <= flr®y)=ry

wird auf X eine Aquivalenzrelation definiert.
(b) Die Abbildung

f: X[~ =Y, fa]e f(2)
ist wohldefiniert und injektiv. Ist f zusétzlich surjektiv, so ist fbijektiv.
6 Es sei (X, <) eine geordnete Menge. Ferner seien A und B nach oben beschrinkte und

C und D nach unten beschrinkte Teilmengen von X. Man beweise folgende Aussagen,
falls die entsprechenden Suprema und Infima existieren:
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(a) sup(A U B) = sup{sup(A),sup(B)}, inf(C U D) = inf{inf(C), inf(D)}.
(b) Aus A C B und C C D folgen

sup(A) < sup(B) und inf(C) > inf(D) .

(¢) Sind AN B und C N D nicht leer, so gelten
sup(AN B) < inf{sup(A),sup(B)} , inf(C'N D) > sup{inf(C),inf(D)} .

(d) In (a) kann die Aussage sup(A U B) = sup{sup(A),sup(B)} nicht verschrft werden
zu sup(A U B) = max{sup(A),sup(B) }. Entsprechendes gilt fiir die zweite Formel.
(Hinweis zu (d): Man betrachte die Potenzmenge einer nichtleeren Menge.)

7 Esseien R eine Relation auf X und S eine Relation auf Y. Man definiere eine Relation
R x S auf X x Y durch die Festsetzung

(z,y)(R X S)(u,v) <= (zRu) A (ySv)

fir (x,y), (u,v) € X x Y. Man beweise, daB R x S eine Aquivalenzrelation auf X x Y
ist, falls R eine Aquivalenzrelation auf X und S eine Aquivalenzrelation auf Y sind.

8 Man belege anhand eines Beispieles, dafl die geordnete Menge (%(X ), C) i. allg. nicht
total geordnet ist.

9 Es sei 2 eine nichtleere Teilmenge von P(X). Man zeige, dafl sup(2) = J2 und
inf(2A) = (A gelten (vgl. Beispiel 4.6(a)).
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5 Die natiirlichen Zahlen

» Was sind und was sollen die Zahlen?“ heifit der Titel einer fundamentalen, von
R. Dedekind im Jahre 1888 verfaften Arbeit iiber die mengentheoretische Be-
griindung der natiirlichen Zahlen [Ded32]. Sie stellt einen Meilenstein dar auf dem
Weg der logischen Fundierung der (natiirlichen) Zahlen und war Teil einer Ent-
wicklung, die sowohl inhaltlich als auch historisch zu den Glanzpunkten der Ma-
thematik gehort.

In unserer Darstellung werden wir, ausgehend von einem einfachen und ,,na-
tiirlichen“ Axiomensystem fiir die natiirlichen Zahlen, die ganzen, die rationalen
und schliefflich die reellen Zahlen , konstruieren“. Dieses konstruktive oder gene-
tische Vorgehen hat gegeniiber der von D. Hilbert 1899 vorgeschlagenen axioma-
tischen Einfithrung der reellen Zahlen (vgl. [Hil23]) den Vorteil, dafl das gesamte
Gebédude der Mathematik auf einigen wenigen Grundpfeilern errichtet wird, die ih-
rerseits wieder in der mathematischen Logik und der axiomatischen Mengenlehre
verankert sind.

Die Peano-Axiome

Die natiirlichen Zahlen werden durch die folgenden, auf G. Peano zuriickgehenden
Axiome eingefiihrt, welche den Vorgang des (Immer-Weiter-)Zihlens formalisieren.

Die natiirlichen Zahlen bilden eine Menge N, in der ein Element 0 ausgezeich-
net ist und fiir die es eine Abbildung v: N — N* := N\ {0} gibt mit folgenden
Eigenschaften:

(Np) v ist injektiv.

(N1) Enthilt eine Teilmenge N von N das Element 0 und mit n auch v(n), so
gilt N =N.

5.1 Bemerkungen (a) Fiir n € N heifit v(n) Nachfolger von n, und v ist die
Nachfolgerfunktion. Ferner ist 0 die einzige natiirliche Zahl, welche nicht Nachfol-
ger einer natiirlichen Zahl ist, d.h., die Abbildung v: N — N* ist surjektiv, also,
wegen (Np), bijektiv.

Beweis Es sei
N:={neN; 3n eN:v(n)=n}U{0} =im(v)U{0}.

Firn € N gilt v(n) € im(v) C N. Wegen 0 € N erhalten wir somit aus (N1), daB N =N
gilt. Da wir aus (No) wissen, daff im(v) in N* enthalten ist, folgt im(v) = N*. m

(b) Statt 0,2(0),v(v(0)),v(v(r(0))),... schreibt man {iblicherweise 0,1,2,3, ...

¢

(c¢) Manche Autoren ziehen es vor, den durch v beschriebenen ,Zihlvorgang
bei 1 und nicht bei 0 beginnen zu lassen. Dies ist natiirlich mathematisch ohne
Bedeutung.
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(d) Axiom (N;p) beschreibt das Prinzip der vollstindigen Induktion. Wir werden
dieses wichtige Prinzip in Satz 5.7 und den Beispielen 5.8 ausfiihrlich diskutieren. m

5.2 Bemerkungen (a) Im folgenden werden wir sehen, daf aus den Peano-Axiomen alle
Aussagen iiber das Rechnen mit Zahlen, an das wir von der Schule her gew6hnt sind,
deduziert werden konnen. Fiir den Mathematiker erheben sich jedoch sofort die folgenden
zwei fundamentalen Fragen. (1) Existiert iiberhaupt ein System (N,0,v), welches den
Axiomen (No)—(N1) geniigt, ein Modell der natiirlichen Zahlen? (2) Wenn ja, wie viele
solcher Modelle gibt es? Auf diese Fragen wollen wir im weiteren kurz eingehen.

Zur Vereinfachung der Sprechweise fithren wir folgenden Begriff ein: Eine Menge M
heifit einfach unendliches System, wenn es eine injektive Selbstabbildung f: M — M
mit f(M) C M gibt. Offensichtlich bilden die natiirlichen Zahlen N, falls diese tiberhaupt
existieren, ein einfach unendliches System. Die tiefere Bedeutung solcher Systeme erklart
der folgende, von R. Dedekind bewiesene Satz: Jedes einfach unendliche System enthé&lt
ein Modell (N, 0, v) der natiirlichen Zahlen.

Die Frage nach der Existenz der natiirlichen Zahlen kann somit auf die Frage nach
der Existenz einfach unendlicher Systeme reduziert werden. Tatséchlich gibt Dedekind
auch einen Beweis der Existenz eines solchen Systems, welcher sich jedoch implizit bereits
auf das von G. Frege erst 1893 eingefiihrte ,,Komprehensionsaxiom® stiitzt: Zu jeder
FEigenschaft E von Mengen existiert die Menge

Mg :={xz ; x ist Menge und E trifft auf z zu} .

Bereits 1901 erkannte B. Russell, da} dieses Axiom zu widerspriichlichen Aussagen, so-
genannten Antinomien, fithrt. Russell wahlte ndmlich fiir £ die Eigenschaft ,,z ist Menge
und zx ist nicht Element von sich selbst“. Das Komprehensionsaxiom sichert dann die
Existenz folgender Menge:

M :={z; (zist Menge) A (z ¢ z) } .
Hierfiir gilt offensichtlich der Widerspruch
MeM<=M¢M.

Es ist nur allzugut nachvollziehbar, dafl solche Antinomien die Grundfesten der Men-
genlehre zutiefst erschiitterten und zu einer eigentlichen ,, Grundlagenkrise“ fiihrten. Ge-
nauere Untersuchungen zeigten, dafl grofle Teile der Problematik, will man es etwas vage
und unprézise formulieren, darin liegen, daff man ,,zu grofle Mengen“ betrachtete. Um
Widerspriiche, wie die Russelsche Antinomie, auszuschlieflen, kann man so vorgehen, dafl
man zwischen zwei Arten von Kollektionen von Objekten unterscheidet, zwischen Klassen
und Mengen. Dabei sind Mengen spezielle Klassen. Wann eine Klasse sogar eine Menge
ist, mufl dann axiomatisch beschrieben werden. Das Komprehensionsaxiom wird dahin-
gehend abgewandelt, dafl man verlangt: Zu jeder FEigenschaft E von Mengen gibt es eine
Klasse, die genau die Mengen als Elemente besitzt, auf welche die Eigenschaft E zutrifft.
Dannist { z ; (z ist Menge) A (z ¢ x) } eine Klasse und keine Menge, und der Russelsche
Widerspruch ergibt sich nicht mehr. Zusétzlich fordert man ein ,, Aussonderungsaxiom®,
welches insbesondere die bereits in den vorangehenden Paragraphen mehrfach verwendete
Aussage zur Folge hat, daf fiir jede Menge X und jede Eigenschaft EE von Mengen gilt:

{z; (xeX)NE(z)} = {zeX; E(x)} ist eine Menge.
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Fiir genauere Ausfithrungen miissen wir auf die Literatur iiber die Mengenlehre verweisen
(z.B. [FP85)).

Die Dedekindschen Untersuchungen zeigten, daff man, um im Rahmen der axio-
matischen Mengenlehre die Existenz der natiirlichen Zahlen zu beweisen, das Unendlich-
keitsaxiom benétigt: Es gibt eine induktive Menge, d.h. eine Menge, die () enthilt und
mit jedem z auch z U {z}. Setzt man dann

N:=({m ; m ist induktive Menge } ,

so zeigt es sich, dafl N selbst eine induktive Menge ist. Definiert man schliellich die
Abbildung v := N — N durch v(n) := nU {n} und setzt 0 := ), so kann man beweisen,
daB (N, 0, ) den Peano-Axiomen geniigt, also ein Modell der natiirlichen Zahlen darstellt.

Es sei nun (N, 0’,2') irgendein Modell der natiirlichen Zahlen. Dann 148t sich im
Rahmen der Mengenlehre zeigen, daf} es eine Bijektion ¢ : N — N’ gibt, welche ¢(0) = 0’
und ¢ o v = v o  erfiillt, eine Isomorphie von (N, 0, ) auf (N',0",2'). Wegen der Bezie-
hungen v/ = povop ' und v = ¢! 01’ 0 ¢ bedeutet dies, daB man beim ,, Rechnen im
Modell (N’,0’,2) die gleichen Ergebnisse erhilt wie beim Rechnen im Modell (N, 0, ).
Die natiirlichen Zahlen sind bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. Es ist somit sinnvoll,
von den natiirlichen Zahlen zu sprechen. Fiir Beweise und Einzelheiten verweisen wir
wieder auf [FP85].

(b) In den vorangehenden Bemerkungen zur Mengenlehre haben wir uns, wie auch in
den fritheren Paragraphen, auf das von Neumann-Bernays-Gédelsche (NBG) Axiomen-
system bezogen, das mit dem Begriff der Klasse arbeitet. Klassen konnen jedoch génzlich
vermieden werden. In der Tat wird in der ebenso populédren Zermelo-Fraenkelschen Men-
genlehre mit Auswahlaxiom (ZFC') nur iiber Mengen geredet. Gliicklicherweise 18t sich
zeigen, dafl die beiden Axiomensysteme NBG und ZFC in dem Sinne dquivalent sind,
daf} in beiden Systemen die gleichen Aussagen iiber Mengen beweisbar sind. m

Rechenregeln

Ausgehend von den Peano-Axiomen kann man allein durch logische Schliisse fol-
genden Satz beweisen, in welchem die ,iiblichen* Rechenregeln fiir den Umgang
mit den natiirlichen Zahlen zusammengefaflt sind.

5.3 Theorem Auf der Menge N der natiirlichen Zahlen koénnen auf eindeutige
Weise zwei Verkniipfungen, die Addition + und die Multiplikation -, sowie eine
Ordnungsrelation < definiert werden, so daf die folgenden Aussagen richtig sind:

(i) Die Addition ist assoziativ, kommutativ und besitzt 0 als neutrales Element.

(ii) Die Multiplikation ist assoziativ, kommutativ und besitzt 1 := v(0) als neu-
trales Element.

(iii) Es gilt das Distributivgesetz

l+m) - n=L-n+m-n, f,m,neN.

LC steht fiir ,,axiom of Choice“.
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(iv) 0-n=0und v(n) =n+1 fir n € N.

N ist durch < total geordnet, und 0 = min(N).

Zun €N gibt es kein k € Nmitn <k <n+ 1.

Fiir m,n € N gelten

)
(v)
(vi)
(vii)

m<n <= IdeN :m+d=n,

m<n < IdeEN* :m+d=n.

Das Element d ist eindeutig bestimmt und heifit Differenz von n und m, in
Symbolen: d :=n —m.

(viii) Fiir m,n € N gelten

m<n <= m+~€<n+{, LeN,
m<n < m+{l<n+f, LeN.

(ix) Fiir m,n € N* ist m -n € N*.
(x) Fiir m,n € N gelten

m<n < m-£<n-f, {cN*,
m<n <= m-£<n-f, £cN*.

Beweis Um einen Eindruck von der Beweistechnik zu geben, zeigen wir exemplarisch
die Existenz und Eindeutigkeit einer Verkniipfung + auf N, die (i) und

n+v(m)=v(n+m), n,méeN, (5.1)

erfiillt. Fiir die restlichen Aussagen verweisen wir auf [Lan30], dessen Lektiire wir nach-
driicklich empfehlen. Das Durcharbeiten? des Landauschen Biichleins bietet dem Anfin-
ger eine ausgezeichnete Moglichkeit, seine logisch-analytische Denkfiahigkeit zu schulen.
Die Beweise sind elementar. Eine der Hauptschwierigkeiten fiir wenig Geiibte liegt darin,
keine ,,Rechenregeln®, die vom gewohnlichen Zahlenrechnen her bekannt zu sein scheinen,
zu verwenden, bevor sie aus den Peano-Axiomen hergeleitet worden sind. Insbesondere
haben 0 und 1 anfinglich lediglich die Bedeutung ausgezeichneter Elemente. Sie haben
(anféinglich) nichts mit den vertrauten Zahlen 0 und 1 zu tun.

(a) Wir nehmen zuerst an, ® sei eine kommutative Verkniipfung auf N, welche
0®0=0, n®l=v(n) und n®v(m)=v(n®m), n,meN, (5.2)
erfiillt. Dann betrachten wir die Menge
N:={neN;0®n=n}.

2Im sehr lesenswerten Vorwort zu [Lan30] finden wir eine der wenigen Stellen in der Literatur,
wo konkrete Vorstellungen iiber den zeitlichen Aufwand fiir mathematische Lektiire formuliert
sind: ,,Ich hoffe, ..., diese Schrift so abgefait zu haben, daf§ ein normaler Student sie in zwei
Tagen lesen kann“. Wir ergidnzen dazu nur noch, dafl der vollstindige Beweis von Theorem 5.3
ziemlich genau ein Achtel der Seiten des Landauschen Biichleins fiillt.



36 I Grundlagen

Offensichtlich gehort 0 zu N. Fiir n € N folgt aus der dritten Aussage von (5.2), daf
0®@v(n) =v(0®n)=rv(n) gilt. Also gehdrt auch v(n) zu N. Nun folgt N =N we-
gen (N1), d.h., es gilt

O®n=n, neN. (5.3)

(b) Wir nehmen an, ©® sei eine kommutative Verkniipfung auf N, welche ebenfalls
(5.2), also

000=0, nel=v(n) und nev(m)=v(nEOm), n,m €N | (5.4)
erfiillt. Fiir ein frei gewihltes (,,festes“) n € N setzen wir
M:={meN;m@n=mon}.

Wie in (a) folgt aus (5.4), daB 0 © n = n gilt. Somit erhalten wir aus (5.3) die Giiltigkeit
von0®n=n=00n, dh. 0 € M. Es sei nun m € M. Dann gilt

vin®@m)=v(men)=v(nem),

und somit
vim)@n=n®v(m)=nov(m)=v(m)en

wegen (5.2) und (5.4). Also gehort auch v(m) zu M, und (Ni) impliziert M = N. Da
n € N beliebig war, haben wir gezeigt, dafl es hochstens eine kommutative Abbildung
®: N x N — N gibt, welche (5.2) erfiillt.

(c) Wir konstruieren nun eine Verkniipfung auf N mit der Eigenschaft (5.1). Dazu
setzen wir

N:={neN;3p,: N— Nmit ¢,(0) = v(n)
und ¢ (v(m)) =v(pn(m)) YVmeN} .

Mit ¢o := v erkennen wir, dafl 0 € N gilt. Es sei nun wieder n € N gegeben. Dann gibt es
ein ¢ : N — N mit ¢, (0) = v(n) und ¢, (v(m)) = v(pn(m)) fiir alle m € N. Wir setzen

(5.5)

¥v:N—>N, m— v(pn(m)) .
Dann gelten ¢(0) = v(¢n(0)) = v(v(n)) sowie

Y(v(m)) =v(en(v(m))) =v(v(en(m))) =v(d(m)), meN.

Also folgt aus n € N stets auch v(n) € N. Wiederum liefert (N;), dal N = N gilt.

Wir merken ferner an, daf8 fiir jedes n € N die Abbildung ¢, in (5.5) eindeutig
bestimmt ist. Sei ndmlich 1, fiir n € N eine Abbildung von N in sich mit

¥n(0) =v(n) und ¥n(v(m)) =v(Yn(m)), meN.

Dann setzen wir

My :={meN; @n(m)=tn(m)}
und erhalten aus ¢, (0) = v(n) = ¥, (0 ) daB 0 zu M, gehort. Gilt m € M,, so folgt
on(v(m)) = v(pon(m)) = v(¢n(m ) ¥n (v(m)). Also gehdrt auch v(m) zu M,. Folglich
impliziert (N1), da8 M,, = N gilt, was ¢, = 9, bedeutet.
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Wir haben also gezeigt: Fiir jedes n € N gibt es genau eine Abbildung
¢n: N— N mit ¢,(0) = v(n) und ¢, (v(m)) = v(en(m)) , meN .

Nun setzen wir

n7
+:NxN—->N, (n,m)r—>n+m:—{ (5.6)

pulm’) . m=v(m).

Dann ist + aufgrund von Bemerkung 5.1(a) eine wohldefinierte Verkniipfung auf N,
welche (5.1) erfiillt, denn es gelten

n+0=n,
neN,
n+1=n+v(0)=¢s(0) =v(n) =v(n+0),

sowie

n+v(m) = gn(m) = gn(v(m')) = v(en(m)) = v(n+m)
firn € N, m € NX und m’ := v~ (m). Damit haben wir die Existenz einer Verkniipfung
auf N, der ,,Addition* 4 , welche (5.1) erfiillt, bewiesen. Wir haben bereits gezeigt, dafl
n+0=mn fir n € N gilt. Zusammen mit (5.3) ergibt sich, dafl 0 das neutrale Element
der Addition ist.

(d) Wir verifizieren die Assoziativitit der Addition. Dazu wihlen wir £,m € N be-
liebig und setzen

N:={neN; l+m)+n=~C+(m+n)}.
Offensichtlich gehort 0 zu N, und fiir n € N gilt nach (5.1)
(C+m)+vn)=v(l+m)+n)=vl+(m+n))=L+v(im+n)=L+ (m+v(n)) .

Somit folgt aus n € N stets v(n) € N. Nach Axiom (Ni) bedeutet dies N = N.

(e) Um die Kommutativitét der Addition zu beweisen, betrachten wir zuerst die
Menge N := {n €N ; n+1=1+n}. Sie enthilt das Element 0. Fiir n € N folgt aus (5.1)

v(n)+1=v(v(n)) =vin+1)=v(l+n)=1+v(n).
Also gilt v(n) € N, und (N1) impliziert N = N. Somit wissen wir, dafl
n+l=14n, neN, (5.7)
richtig ist. Nun fixieren wir n € N und setzen
M:={meN;m+n=n+m} .
Wieder gehort 0 zu M. Fiir m € M finden wir wegen (d) und (5.7), da8

vim)+n=m+1)+n=m+1+n)=m+(n+1)
=(m+n)+1l=v(m+n)=v(n+m)=n+v(m),
gilt, wobei wir beim letzten Schritt wieder (5.1) verwendet haben. Also gehort auch v(m)

zu M, woraus wegen (N1) wieder M = N folgt. Dan € N beliebig war, gilt n+m =m +n
fir alle m,n € N. m
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Im folgenden verwenden wir natiirlich ohne weiteren Kommentar das uns aus
der Schule vertraute ,Einmaleins“. Zur Ubung sei dem Leser empfohlen, einige
Aussagen des Einmaleins, wie z.B. 2 -2 =4 oder 3 -4 = 12, zu beweisen.

Wie iiblich schreiben wir meist mn fiir m - n. Aulerdem vereinbaren wir, dafl
die ,,Multiplikation stirker binden soll als die Addition“, d.h., mn + k bedeutet
(m - n) + k (und nicht etwa m(n + k)). SchliefSlich nennen wir die Elemente von N*
positive natiirliche Zahlen.

Der euklidische Algorithmus

Eine einfache Folgerung der Aussage (x) von Theorem 5.3 ist die nachstehende
Kiirzungsregel:

Fiir m,n € N und k € N* mit mk = nk gilt m = n. (5.8)

Wir nennen m € N* Teiler von n € N, wenn es ein k € N gibt mit mk = n. Ist m
ein Teiler von n, so schreiben wir m|n (,m teilt n*). Die nach (5.8) eindeutig
bestimmte natiirliche Zahl k heift Quotient von m und n und wird mit " oder
n/m bezeichnet. Sind m und n zwei positive natiirliche Zahlen, so wird im allge-
meinen weder m ein Teiler von n sein, noch wird n die Zahl m teilen. Der folgende
Satz, auch euklidischer Algorithmus oder Division mit Rest genannt, klirt die
allgemeine Situation.

5.4 Satz Zum € N* und n € N gibt es genau ein k € N und genau ein £ € N mit

n=km-++¢ und {<m.

Beweis (a) Wir verifizieren zuerst die Existenzaussage. Dazu wihlen wir m € N*
und setzen

N:={neN; 3kleN:n=km+{, £<m}.

Unser Ziel ist der Nachweis, daf§i N = N gilt. Offensichtlich gehort 0 zu N, denn
0 = 0-m + 0 nach Theorem 5.3(i) und (iv). Es seinunn € N. Dann gibtes k, ¢ € N
mit n = km + £ und £ < m. Somit gilt n+ 1 =km + (£ + 1). Ist £+ 1 < m, so fin-
den wir, dai n 4+ 1 zu N gehort. Ist andererseits £ + 1 = m, sogiltn + 1 = (k + 1)m
gemiB (iii) von Theorem 5.3. Also ist auch in diesem Fall n + 1 ein Element von N.
Somit haben wir gezeigt, daf 0 € N und da ausn € N stetsn + 1 € N folgt. Auf-
grund des Prinzips der vollstédndigen Induktion ergibt sich also N = N.

(b) Um die Eindeutigkeit nachzuweisen, nehmen wir an, es seien m € N* und
k, k' 0,0 € N mit

km+l=Km+¢ und L<m, £ <m, (5.9)
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gegeben. Zudem koénnen wir annehmen, dafl £ < ¢’ gelte. Der Fall ¢ < ¢ kann ana-
log behandelt werden. Aus £ < ¢ und (5.9) ergibt sich k’'m + ¢ = km + £ < km+ ¢/,
also auch £'m < km, nach Theorem 5.3(viii). Somit folgt &’ < k aus Theorem 5.3(x).

Andererseits erhalten wir aus £/ < m die Ungleichungskette
km <km+L=Km+0 <kEm+m= K +1)m .

Hier haben wir die Aussagen (viii) und (iii) von Theorem 5.3 benutzt. Nun ergibt
sich aus Aussage (x) desselben Satzes k < k' + 1. Zusammen mit k£’ < k finden wir
also k' <k < k' + 1, was wegen Theorem 5.3(vi) nur fiir £ = k¥’ moglich ist. Aus
k=%, (5.9) und der Eindeutigkeitsaussage in (vii) von Theorem 5.3 folgt nun
(=0 m

Im eben gefithrten Beweis haben wir, als Ubung, séimtliche Verweise auf Theo-
rem 5.3 explizit angegeben. In zukiinftigen Betrachtungen werden wir diese Re-
chenregeln ohne weitere Referenz benutzen.

Das Induktionsprinzip

Wir haben bereits mehrfach gewinnbringend das Induktionsaxiom (N;) angewen-
det. Eine wichtige, zu Axiom (Nj) dquivalente Aussage ist das Wohlordnungs-
prinzip:

5.5 Satz Die natiirlichen Zahlen N sind wohlgeordnet, d.h., jede nichtleere Teil-
menge von N besitzt ein Minimum.

Beweis Wir fithren einen Widerspruchsbeweis. Es sei also A C N nicht leer und
besitze kein Minimum. Wir setzen

B:={n €N ; nist untere Schranke von A} .

Offenbar gilt 0 € B. Es sei nun n € B. Da A kein Minimum besitzt, kann n nicht
zu A gehoren. Aus a > n fiir a € A folgt a > n + 1 fiir alle a € A. Dies zeigt, daf
n+ 1 € B gilt. Aufgrund des Induktionsaxioms (N;) finden wir also B = N. Dies
impliziert aber, dafl A = () gelten mufl. Denn wire m € A, so folgtem +1 ¢ B =N,
was nicht méglich ist. Somit finden wir den (gewiinschten) Widerspruch: A # () und
A=0).m

Um eine Anwendung des eben bewiesenen Prinzips geben zu konnen, sagen
wir, eine natiirliche Zahl p € N heifit Primzahl, falls gilt: p > 2 und p besitzt aufler
1 und p keine weiteren Teiler.

5.6 Satz Aufler 0 und 1 kann jede natiirliche Zahl als Produkt endlich vieler
Primzahlen, der Primfaktoren, dargestellt werden. Dabei sind ,Produkte® mit nur
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einem Faktor zugelassen. Diese Primfaktorzerlegung ist bis auf die Reihenfolge der
auftretenden Zahlen eindeutig.

Beweis Wir nehmen an, die Behauptung sei falsch. Nach Satz 5.5 gibt es dann
eine kleinste natiirliche Zahl ng > 2, die nicht in Primfaktoren zerlegt werden kann.
Insbesondere kann ng keine Primzahl sein. Somit gibt es n,m € N mit ng =n-m
und n,m > 1. Dies impliziert aber n < ng und m < ng. Aus der Definition von ng
ergibt sich nun, dafl n und m als Produkte endlich vieler Primzahlen dargestellt
werden konnen, also auch ng = n - m, was wir aber ausgeschlossen haben. Damit
haben wir die Existenzaussage bewiesen.

Zum Beweis der Eindeutigkeit nehmen wir an, es gébe eine natiirliche Zahl,
die zwei verschiedene Primfaktorzerlegungen besitzt. Dann sei p die kleinste solche
Zahl, mit den Zerlegungen p = pop1 - - Pr = qoq1 - - - G- Jedes p; ist von jedem g;
verschieden, denn ein gemeinsamer Teiler beider Darstellungen wiirde p teilen und
eine kleinere natiirliche Zahl p’ mit zwei verschiedenen Darstellungen liefern, im
Widerspruch zur Wahl von p.

Wir diirfen annehmen, dal pg <p; <---<pp und go < q1 <--- < gqn so-
wie po < qo gelten. Wir setzen ¢ := poqy - - - ¢n. Dann gelten pg|g und pg |p, also
po|(p — q). Folglich gilt die Darstellung

P—q=por1---Te

mit geeigneten Primzahlen rq,...,7,. Wegen p—q = (qo —po)q1 - qn iSt p—q
positiv. Wir stellen nun gg — pg als Produkt von Primzahlen dar: g9 — pg = to - - - ts.
Dann ist

p—q:totsqlqn

eine zweite Darstellung von p — ¢ als Produkt von Primzahlen. Es ist klar, daf} pg
kein Teiler von gg — pg ist. Also haben wir zwei verschiedene Darstellungen von
p — q gefunden, denn genau eine enthélt pg. Wegen 0 < p — g < p stellt dies einen
Widerspruch zur Minimalitdt von p dar. m

In den obigen Betrachtungen haben wir verschiedentlich vom Prinzip der
vollstdndigen Induktion Gebrauch gemacht. Die dabei verwendete Schlufiweise
kénnen wir wie folgt formalisieren. Fiir jedes n € N sei A(n) eine Aussage. Es soll
gezeigt werden, dafl A(n) fiir jedes n € N richtig ist. Dies kann mittels eines Be-
weises durch vollstdndige Induktion erreicht werden, indem man wie folgt vorgeht:

(a) Induktionsanfang: Es wird gezeigt, dafi A(0) richtig ist.
(b) Induktionsschluf3: Dieser setzt sich zusammen aus:
(«) Induktionsvoraussetzung: Es sei n € N und A(n) sei richtig.

(8) Induktionsschritt (n — n+1): Man zeigt, dafi aus («) mittels logi-
scher Schliisse und bereits als wahr erkannter Aussagen die Richtigkeit
von A(n + 1) abgeleitet werden kann.
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Damit ist die Richtigkeit von A(n) fir alle n € N nachgewiesen. Um dies einzuse-
hen, setzen wir

N :={neN; A(n) ist richtig } .
Der Induktionsanfang liefert dann 0 € N, und aus dem Induktionsschluf} folgt, daf3
mit n € N auch n+ 1 € N gilt. Nach (N;) ist somit N = N.

In vielen Anwendungen ist es niitzlich, den Induktionsanfang nicht bei 0,
sondern bei, sagen wir, ng € N zu setzen. Dies fiihrt zu folgender leicht verallge-
meinerter Form des obigen Beweisprinzips.

5.7 Satz (Induktionsprinzip) Es sei ng € N, und fiir jedes n > ng sei A(n) eine
Aussage. Ferner gelte:

(i) A(no) ist richtig.
(ii) Fiir jedes m > ng gilt: Aus der Richtigkeit von A(n) folgt, daBl A(n + 1)
richtig ist.
Dann ist A(n) fiir jedes n > ng richtig.

Beweis Setzen wir N := {n € N; A(n+ no) ist richtig }, so folgt aus dem In-
duktionsaxiom (Nj) sofort N =N. m

Fiir m € N und n € N* bezeichnen wir mit m™ das Produkt aus n gleichen
Faktoren m, d.h.

mn :: m . m o e e e e m .
~ ~ -
n-mal

Mit dieser Abkiirzung und den Rechenregeln fiir die natiirlichen Zahlen kénnen
wir die folgenden einfachen Beispiele zum Induktionsprinzip behandeln.

5.8 Beispiele (a) Firn e N* gilt 1+3+5+---+ (2n — 1) = n%

Beweis (durch Induktion) Den Induktionsanfang setzen wir bei ng =1 durch 1 =1-1=12

Um den Induktionsschlufl zu vollziehen, nehmen wir an:

Es sein € Nund es gelte: 1 +3+5+---+ (2n—1) =n> .
Dies ist unsere Induktionsvoraussetzung. Der Induktionsschritt ist der folgende:
143454+ 2n+1)—1)=1+3+5+--+(2n+1)

=143+5+---+2n—-1)+(2n+1)
=n? +2n+1.

Dabei haben wir die Induktionsvoraussetzung verwendet, um die letzte Gleichheit zu

erhalten. Wegen n? 4+ 2n 4+ 1 = (n 4 1)?, wie man leicht aus dem Distributivgesetz (iii)
von Theorem 5.3 ableitet, ergibt sich somit die Behauptung. m

(b) Es gilt 2" > n? fiir alle n € N mit n > 5.
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Beweis Der Induktionsanfang ergibt sich fiir no = 5 mit 32 = 2° > 52 = 25. Als Induk-
tionsvoraussetzung formulieren wir:

Es sei n € N mit n > 5 und es gelte 2" > n” . (5.10)
Folgende Argumente ermoglichen den Induktionsschritt: Aus (5.10) folgt
2"t =2.9">2.p  =n*+n-n. (5.11)

Beachten wir weiter n > 5, so ergibt sich n-n > 5n > 2n + 1. Zusammen mit (5.11) er-
halten wir 2" > n? +2n + 1 = (n + 1)?, womit die Behauptung bewiesen ist. m

Wir formulieren eine weitere Version des Induktionsprinzips. Sie erméglicht,
dafl wir alle Aussagen A(k), no < k < n, verwenden kénnen, um den Induktions-
schritt n — n + 1 sicherzustellen.

5.9 Satz Es sei ng € N, und fiir jedes n > ng sei A(n) eine Aussage. Ferner gelte:
(i) A(no) ist richtig.
(ii) Fiir jedes n > ng gilt: Aus der Richtigkeit von A(k) fiir ng < k < n folgt, daB
A(n + 1) richtig ist.
Dann ist A(n) fiir jedes n > nyg richtig.

Beweis Wir setzen
N :={neN; n>nound A(n) ist falsch }

und nehmen an, es gelte N # ). Dann existiert nach dem Wohlordnungsprinzip
(Satz 5.5) m := min(V), und wegen (i) gilt m > ng. Somit gibt es genau ein n € N
mit n + 1 = m. Weiter folgt aus der Definition von m, dal A(k) richtig ist fiir alle
k € N mit ng < k < n. Beriicksichtigen wir (ii), so ergibt sich die Richtigkeit von
A(n + 1) = A(m), was nicht moglich ist. m

5.10 Beispiel Es sei ® eine assoziative Verkniipfung auf einer Menge X. Dann
kommt es auch bei mehr als drei Faktoren nicht auf die Stellung der Klammern an.

Beweis Es sei K, ein ,Klammerausdruck der Lange n*, d.h. ein Verkniipfungsausdruck

bestehend aus n Elementen ai,...,a, € X und einer beliebigen Anzahl Klammern, z.B.

K7 :=((a1 ® a2) ® (a3 ® as)) ® ((as ® (as ® a7))). Wir behaupten, daf gilt
Kn=((01®a)®a3)® ) ®an_1) ®an , neN,

und erbringen den Beweis durch vollsténdige Induktion.
Fiir n = 3 ist die Aussage richtig. Dies ist der Induktionsanfang. Unsere Indukti-
onsvoraussetzung heifit:
Es gilt Ki, = (~--(a1®a2)®a3)®---)®ak_1) ® ak
fiir jeden Klammerausdruck der Liange k € N mit 3 < k < n.

Es sei nun K,41 ein Klammerausdruck der Linge n + 1. Dann gibt es £,m € N* mit
{+m=n+1und K11 = K; ® K,,. Nun sind zwei Falle zu unterscheiden:
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1. Fall: m = 1. Dann gilt K,, = an+1. Ferner ist geméafl der Induktionsvorausset-
zung

Ki=Kn=((a1®a2)®az) ) ®an .
Somit folgt in diesem Fall

Knp1=(( (a1 ®a2) ®as) ) ®an) ® any1 -

2. Fall: m > 1. Dann ist K,,—1 erkldrt, und nach Induktionsvoraussetzung gilt
Km = m—1 ® An41-

Damit ergibt sich
Kng1 =K ® (Km—1®ant1) = (K ® Ki—1) ® ant1 -

Nun ist aber Ky ® K,,,—1 ein Klammerausdruck der Liange n, auf den wir unsere Induk-
tionsvoraussetzung anwenden koénnen, d.h., es gilt

K£®Km—1:("'(a1 ®a2)®a3)"')®an,

woraus sich wiederum die Behauptung ergibt. m

Rekursive Definitionen

Wir kommen zu einer weiteren wichtigen Anwendung der vollstdndigen Induktion,
dem Prinzip der rekursiven Definition. Die Tragweite dieses Prinzips wird durch
die anschlieSenden Beispiele klarwerden.

5.11 Satz FEs seien X eine nichtleere Menge und a € X. Ferner sei fiir jedes n € N*
eine Abbildung V,,: X" — X gegeben. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte
Abbildung f: N — X mit folgenden Eigenschaften:

(i) £0) =a.
(i) S+ 1) = Viss (F0), F1),.., f(m), neN.

Beweis (a) Wir zeigen zuerst durch vollsténdige Induktion, dafl es nur eine solche
Abbildung geben kann. Es seien also f,¢g: N — X mit f(0) = ¢(0) = a und

neN. (5.12)

g(n+1) = Viy1(9(0), -, 9(n)) ,
Wir wollen f = g beweisen, d.h., es soll f(n) = g(n) fiir alle n € N nachgewie-
sen werden. Die Eigenschaft f(0) = ¢g(0) ( = a) liefert uns den Induktionsanfang.
Als Induktionsvoraussetzung dient uns die Aussage f(k) = g(k) fir 0 <k <mn.
Mit (5.12) folgt f(n + 1) = g(n + 1). Nach Satz 5.9 ergibt sich nun die Behauptung.



44 I Grundlagen

(b) Wenden wir uns der Existenz einer solchen Abbildung zu. Dazu behaupten
wir: Fiir jedes n € N gibt es eine Abbildung f,,: {0,1,...,n} — X mit

fa(0) =a,
fn(k) = fr(k)

0<k<n.

Der Beweis dieser Behauptung wird wiederum durch vollstéindige Induktion er-
bracht. Offenbar ist die Aussage fiir n = 0 richtig, da es kein K € Nmit 0 < k <0
gibt. Um den Induktionsschritt n — n + 1 durchzufithren, setzen wir:

fn(k), 0<k<n,

Fna (k) ::{ Vit (£ (0), -, faln)) k=n+1.

Geméif Induktionsvoraussetzung ergibt sich
fusi(k) = fulk) = fu(K),  KEN, 0<hk<n, (5.13)
und, zusammen mit (5.13),

Sogr(k+1) = fulk+1) = Vig1 (fu(0), ..., fu(K))
= Vi1 (fr41(0), ..., faga(K))

fiir 0 < k+1 < n, sowie

fn+1(n + 1) = V:rLJrl (fn(o)a ceey fn(n)) = ‘/;’Hrl (f’ﬂ+1(0)> ) fnJrl(n)) :
Dies beweist den Induktionsschlufl n — n 4+ 1, und zeigt somit die Existenz der
Abbildungen f,, fir alle n € N.

(c¢) Nach diesem vorbereitenden Schritt definieren wir nun f: N — X durch

a, n=20,

fiN— X, f(n):{fn(n) neN<

Aufgrund der in (b) bewiesenen Eigenschaften der Abbildungen f,, finden wir

fn+1) = foyi(n+1) = Vi1 (fur1(0), ., frura(n)
V;l-‘rl (fO(O)a SRR fn(n))
74

+1(f(0),..., f(n)) .

Damit ist alles bewiesen. m



1.5 Die natiirlichen Zahlen 45

5.12 Beispiel Es bezeichne © eine assoziative Verkniipfung auf einer Menge X
und es seien z, € X fiir £ € N gegeben. Fiir jedes n € N definieren wir

n
@xk =20 0T1 OO Ty . (5.14)
k=0

Damit obige Definition sinnvoll wird, miissen wir die Bedeutung der drei Punkte
auf der rechten Seite klaren. Dazu ziehen wir das Prinzip der rekursiven Definition
heran. Es sei ndmlich

Vn:Xn_)Xa (yOa"'ayn—l)'_)yn—l®xna neNX'
Dann gibt es nach Satz 5.11 eine eindeutig bestimmte Abbildung f: N — X mit
f(0) = zp und

f(n) =Vo(f(0),....f(n=1)) = f(n—1) O, , neN*.

Wir setzen nun (O} _, zx := f(n) fiir n € N. Mit diesen Bezeichnungen ergibt sich
die Rekursionsvorschrift

0 n n—1
@l"k:l‘o, Ql‘k:@ﬂ%@ﬂ?n, neN",
k=0 k=0 k=0

welche die Schreibweise in (5.14) rechtfertigt. m

Verwenden wir die Symbole + bzw. - fiir eine assoziative Verkniipfung
auf X, so nennen wir + eine Addition und - eine Multiplikation auf X. Fir
Summen bzw. Produkte werden dann iiblicherweise die Notationen

n n
E Tp:=To+x1+ - +x, bzw. Hl'k:::fO'xl""'l'n
k=0 k=0

benutzt. Man beachte, daf§ hierbei die Reihenfolge der auftretenden Gréfien wichtig
ist, da wir die Kommutativitéit der Verkniipfungen nicht vorausgesetzt haben.

5.13 Bemerkungen (a) Summen und Produkte sind selbstverstéindlich unabhéingig
von der Wahl des ,,Summationsindexes“ bzw. ,Multiplikationsindexes®, d.h.

n n
E xkzg xz; und ka:ij.
j k=0 =0

Sind die Addition 4 und die Multiplikation - (allgemeiner: ist die Verkniipfung ©)
kommutativ, so gelten

n n n n
Zl‘k = Zl‘o—(j) und H Tk = H l‘g(j)
k=0 j=0 k=0 j=0

fiir jede Permutation o der Zahlen O,...,n, d.h. fiir jede bijektive Abbildung
0:4{0,...,n} — {0,...,n}.
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(b) Esseien + und - assoziative und kommutative Verkniipfungen auf X, welche
das Distributivgesetz (x +y) - 2z = x - z + y - z fiir z,y, z € X erfiillen. Dann gelten
folgende Rechenregeln:

(@) Dp—o @k + oo bk = 2 po(ar + bi);
(B) HZ:O ak - HZ:O by = szo(ak “br);
(1) X0 as - 2o bk = X o<j<m (aj - by).

0<k<n
Hierbei wird in der letzten Doppelsumme iiber alle méglichen Produkte a; - by,
0 <j<m, 0 <k <n,ineiner beliebigen Reihenfolge summiert. Die obigen Regeln
werden durch vollstdndige Induktion bewiesen. Wir iiberlassen dies dem Leser. m

5.14 Beispiele (a) Als eine weitere Anwendung des Prinzips der rekursiven Defini-
tion betrachten wir eine nichtleere Menge X und eine assoziative Verkniipfung &
auf X mit neutralem Element e. Fiir a € X definieren wir rekursiv

a=e, a"t=a"®a, neN.

Aus Satz 5.11 folgt dann, dafl a™, die n-te Potenz von a, fiir alle n € N wohldefiniert
ist. Offensichtlich gelten a' = a sowie

e"=e, ad"®a"=a"t", ()" =d"", n,meN . (5.15)
Sind a und b kommutierende Elemente von X, d.h., gilt a ® b = b ® a, so folgt
a" @b = (a®b)" neN.

Ist die Verkniipfung kommutativ und wird sie additiv geschrieben, so nennt man
das neutrale Element Null(element) und bezeichnet es mit Ox oder einfach mit 0,
wenn keine Verwechslungen zu befiirchten sind. Im kommutativen Fall definiert
man rekursiv

0-a:=0x, (n+1)-a:=Mm-a)+a, neN, aeX,
und nennt n - a das n-fache von a. Dann gilt

n
n~a:Za::a+~-~+a, ncN*,
- ~ 4
k=1

n Summanden

und die Regeln (5.15) lauten folgendermafen:
n-0x=0x, n-a+tm-a=Mn+m)-a, m-(n-a)=(mn)-a

sowie
n-a+n-b=n-(a+b)
fiir a,b € X und n,m € N.

Wiederum iiberlassen wir die einfachen Beweise dieser Aussagen dem Leser.
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(b) Wir definieren eine Abbildung N — N, n i+ n!, die Fakultét, rekursiv durch
0l:=1, (n+1)!:=Mm+1n!, neN.

Es ist nicht schwierig einzusehen, daf gilt: n! = [];_, k fiir n € N*. Ferner bemer-
ken wir, daf} die Fakultit sehr schnell wéchst:

O=1, 1=1, 2!=2, 3!=6, 4!=24, ., 10! > 3628000, ...,
100! > 9107, ..., 170000 > 4-10%%7, .. 10/000! > 2107659

In Kapitel VI werden wir eine analytische Formel herleiten, mittels derer dieses
Wachstum gut abgeschétzt werden kann. m

Aufgaben

1 Man gebe ausfiihrliche Beweise fiir die Rechenregeln von Bemerkung 5.13(b) und die
Potenzgesetze von Beispiel 5.14(a).

2 Folgende Identitéten sind durch vollstandige Induktion zu verifizieren:
(8) Sp_ok=n(n+1)/2, neN.
(b) Sp_ok* = n(n+1)(2n+1)/6, neN.

3 Man verifiziere durch vollstédndige Induktion:

(a) Fiir jedes n > 2 gilt n + 1 < 2™,
(b) Fiir @ € N mit a > 3 gilt a™ > n? fiir n € N.

4 Es sei A eine Menge mit n Elementen. Man zeige, dal B(A) genau 2" Elemente
besitzt.

5 (a) Man verifiziere, daB fiir m,n € N mit m < n gilt: [m!(n —m)!] ‘n! .
(Hinweis: (n+ 1) =n!(n4+1—m)+nlm.)
(

b) Fiir m,n € N werden die Binomialkoeffizienten (:l) € N definiert durch

(n)_{ m!('r?im)!’ m<mn,
0, m>n.

Man beweise folgende Rechenregeln:

@ ()= (")
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Bemerkung Die Formel (ii) erlaubt eine einfache sukzessive Berechnung der ersten Bino-
mialkoeffizienten in der als Pascalsches Dreieck bekannten nachstehenden Anordnung. In
diesem Dreieck driickt sich deutlich die Symmetriebeziehung (i) aus, und die Relation (iv)
148t sich leicht veranschaulichen.

Q
v
Ay N
7
n=>0 1 A 5
4
n=1 1 1 v o
v
-2 1 2 1 * N
v
=3 1 3 3 1 ) %
7
n= 1 4 6 4 1 S
\v/
n=>5 1 5 10 10 5 1

6 Fiir m,n € N werte man die Summe

S(m,n) = kizo[(m"":"'k)Qnﬂ—k B (m+n;k+1>2n_k}

geschlossen aus. (Hinweis: Fiir 1 < j < £ gilt (f) — (jfl) = (“Jfl) — Z(Jfl).)
7 Es sei p € N mit p> 1. Man beweise: p ist genau dann eine Primzahl, wenn fiir je
zwei Zahlen m,n € N gilt

p|mn = (p|m oder p|n) .

8 (a) Es sei n € N*. Man zeige: Keine der n aufeinanderfolgenden Zahlen
(m+IN+2,(n+1)!+3,...,(n+ 1)+ (n+1)

ist prim. Folgerung: Es gibt beliebig grofie Primzahlliicken.

(b) Man zeige, dafl es keine grofite Primzahl gibt. Dazu nehme man an, es géibe eine
groBte Primzahl, bezeichne mit {po,...,pm} die Menge aller Primzahlen und betrachte
g:=po- - pm—+1

9 Dem bekannten franzoésischen Forscher E.R. Reur ist es endlich gelungen, die erste
These der Julirevolution (,,Alle Menschen sind gleich“) wissenschaftlich zu beweisen. Ist
namlich M eine Menge mit endlich vielen Elementen, so gilt a = b fiir a,b € M.

Beweis durch Induktion:

(a) Induktionsanfang: Hat M genau ein Element, M = {a}, so ist die Aussage richtig.
(b) InduktionsschluB: («): Die Aussage sei richtig fiir alle Mengen mit genau n Elementen.
(B): Es sei M’ eine Menge mit genau n + 1 Elementen. Fiir b € M’ sei N := M’\{b}. Die
Elemente von N sind nach (a) einander gleich. Es bleibt zu zeigen: b = ¢, wenn ¢ € M.
Dazu entfernt man ein anderes Element d aus M’ und wei} dann: b € M’\{d}. Die
Elemente dieser Menge sind nach («) wiederum einander gleich. Wegen der Transitivitét
der Gleichheitsbeziehung folgt dann die Behauptung.®

Wias ist falsch an diesem Schluf3?

3Vgl. die Sondernummer der Zeitschrift ,,Pour Quoi Pas*.
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10 Fiir jedesn € Nist 1 + 22") 4 2" durch 7 teilbar.

11 Essei g € Nmit g > 2 fest gewdhlt. Man zeige: Fiir jedes n € N gibt es eine Darstel-
lung der Form

£
n=> vg (5.16)
j=0

mit y, € {0,...,9g— 1} fiirk € {0,...,£} und y¢ > 0. AuBerdem ist die Darstellung (5.16)
eindeutig; d.h., ist n = >, zjg° mit z, € {0,...,g — 1} fiir k € {0,..., m} eine weitere
Darstellung von n, so folgen £ = m und yi, = 2 fiir k € {0,...,¢}.
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6 Abzihlbarkeit

Unsere Ausfithrungen im letzten Paragraphen haben gezeigt, dal das Wesen ,,un-
endlicher Mengen* fiir die Konstruktion der natiirlichen Zahlen von grundlegen-
der Bedeutung ist. Andererseits zeigt das Galileische Paradoxon, d.h. die Bijek-
tion N — 2N, n +— 2n, welche die natiirlichen Zahlen umkehrbar eindeutig auf
die geraden Zahlen abbildet, daf3 ein vorsichtiger Umgang mit dem ,, Unendlichen*
angebracht ist: Denn die obige Abbildung suggeriert doch, daf es ,gleich viele“
natiirliche wie gerade Zahlen gibt. Wo finden dann aber die ungeraden Zahlen
1,3,5,... ihren Platz in N? Wir wollen uns deshalb in diesem Paragraphen weiter
mit ,unendlichen Mengen“ befassen und insbesondere aufzeigen, dafl eine Diffe-
renzierung im Bereich des ,,Unendlichen“ moglich ist.

Eine Menge X heifit endlich, falls X leer ist, oder falls es ein n € N* und
eine Bijektion von {1,...,n} auf X gibt. Ist eine Menge nicht endlich, so heift sie
unendlich.

6.1 Beispiele (a) Die Menge N ist unendlich.

Beweis Wir nehmen an, N sei endlich. Dann gibt es ein m € N* und eine Bijektion ¢
von N auf {1,...,m}. Somit ist ¢ := ¢|{1,...,m} eine Injektion von {1,...,m} in sich.
Also ist 1) gemiB Aufgabe 1 eine Bijektion von {1,...,m} auf sich. Folglich gibt es ein
n € {l,...,m} mit o(n) =9Y(n) = p(m+ 1), was der Injektivitdt von ¢ widerspricht.
Also ist N unendlich. m

(b) Es ist nicht schwierig einzusehen, dafl jedes einfach unendliche System von
Bemerkung 5.2(a) eine unendliche Menge ist (vgl. Aufgabe 2). m

Es ist naheliegend, die ,,GréBe“ einer endlichen Menge X durch eine (endli-
che) Abzéhlung, d.h. durch eine Bijektion von {1,...,n} auf X, zu messen. Bei
unendlichen Mengen versagt dieses Verfahren offensichtlich. Bevor wir auf die-
se Schwierigkeit genauer eingehen, ist es niitzlich, die Anzahl einer Menge X, in
Symbolen: Anz(X), einzufiihren:

0, falls X =0,
Anz(X):= (¢ n, falls n € N* und es eine Bijektion von {1,...,n} auf X gibt ,
oo , falls X unendlich ist .}

6.2 Bemerkung Angenommen, es seien m,n € N*, und ¢ bzw. ¢ seien Bijektio-
nen von X auf {1,...,m} bzw. {1,...,n}. Dann ist ¢ o9 ~! eine Bijektion von
{1,...,n} auf {1,...,m}. Nun zeigt Aufgabe 2, da m = n gilt. Also ist obige
Definition sinnvoll, d.h., Anz(X) ist wohldefiniert. m

IDas Symbol oo (,,unendlich®) ist keine natiirliche Zahl. Es ist aber niitzlich, die Addition +
und die Multiplikation - von N teilweise auf N := N U {oo} auszudehnen durch die Festsetzun-
gen: n 4 00 :=00 +n = oo firn €N, und n - 00 := 0o -n := oo fiir n € NX U {cc}. Ferner gelte
n < oo fiir n € N.
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Permutationen

Es sei X eine endliche Menge. Eine bijektive Selbstabbildung von X heifit Permu-
tation von X. Geméifl Aufgabe 1 ist jede injektive Abbildung von X in sich bereits
bijektiv, also eine Permutation. Wir bezeichnen mit Sx die Menge aller Permuta-
tionen von X. Schlieflich sagen wir, eine endliche Menge X sei n-elementig, falls
Anz(X) = n fiir ein n € N gilt.

6.3 Satz Es sei X eine n-elementige Menge. Dann gilt Anz(Sx) = n!, d.h., n! ist
die Anzahl aller Permutationen einer n-elementigen Menge.

Beweis Zuerst betrachten wir den Fall X = (). Dann gibt es genau eine Abbildung
0: 0 — (. Diese ist bijektivZ. Dann gilt die Behauptung in diesem Fall.

Nun wenden wir uns dem Fall n € N* zu, wo wir die Behauptung durch In-
duktion beweisen. Der Induktionsanfang ergibt sich fiir ng = 1, da Sx = {idx}
fiir jede einelementige Menge X . Unsere Induktionsvoraussetzung lautet: Fiir jede
n-elementige Menge X gilt Anz(Sx) = n!. Es seien nun Y eine (n + 1)-elementige
Menge und {a1,...,an+1} eine Abzihlung von Y, d.h., {a1,...,ant1} sei das Bild
einer Bijektion von {1,...,n+ 1} auf Y. Gem#B Induktionsvoraussetzung gibt
es fiir jedes fest gewihlte j € {1,...,n + 1} genau n! injektive Selbstabbildungen
von Y, welche a; auf a; abbilden. Dies ergibt insgesamt (n + 1)n! = (n + 1)! in-
jektive Abbildungen von Y auf sich (vgl. Aufgabe 5). m

Der Méchtigkeitsbegriff

Zwei Mengen X und Y heiflen gleichméchtig oder dquipotent, in Symbolen X ~ Y,
wenn es eine Bijektion von X auf Y gibt. Ist M eine Menge von Mengen, so
stellt ~ offensichtlich eine Aquivalenzrelation auf M dar (vgl. Satz 3.6).

Eine Menge X heifit abzdhlbar unendlich, falls X ~ N, und wir nennen X
abzihlbar, falls X ~ N oder falls X endlich ist. Schliellich heiit X iiberabzihlbar,
wenn X nicht abzéhlbar ist.

6.4 Bemerkung Ist X ~ N, so folgt aus Beispiel 6.1(a), dafl X nicht endlich ist.
Also ist der Begriff ,abzidhlbar unendlich* wohldefiniert, d.h., eine Menge kann
nicht gleichzeitig endlich und abzdhlbar unendlich sein. m

Selbstverstéindlich ist die Menge N der natiirlichen Zahlen abzéihlbar unend-
lich. Etwas interessanter ist die Beobachtung, dafl echte Teilmengen von abzihl-
bar unendlichen Mengen selbst wieder abzidhlbar unendlich sein kénnen, wie das
Beispiel der Menge der geraden natiirlichen Zahlen 2N = {2n ; n € N} zeigt. An-

2Hierbei handelt es sich natiirlich um eine Wortspielerei bzw. Haarspalterei. Der Sinn dieser
Betrachtung liegt einzig darin, den Fall n = 0 nicht ausschliefen zu miissen. Dadurch werden
einfache, aber umsténdliche Fallunterscheidungen vermieden.
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dererseits werden wir im néichsten Paragraphen echte Obermengen von N kennen-
lernen, welche ihrerseits abzédhlbar sind.

Bevor wir weitere Eigenschaften von abzidhlbaren Mengen untersuchen, wol-
len wir kurz die Existenz einer iiberabzéhlbaren Menge sicherstellen. Dazu bewei-
sen wir zuerst das folgende Resultat, welches auf G. Cantor zuriickgeht.

6.5 Theorem FEs sei X eine beliebige Menge. Dann gibt es keine Surjektion
von X auf P(X).

Beweis Wegen B(() = {0} ist die Behauptung richtig, wenn X die leere Menge
ist, da es keine Surjektion von der leeren Menge auf eine nichtleere Menge gibt. Also
sei X # (). Dann betrachten wir eine beliebige Abbildung ¢: X — P(X) sowie
die Teilmenge A:={z € X ; x ¢ ¢(z) } von X. Ferner nehmen wir an, es gebe
ein y € X mit ¢(y) = A. Dann gilt entweder y € A, also y ¢ ¢(y) = A, was nicht
moglich ist. Oder es gilt y ¢ A = o(y), also y € A, was ebenfalls unméglich ist.
Dies zeigt, daf3 ¢ nicht surjektiv sein kann. m

Als unmittelbare Konsequenz dieses Satzes ergibt sich die Existenz iiberabzéhl-
barer Mengen.

6.6 Korollar ‘B(N) ist iiberabzihlbar.

Abzihlbare Mengen

Wir wenden uns nun wieder abzdhlbaren Mengen zu und beweisen folgende an-
schaulich evidente Aussage:

6.7 Satz Jede Teilmenge einer abzédhlbaren Menge ist abzédhlbar.

Beweis (a) Es seien X eine abzihlbare Menge und A C X. Wir konnen ohne
Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, A sei abzéhlbar unendlich, was zur
Folge hat, dal X abzéhlbar unendlich ist, denn fiir endliche Mengen ist die zu
beweisende Aussage klar (vgl. Aufgabe 9). Somit gibt es eine Bijektion ¢ von X
auf N und eine Bijektion ¢ := ¢| A von A auf ¢(A). Folglich kénnen wir ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit den Fall X = N mit einer unendlichen Teilmenge A
von N betrachten.

(b) Wir definieren als néchstes rekursiv eine Abbildung «: N — A durch
a(0) :=min(4) , an+1):=min{meAd; m>an)}.

Aufgrund von Satz 5.5 und der Voraussetzung Anz(A) = oo ist a: N — A wohl-
definiert. Ferner halten wir fest, daf3

an+1)>a(n), an+l)>an)+1, neN. (6.1)
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(c) Es gilt a(n+k) > a(n) fir n € N und k € N*. In der Tat, dies folgt
sofort aus der ersten Aussage in (6.1) und durch vollsténdige Induktion nach k.
Insbesondere ist « injektiv.

(d) Wir verifizieren die Surjektivitiit von «. Dazu beweisen wir zuerst durch
vollstandige Induktion die Aussage:

alm) >m , meN. (6.2)

Fiir m = 0 ist dies sicherlich richtig. Der Induktionsschritt m — m + 1 ergibt sich
dann aus der zweiten Aussage in (6.1) und der Induktionsvoraussetzung:

am+1)>a(m)+1>m+1.

Es sei nun ng € A vorgegeben. Wir miissen ein mg € N mit a(mg) = ng finden.
Dazu betrachten wir B := {m € N ; a(m) > ng }. Wegen (6.2) ist B nicht leer.
Somit existiert nach Satz 5.5 mg := min(B). Gilt my = 0, so folgt

min(A4) = a(0) > ng > min(4) ,

und damit ng = a(0). Wir kénnen also annehmen, da§ ng > min(A4), und somit
mo € N*| gilt. Dann ergibt sich aber a(mg — 1) < ng < a(myp), und wir finden
geméf Definition von «, dafl a(mgy) = ng. m

6.8 Satz Jede abzdhlbare Vereinigung abzédhlbarer Mengen ist abzédhlbar.

Beweis Fiir jedes n € N sei X, eine abzihlbare Menge. Wegen Satz 6.7 konnen
wir annehmen, X,, sei abzdhlbar unendlich, und die X,, seien paarweise disjunkt.
Folglich gilt X,, = {xy, 1 ; k € N} mit z,, 5 # @y, ; fir k # j, d.h., z,, 1 ist das Bild
von k € N unter einer Bijektion von N auf X,,. Nun ordnen wir die Elemente von
X :=U,~, X, wie nachstehend angedeutet, in einem (sich in zwei Richtungen
»ins Unendliche erstreckenden*) Schema, in einer ,,unendlichen Matrix“, an. Dann
induziert das durch die Pfeile symbolisierte Verfahren eine Bijektion von X auf N.

o » 20,2 » 20,4

/ / / /

/ / /

/ / (6.3)
/

T4,0

T2

Es bleibt dem Leser iiberlassen, die Abbildungsvorschrift explizit zu formulieren. m
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6.9 Satz Jedes endliche Produkt abzdhlbarer Mengen ist abzéhlbar.

Beweis Es seien X;, j=0,1,...,n, abzéhlbare Mengen, und X := H?:o X;.
Wegen X = ([T}Z) X;) x X, geniigt es, den Fall n =1, d.h. ein Produkt von
zwei abzihlbaren Mengen, zu betrachten. Also sei X := Xy x X;. Wegen Satz 6.7
konnen wir wieder annehmen, Xy und X; seien abzihlbar unendlich. Also gelten
Xo={yr; ke N} und Xy ={2;; k€ N}. Nun setzen wir z; = (y;, z) fir
J.keN,sodaB X ={z;; j,k € N} gilt. Mit diesen Bezeichnungen kénnen wir
direkt (6.3) anwenden. m

Unendliche Produkte

6.10 Bemerkung Die Aussage von Satz 6.9 ist nicht mehr richtig, wenn wir ,,unend-
liche Produkte“ abzdhlbarer Mengen zulassen. Um eine entsprechende Aussage prézise
formulieren zu konnen, miissen wir zuerst den Begriff ,,unendliches Produkt* kldren. Da-
zu nehmen wir an, { Xo ; o € A} sei eine Familie von Teilmengen einer festen Menge.
Dann ist das cartesische Produkt [] ., Xa definitionsgeméf die Menge aller Abbildun-
gen p: A — |J,ca Xa, welche p(a) € X, fiir jedes o € A erfiillen. Anstelle von ¢ schreibt
man oft {zo ; a € A}, wobei natiirlich zq := ¢(a) gilt.

Im Spezialfall A = {1,...,n} fiir ein n € N* stimmt [], ., Xo offensichtlich mit
dem bereits in Paragraph 2 eingefithrten Produkt []}_, X iiberein. Also ist die obige
Definition sinnvoll. Gilt X, = X fiir jedes a € A, so setzt man X* := [Taca Xa, wie wir
dies schon am Ende von Paragraph 3 getan haben.

Es ist klar, da8 [],, en Xa = (), wenn mindestens ein X, leer ist. Im allgemeinen,
d.h. fiir beliebige Mengensysteme { X ; a € A}, kann man aus den bis zu dieser Stel-
le verwendeten Axiomen der Mengenlehre nicht beweisen, dafi [ aca Xa nicht leer ist,
wenn X, # 0 fiir jedes o € A gilt. Dazu miifite man ja eine Funktion ¢ : A — [J,cp Xa
angeben, welche p(a) € X, fiir jedes a € A erfiillt, d.h. eine Vorschrift, die aus jeder
Menge X des Mengensystems { Xo ; o € A} genau ein Element auswihlt. Um die Exi-
stenz einer solchen Funktion zu gewahrleisten, benotigt man das Auswahlaxiom, das wir
auf folgende Weise formulieren kénnen: Fiir jedes Mengensystem { X, ; o € A} gilt

[[Xe#0= (Xa#0 Vaeh).

a€EA

Im folgenden werden wir dieses natiirlich erscheinende Axiom stets stillschweigend ver-
wenden. Den an den Grundlagen interessierten Leser verweisen wir fiir damit zusam-
menhéngende Fragen auf die einschlégige Literatur (vgl. z.B. [Ebb77], [FP85]). m

Erstaunlicherweise sind, im Unterschied zu Satz 6.9, abzdhlbar unendliche
Produkte endlicher Mengen i. allg. nicht abzihlbar, wie der folgende Satz zeigt.

6.11 Satz Die Menge {0,1}" ist iiberabzéihlbar.
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Beweis Essei A € P(N). Dann ist die charakteristische Funktion y 4 ein Element
von {0,1}"N. Es ist klar, da8 die Abbildung

PN) — {0,1}, A xa (6.4)

injektiv ist. Fiir ¢ € {0, 1} sei A(p) := ¢71(1) € P(N). Dann gilt x a(,) = ¢. Dies
zeigt, dafl die Abbildung (6.4) surjektiv ist (vgl. auch Aufgabe 3.6). Also sind
{0,1}Y und PB(N) #quipotent, und die Behauptung folgt aus Korollar 6.6. m

6.12 Korollar Die Mengen {0, 1} und B(N) sind dquipotent.

Aufgaben

1 Essein € N*. Man beweise, daf} jede injektive Selbstabbildung von {1, ...,n} bijektiv
ist. (Hinweis: Induktion nach n. Es seien f: {1,...,n+ 1} — {1,...,n + 1} injektiv und
k:= f(n+ 1). Man betrachte nun die Abbildungen

n+1, i=k,
g(]): kv j:n+17
i sonst ,

sowie h:=go fund h|{l,...,n}.)

2 Man beweise folgende Aussagen:

(a) Es seien m,n € N*. Dann gibt es genau dann eine bijektive Abbildung von {1,...,m}
auf {1,...,n}, wenn m = n gilt.

(b) Es sei M ein einfach unendliches System. Dann gilt Anz(M)=oc (Hinweis: Aufgabe 1).

3 Man zeige, dafl die Anzahl der m-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Men-
ge gleich () ist. (Hinweis: Es seien N eine n-elementige Menge und M eine m-elementige
Teilmenge von N. Mit Satz 6.3 schliet man, daf3 es m! (n — m)! Bijektionen von {1, ...,n}
auf N gibt, welche {1,...,m} auf M abbilden.)

4 Es seien M und N endliche Mengen. Wie grof3 ist die Anzahl der injektiven Abbil-
dungen von M in N7

5 Esseien Xo, ..., Xm endliche Mengen. Man zeige, dafl auch X := U;nzo X endlich ist
und da Anz(X) < > Anz(X;) gilt. Wann tritt Gleichheit ein?

6 Esseien Xo,..., X,, endliche Mengen. Man beweise, dal auch X := H;":O X endlich
ist und daB gilt: Anz(X) = [[]_, Anz(X;).
7 Man zeige, dal eine nichtleere Menge X genau dann abzihlbar ist, wenn es eine

Surjektion von N auf X gibt.

8 Es sei X eine abzéhlbare Menge. Man zeige, dafl die Menge aller endlichen Teil-
mengen von X abzihlbar ist. (Hinweis: Man betrachte die Abbildungen X" — &,(X),
(z1,...,@n) — {z1,...,xn}, wobei £,(X) die Menge aller Teilmengen mit hdchstens
n Elementen ist.)

9 Man zeige: Jede Teilmenge einer endlichen Menge ist endlich.
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7 Gruppen und Homomorphismen

In Theorem 5.3 haben wir die Differenz n — m zweier natiirlicher Zahlen m und n
eingefiihrt, allerdings nur, wenn m < n gilt. Ist m ein Teiler von n, so haben wir
auch den Quotienten n/m definiert. In beiden Fillen sind die angegebenen Re-
striktionen an m und n notwendig, um sicherzustellen, dafl die Differenz bzw. der
Quotient wieder eine natiirliche Zahl ist. Mochte man eine ,, Differenz“ n — m bzw.
einen ,,Quotienten® n/m fiir beliebige natiirliche Zahlen m und n bilden, mufl
man den Bereich der natiirlichen Zahlen verlassen. Dies wird dadurch geschehen,
dafl wir ihn durch Hinzunahme neuer ,idealer“ Elemente zu gréfleren Zahlberei-
chen erweitern, in denen diese Operationen uneingeschriankt durchfithrbar sind.
Natiirlich miissen die neuen Zahlbereiche so beschaffen sein, daf3 darin ,,verniinf-
tige Rechenregeln“ gelten. Insbesondere wollen wir die uns von der Schule her
vertrauten Rechenoperationen wiedergewinnen und ihnen eine logisch einwand-
freie solide Grundlage geben. Dazu ist eine genaue Analyse dieser ,,Rechenregeln®,
losgelost vom speziellen Bezug zu den ,iiblichen Zahlen“, &uflerst niitzlich. Zum
einen werden wir uns auf diese Weise weiterhin darin iiben, nur solche Begrif-
fe und Sétze zu verwenden, die wir bereits definiert bzw. bewiesen haben, und
nicht etwa Aussagen als richtig hinzunehmen, weil sie uns vom Umgang mit den
yiiblichen Zahlen“ her vertraut sind. Andererseits lassen eine genaue Analyse und
eine abstrakte Formulierung der benttigten Begriffe und Regeln konzeptionelle
Strukturen erkennen, die in vielen Gebieten der Mathematik auftreten und von
fundamentaler Bedeutung sind. Dies rechtfertigt eine abstrakte, vom speziellen
Bezug zu den Zahlen losgeloste Behandlung der zugrundeliegenden Begriffe.

Eine ausfiihrliche vertiefte Diskussion der in diesem und dem n#chsten Para-
graphen behandelten Fragestellungen ist Aufgabe der Algebra. Aus diesem Grund
werden wir uns relativ kurz fassen und nur einige der wichtigsten Folgerungen
aus den Axiomen ziehen. Fiir unsere Zwecke ist es vor allem wichtig, allgemeine
Strukturen, die in verschiedenster , Verkleidung® immer wieder auftauchen wer-
den, zu erkennen. Das Ableiten von Rechenregeln aus einigen wenigen Axiomen
in einem abstrakten, von konkreten Beziigen freien Rahmen wird es uns erlauben,
Ordnung in eine schier uniibersehbare Masse von Formeln und Resultaten zu brin-
gen und den Blick auf das Wesentliche zu richten. Die Folgerungen, die wir aus
den allgemeinen Axiomen ziehen konnen, sind ja immer dann giiltig, wenn die ent-
sprechenden Strukturen vorliegen, unabhéngig von der speziellen Einkleidung oder
Erscheinungsform. Was einmal allgemein als richtig erkannt worden ist, braucht
nicht immer wieder neu bewiesen zu werden, wenn es in spezieller Gestalt auftritt.

In diesem und dem nachfolgenden Paragraphen werden wir nur wenige kon-
krete Beispiele fiir die neuen Begriffe geben. Es geht uns hier hauptséichlich darum,
eine Sprache zu vermitteln. Wir hoffen, dafl der Leser in den spéteren Paragraphen
und Kapiteln die Moglichkeiten und Okonomie dieser Sprache erkennen und die
mathematischen Inhalte hinter den Formalismen sehen wird.
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Gruppen

Zuerst diskutieren wir kurz Systeme, die aus einer Menge mit nur einer Ver-
kniipfung und einigen wenigen Eigenschaften bestehen. Diese ,, Gruppen“ gehoren
zu den einfachsten interessanten algebraischen Strukturen und sind deswegen in
der Mathematik omniprésent.

Ein Paar (G,®), bestehend aus einer nichtleeren Menge G und einer Ver-
kniipfung © , heiflit Gruppe, falls gilt:

(G1) © ist assoziativ.
(G2) © besitzt in G ein neutrales Element e.
(G3) Zu jedem g € G gibt es ein inverses Element h € G mit gOh=h® g =e.

Eine Gruppe (G, ®) heifit kommutativ oder abelsch, falls ® eine kommutative
Verkniipfung auf G ist. Ist es (aus dem Zusammenhang) klar, welche Verkniipfung
gemeint ist, schreiben wir oft einfach G fiir (G, ®).

7.1 Bemerkungen Es sei G = (G, ®) eine Gruppe.
(a) GeméB Satz 4.11 ist das neutrale Element e eindeutig bestimmyt.
(b) Zu jedem g € G gibt es genau ein inverses Element, ein Inverses, das (vorerst)
¢” heiBe. Insbesondere gilt ¢’ = e.
Beweis Wegen (Gs) ist nur die Eindeutigkeit des inversen Elementes zu zeigen. Es seien
also g,h,k€eGmit gOh=hOg=eund gOk =%k ® g =e, d.h., h und k seien inverse
Elemente fiir g. Dann folgt

h=hoe=ho(gok)=(hOg Ok=e0k=Fk,

was die erste Behauptung beweist. Wegen e ® e = e folgt nun auch die zweite Aussage. m

(c) Fiir jede Wahl a,b € G gibt es genau ein z € G mit a ®z = b und genau
ein y € G mit y ®a =>5b. D.h., jede ,,Gleichung in G* der Form a ® z = b bzw.
y ® a = b kann eindeutig gelost werden.

Beweis Es seien a,b € G gegeben. Setzen wir z:=a” ®b und y:=b® a’, so folgen
a®xz=">bund y ® a = b. Dies beweist die Existenzaussage. Um die eindeutige Losbarkeit
der ersten Gleichung zu verifizieren, seien x,z € G mit a © x = b und a © z = b gegeben.
Dann gilt

r=@o0a)er=d0@or)=d"0b=0d0(a0z2)=0" 0a)Oz=2.
FEin analoges Argument fiir die Gleichung y ® a = b beschliefit den Beweis. m
(d) Fiir jedes g € G gilt (¢*)° = g.
Beweis Aus der Definition des inversen Elementes ergeben sich die Identitéten:
909 =g 0g=e,
@) egd=g0(¢)=¢,

und wir schlieBen mit (c), daf g = (¢°)°. m
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(e) Es sei H eine nichtleere Menge mit einer assoziativen Verkniipfung & und
einem neutralen Element e. Ferner gebe es zu jedem h € H ein linksinverses Ele-
ment h mit h ® h = e [bzw. ein rechtsinverses Element h mit h ® h = e]. Dann ist
(H, ®) bereits eine Gruppe und h = h® [bzw. h = ’].

Beweis Es sei h € H und h sei ein linksinverses Element von h. Dann gibt es ein links-
inverses Element h von h. Also gilt h ® h = e und somit
h=e®h=(h®h)®@h=h®h®@h)=h®e=h,

woraus h ® h = e folgt. Also ist h auch ein rechtsinverses Element von h, somit ein inverses
Element. Analog zeigt man, dafl jedes rechtsinverse Element auch linksinvers ist. m
(f) Fiir beliebige Elemente g, h, von G gilt: (¢ ® h)* = h> © ¢°.
Beweis Wegen

(Ko ogoh)=hro(0g)oh=h"ceoh="Koh=c

folgt die Behauptung aus (e). m

Um zu zeigen, daf ein gegebenes Axiomensystem widerspruchsfrei ist, mufl
man zeigen, dafl es iiberhaupt Objekte gibt, welche die angegebenen Axiome
erfiillen. Im Fall der Gruppenaxiome (G1)—(Gs) ist dies duBlerst einfach, wie das
erste der nachfolgenden Beispiele zeigt.

7.2 Beispiele (a) Es sei G := {e} eine einelementige Menge. Dann ist {G,®}
eine abelsche Gruppe, eine triviale Gruppe, mit der (einzig moglichen) Verkniip-
funge®e =ce.

(b) Es sei G :={a,b} einen Menge mit zwei Ele-

menten und der Verkniipfung © , die auf offensicht- © a b
liche Weise durch die nebenstehende Verkniipfungs- a a b
tafel definiert wird. Dann ist (G,®) eine abelsche b b
Gruppe.

(c) Esseien X eine nichtleere Menge und Sy die Menge aller bijektiven Selbstab-
bildungen von X . Dann ist Sx := (Sx, o) eine Gruppe mit neutralem Element id x,
wobei o die Komposition von Abbildungen bezeichnet. Ferner ist die Umkehrab-
bildung f~' das inverse Element von f € Sx. Gem#f Aufgabe 4.3 ist Sx i.allg.
nicht kommutativ. Im Fall einer endlichen Menge X haben wir in Paragraph 6
die Elemente von Sx als Permutationen von X bezeichnet. Aus diesem Grund
heifit Sx Permutationsgruppe von X, auch wenn X nicht endlich ist.

(d) Es sei X eine nichtleere Menge, und (G, ®) sei eine Gruppe. Mit der punkt-
weisen Verkniipfung ist (GX,®) eine Gruppe (vgl. Beispiel 4.12). Das zu f € GX
inverse Element wird durch die Funktion

fb:X—>G, azl—>(f(ac))b
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gegeben. Insbesondere ist G™ fiir m > 2 mit den punktweisen Verkniipfungen

(gl,‘..,gm)Q(hl,‘..,hm):(gl®h1,‘..,gm®hm)

eine Gruppe.

(e) Esseien Gy, ..., Gy, Gruppen. Dann ist G; X - -+ X Gy, eine Gruppe mit der (in
Analogie zu (d) definierten) punktweisen Verkniipfung. Sie wird direktes Produkt
oder Produktgruppe von Gy, ...,G,, genannt. m

Untergruppen

Es sei G = (G,®) eine Gruppe, und H sei eine nichtleere Teilmenge von G, die
abgeschlossen ist unter der Verkniipfung ©, d.h.,

(UG1) HoH CH.

Gilt auflerdem

(UGy) h* € H, falls h € H,

so ist H := (H,®) selbst eine Gruppe mit der von G induzierten Verkniipfung,
eine Untergruppe von G. Da es ndmlich ein Element h in H gibt, folgt aus
(UG1) und (UGy), daB auch e = h* ®@ h zu H gehort. Die Verkniipfung © , die
wegen (UGq) auf H wohldefiniert ist, ist natiirlich assoziativ.

7.3 Beispiele Es sei G = (G, ®) eine Gruppe.

(a) Die triviale Gruppe {e} und G selbst sind Untergruppen von G, die kleinste
und die groBte Untergruppe (beziiglich der durch die mengentheoretische Inklusion
induzierten natiirlichen Ordnung von Beispiel 4.4.(b)).

(b) Sind H,, o € A, Untergruppen von G, so ist auch (1), H, eine Untergruppe
von G. m
Restklassen

Es sei N eine Untergruppe von G. Dann sind ¢ © N die Linksrestklasse und N © g
die Rechtsrestklasse! von g € G beziigl. N. Setzen wir

g~h:<=gehoN, (7.1)

soist ~ eine Aquivalenzrelation auf G. Denn wegen e € N ist ~ reflexiv. Gelten
ge€h®Nund h € k® N, so gilt auch

ge(kON)ON=kEkO(NON)=kGN,

IStatt Restklasse sagt man auch Nebenklasse.
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da offensichtlich
NON=N (7.2)

richtig ist. Also ist ~ transitiv. Ist schliefilich g € h ® N, so gibt es ein n € N
mit g = h ®n. Dann folgt h = g ®n® € g © N aus (UGy). Also ist ~ auch sym-
metrisch, d.h., durch (7.1) wird auf G eine Aquivalenzrelation definiert, und fiir
die Aquivalenzklassen [-] beziigl. ~ gilt:

o] =9goN, geG. (7.3)

Aus diesem Grund bezeichnet man G/~ mit G/N und nennt G/N Linksrestklas-
senmenge modulo N.

Von besonderem Interesse ist eine Untergruppe N mit
gON=NGg, geqG. (7.4)

Ein solches N heifit normale Untergruppe (Normalteiler) von G. In diesem Fall
nennt man g ©® N Restklasse von g modulo N, da nicht zwischen Links- und
Rechtsnebenklassen unterschieden werden muf.

Fiir eine normale Untergruppe N von G folgt somit aus (7.2), (7.4) und der
Assoziativitdt der Verkniipfung

(gON)O(hON)=go(NOh)GN=(goh)®N , g,h,€G .

Dies zeigt, dafl die Menge der Nebenklassen unter der Verkniipfung ©, die von
der mit demselben Symbol bezeichneten Verkniipfung in G induziert wird, abge-
schlossen ist. In anderen Worten: Die induzierte Verkniipfung

(G/N)x (G/N) = G/N, (gON,hoN)— (goh)eoN (7.5)

ist wohldefiniert.

7.4 Satz Es seien G eine Gruppe und N eine normale Untergruppe von G. Dann
ist G/N mit der induzierten Verkniipfung eine Gruppe, die Restklassengruppe
modulo N.

Beweis Der Leser priift leicht nach, dafl die induzierte Verkniipfung assoziativ
ist. Wegen (eON)O(gON)=(e®g)© N=g0O N ist N =e® N das neutrale
Element von G/N. Nun folgt die Behauptung aus

("ON)O(gON)=(’©0g)ON=e@N=N

und Bemerkung 7.1(e). m

Statt von Restklassengruppen modulo N spricht man auch von Faktorgrup-
pen oder Quotientengruppen von G nach dem Normalteiler N.
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7.5 Bemerkungen (a) Wegen (7.3) und (7.5) gilt
ylohl=lgohn, ghed.

Um zwei Restklassen miteinander zu verkniipfen, werden somit zwei beliebige Re-
prisentanten der Gruppe verkniipft und dann die Restklasse des Ergebnisses gebil-
det. Da die Verkniipfung auf G/N wohldefiniert ist, ist diese Operation unabhéingig
von der speziellen Wahl der Repriisentanten. Ferner sind [e] = N das neutrale Ele-
ment von G//N und [g]” = [¢°] das Inverse von [g] € G/N.

(b) Offensichtlich ist jede Untergruppe einer abelschen Gruppe stets normal. Also
ist G/N immer eine Gruppe, wenn G kommutativ und N eine Untergruppe sind.
Selbstversténdlich ist dann auch G/N kommutativ. m

Homomorphismen

Unter den Abbildungen zwischen Gruppen sind natiirlich die, welche mit den Grup-
penstrukturen vertréglich sind, die Homomorphismen, von besonderem Interesse.

Es seien G = (G, ®) und G’ = (G', ®) Gruppen. Eine Abbildung ¢: G — G’
heifit (Gruppen-)Homomorphismus, wenn gilt:

plgoh)=vplg®@ph), gheq.

Ein Homomorphismus von G in sich ist ein (Gruppen-)Endomorphismus.

7.6 Bemerkungen (a) Es sei e bzw. ¢’ das neutrale Element von G bzw. G’ und
¢: G — G’ sei ein Homomorphismus. Dann gelten:

ple)=¢ wd (p(g)) =0, geq.

Beweis Aus p(e) = p(e ®e) = p(e) ® p(e) und p(e) = e’ ® p(e) folgt p(e) =€’ nach
Bemerkung 7.1(c). Ist g € G, so ist € = p(e) = p(g° ® g) = v(g°) ® p(g) und, analog,
¢ =¢(g) ® p(g°). Also folgt (ga(g))b = ¢(g’) aus Bemerkung 7.1(b). m

(b) Essei ¢: G — G’ ein Homomorphismus. Der Kern von ¢, ker(p), wird durch

ker(yp) := 9071(6/) = {9 €G; plg) = e/}

definiert. Dann ist ker(p) eine normale Untergruppe von G.
Beweis Fiir g, h € ker(yp) gilt

’ /

elgoh)=p(g)@ph)=c ®e =€ .

Also ist (UG1) erfiillt. Wegen ¢(g") = (ap(g))b = (¢/)” = ¢’ ist auch (UG:2) richtig. Folglich
ist ker(y) eine Untergruppe von G. Es sei h € g ® ker(y). Dann gibt es ein n € G mit
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o(n) =€ und h =g O n. Fiirm:=gon0eg¢" folgt

p(m) = o(9) ® p(n) ® p(g") = p(g) ® p(g") = ¢,

also m € ker(p). Somit gilt m ® g = g ®n = h, d.h., h € ker(p) ® g. Analog schliefit man
auf ker(p) ©® g C g © ker(y). Dies zeigt, daB ker(¢) eine normale Untergruppe von G ist. m

(c) Esseien ¢: G — G’ ein Homomorphismus und N := ker(y). Dann gilt

gON =¢ " (e(g) , geq,

also
g~ h<=p(g)=wph), g,heaq,

wobei ~ die Aquivalenzrelation (7.1) bezeichnet.
Beweis Fiir h € g © N folgt
p(h) € o9 © N) = ¢(g) ® o(N) = p(g) ® {e'} = {9(9)} ,
also h € ¢~ (p(g)). Umgekehrt sei h € ™" (¢(g)), also ¢(h) = ¢(g). Dann ist

b
p(g’ Oh) =¢(g") @ p(h) = (#(9))" @ p(g) =€,
was g" ® h € N und somit h € g ® N bedeutet. m

(d) Ein Homomorphismus ist genau dann injektiv, wenn sein Kern trivial ist, d.h.,
wenn ker(p) = {e} gilt.

Beweis Dies folgt unmittelbar aus (c). m

(e) Das Bild, im(yp), eines Homomorphismus ¢: G — G’ ist eine Untergruppe
von G’'. m

7.7 Beispiele (a) Die konstante Abbildung G — G’, g+ €’ ist ein Homomor-
phismus, der triviale Homomorphismus.

(b) Die Identitéit idg : G — G ist ein Endomorphismus.

(¢) Kompositionen von Homomorphismen [bzw. Endomorphismen| sind Homo-
morphismen [bzw. Endomorphismen].

(d) Es sei N ein Normalteiler von G. Dann ist die kanonische Projektion
p:G—G/N, g—gON
ein surjektiver Homomorphismus mit ker(p) = N.

Beweis Da N eine normale Untergruppe von G ist, ist die Faktorgruppe G/N wohl-
definiert. Wegen (7.1) und Satz 4.1 ist somit die kanonische Projektion p wohldefiniert,
und Bemerkung 7.5(a) zeigt, dal p ein Homomorphismus ist. Da N das neutrale Element
von G/N ist, folgt die Behauptung.

(e) Ist ¢ : G — G’ ein bijektiver Homomorphismus, so ist auch =1 : G’ — G ein
(bijektiver) Homomorphismus. =
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Isomorphismen

Ein Homomorphismus ¢ : G — G’ heifit (Gruppen-)Isomorphismus von G auf G’,
wenn ¢ bijektiv ist. Dann sagt man, die Gruppen G und G’ seien isomorph und
schreibt G = G’. Einen Isomorphismus von G auf sich, d.h. einen bijektiven En-
domorphismus, nennt man (Gruppen-)Automorphismus von G.

7.8 Beispiele (a) Die Identitit idg: G — G ist ein Automorphismus. Mit ¢
und ¢ sind auch @ o und ¢! Automorphismen von G. Hieraus folgt leicht,
daB die Menge aller Automorphismen einer Gruppe G mit der Komposition als
Verkniipfung eine Gruppe bildet, die Automorphismengruppe von G. Sie ist eine
Untergruppe der Permutationsgruppe S¢-.

(b) Fiir jedes a € G ist die Abbildung g — a ® g ® @’ ein Automorphismus von G.

(c) Essei ¢: G — G’ ein Homomorphismus. Dann gibt es genau einen injektiven
Homomorphismus ¢ : G/ ker(¢) — G’, fiir den das Diagramm

e S
N
G/ ker(p)

kommutativ ist. Wenn ¢ surjektiv ist, dann ist ¢ ein Isomorphismus, der von ¢
induzierte Isomorphismus.

Beweis Wegen Bemerkung 7.6(c) folgt aus Beispiel 4.2(c), daB es genau eine Injektion @
gibt, fiir die das obenstehende Diagramm kommutativ ist und fiir die im(y) = im(p) gilt.
Nun priift man leicht nach, da} ¢ ein Homomorphismus der Faktorgruppe G/ ker(yp)
auf G’ ist. m

(d) Es sei (G,0) eine Gruppe, und G’ sei eine nichtleere Menge. Ferner sei
¢: G — G’ eine Bijektion von G auf G'. Wir iibertragen die Verkniipfung ©
auf G’ durch die Festsetzung:

g/ ® h/ = @—1(9/) ® So_l(h/) , g/,h/ c G/ .

Dann ist (G',®) eine Gruppe, und ¢ ist ein Isomorphismus von G auf G’. Man
nennt ® die durch ¢ iibertragene Verkniipfung.

(e) Sind G = {e} und G’ = {¢'} triviale Gruppen, so sind G und G’ isomorph.

(f) Es sei G die Gruppe von Beispiel 7.2(b), und G’ sei diejenige Gruppe, die ent-
steht, wenn man in der Verkniipfungstafel a und b vertauscht. Dann sind G und G’
isomorph. Genauer gilt: Die Verkniipfung auf G’ ist die durch die ,, Vertauschungs-
abbildung“ ¢ : {a,b} — {a, b} tibertragene Verkniipfung, wobei ¢ durch ¢(a) :=b
und ¢(b) := a definiert ist.
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(g) Es seien X und Y nichtleere Mengen und ¢ : X — Y sei bijektiv. Dann ist

$:Sx =Sy, frpofop™!
ein Isomorphismus der Permutationsgruppe Sx auf die Permutationsgruppe Sy,
der von ¢ induzierte Isomorphismus. m

Ist o ein Isomorphismus von der Gruppe G auf die Gruppe G’, so unterschei-
den sich die beiden Gruppen nur durch die Bezeichnungen ihrer Elemente, nicht
jedoch vom ,rechnerischen Standpunkt* aus. Um zwei Elemente g und h von G
zu verkniipfen, kann man genausogut ihre Bildelemente ¢(g) und ¢(h) in G’ ver-
kniipfen. Dann erhdlt man g ® h als Bild von ¢(g) ® ¢(h) unter dem inversen
Isomorphismus ¢~*. Mit anderen Worten: Statt in dem ,,Modell (G, ®) zu rech-
nen“, kann man dies ebensogut in dem dazu isomorphen ,Modell* (G, ®) tun, da
man mit Hilfe des Isomorphismus ¢ jederzeit ohne Informationsverlust von einem
»,Modell“ in das andere wechseln kann. In praktischen Féllen kann es jedoch sehr
viel einfacher sein, im ,Modell (G’, ®) zu rechnen® als in der urspriinglichen Grup-
pe, da die Elemente von G’ sowie auch die ,,Rechenvorschrift* ® handlicher sein
kénnen als die der urspriinglichen Gruppe (vgl. dazu insbesondere die Paragraphen
9 und 10).

Vom Standpunkt der Gruppentheorie aus sind isomorphe Gruppen nicht we-
sentlich verschieden voneinander. In der Tat, die Isomorphierelation 22 ist eine
Aquivalenzrelation auf jeder Menge & von Gruppen, wie man leicht verifiziert.
Also wird & durch 2 in Aquivalenzklassen, in Isomorphieklassen, eingeteilt. Es
geniigt dann, statt & die Menge & /2 der Isomorphieklassen zu betrachten. Anders
ausgedriickt: Man identifiziert isomorphe Gruppen. In diesem Sinne spricht man
von der trivialen Gruppe, da nach Beispiel 7.8(e) je zwei triviale Gruppen iso-
morph sind. Analog ,,gibt es (,bis auf Isomorphie‘) nur eine Gruppe der Ordnung?
zwei“, d.h. mit genau zwei Elementen, wie aus Beispiel 7.8(f) folgt. Ist n € N*| so
geniigt es geméf Beispiel 7.8(g) und den obigen Bemerkungen, eine einzige Per-
mutationsgruppe Sx mit Anz(X) = n zu betrachten, z.B. die Permutationsgruppe
(oder symmetrische Gruppe) der Ordnung n!,

Sn = S{l,m,n} )

d.h. die Permutationsgruppe der Menge {1,...,n} (vgl. Satz 6.3).

Vereinbarung Im folgenden werden wir die Verkniipfung in einer Gruppe G
oft einfach mit - bezeichnen, oder statt x - y einfach zy fiir ,y € G schrei-
ben. In diesem Fall heiit - (Gruppen-)Multiplikation, und fiir ” schreibt
man iiblicherweise 7! (,,z hoch minus eins®). Ist die Gruppe abelsch, so be-
zeichnet man die Verkniipfung oft mit 4+ und nennt sie Addition. Dann wird
das inverse Element z” von z in der Regel mit —z (,,minus z*) bezeichnet.

?Die Ordnung einer endlichen Gruppe ist die Anzahl ihrer Elemente.
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Der Anfénger sei ausdriicklich davor gewarnt, sich von Notationen in die Irre fithren
zu lassen. Es sei wiederholt: Wichtig sind nicht die Bezeichnungen und Namen,
sondern allein die Regeln, die in den Axiomen festgehalten sind, und die besagen,
wie man die Symbole zu verwenden hat. In verschiedenen Einkleidungen kénnen
dieselben Notationen vollkommen verschiedene Bedeutungen haben, obwohl nach
denselben Regeln , gerechnet® wird. Andererseits diirfen Symbole (wie z.B. die
Verkniipfungen + oder - ), deren &uflere Erscheinungsform aus einem Bereich be-
reits vertraut ist (z.B. aus dem Bereich der natiirlichen Zahlen), den Leser nicht
dazu verleiten, mit ihnen so umzugehen, wie er dies in einem anderen Zusammen-
hang vielleicht gewthnt ist. Man hat sich in jedem Fall iiber die in den Axiomen
niedergelegten Grundregeln im klaren zu sein und darf nur diese sowie die daraus
abgeleiteten Sitze benutzen.

Obwohl die Verwendung derselben Symbole in verschiedenen Geltungsberei-
chen dem Anfinger erfahrungsgemifl Schwierigkeiten bereitet und ihm vielleicht
unsinnig erscheint, trégt sie doch wesentlich dazu bei, die zu behandelnde komple-
xe Materie iibersichtlich, elegant und einfach darzustellen und zu vermeiden, daf3
man sich in einem Wust von Bezeichnungen verliert.

Aufgaben

1 Es sei G eine endliche Gruppe, und N sei eine Untergruppe von G. Dann gilt:
Anz(G@) = Anz(N) - Anz(G/N), d.h., die Ordnung einer Untergruppe ist ein Teiler der
Ordnung einer endlichen Gruppe.

2  Man verifiziere die Aussagen der Beispiele 7.2(c) und (d).

3 Man beweise die Aussage von Beispiel 7.3(b) und zeige, daB Durchschnitte von Nor-
malteilern wieder normale Untergruppen sind.

4 Man beweise Bemerkung 7.6(e). Ist im(¢) eine normale Untergruppe von G'?

5 Esseien ¢: G — G’ ein Homomorphismus und N’ eine normale Untergruppe von G’.
Dann ist ¢ '(N’) eine normale Untergruppe von G.

6 Es seien G eine Gruppe und X eine nichtleere Menge. Die Gruppe G operiert (von
links) auf X, wenn es eine Abbildung

GXX—)X? (g,:r)'—>gx

gibt, fiir die gilt:

(GO1) e-z ==z firz € X.

(GO2) g- (h-z) = (gh) -z fiir g,h € Gund z € X.

Man zeige:

(a) Fiir jedes g € G ist  — ¢ - x eine Bijektion auf X mit der Inversen = — g lox.

(b) Fiir € X ist G - = die Bahn (der Orbit) von = (unter der Operation von G). Dann
induziert ,,y gehort zum Orbit von z* eine Aquivalenzrelation auf X.

Bemerkung Die Menge der zugehérigen Aquivalenzklassen wird mit X /G bezeichnet und
heifit Bahnenraum (oder Orbitraum).
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(c) Ist H eine Untergruppe von G, so sind (h, g) + h - g und (h, g) — hgh~' Operationen
von H auf G.

(d) Man zeige, dafl durch
SmxN™" = N" | (0,0) = 0 a:=(0(1),- ) Ao(m)
eine Operation von S,, auf N™ erklart wird.

7 Es sei G = (G,®) eine endliche Gruppe der Ordnung m mit neutralem Element e.
Man zeige, daf es zu jedem g € G eine kleinste natiirliche Zahl k > 0 gibt mit

gk::©g:e.

Jj=1

Ferner schlieffe man, daB fiir jedes g € G die Beziehung ¢™ = e richtig ist. (Hinweis:
Aufgabe 1.)

8 Auf der Menge G = {e, a,b, c} seien geméB untenstehenden Tafeln drei Verkniipfun-
gen erklart:

® e a b ¢ ® e a b ¢ & e a b ¢
e e a b ¢ e e a b ¢ e e a b ¢
a a e ¢ b a a e ¢ b a a b ¢ e
b b ¢ e a b b ¢ a e b b ¢ e a
c ¢ b a e c ¢ b e a c ¢ e a b

(a) Man verifiziere, daf (G, ®) und (G, @) isomorphe Gruppen sind.
(b) Man zeige, dafl die Gruppen (G, ®) und (G, ®) nicht isomorph sind.

(¢) Man bestimme alle weiteren Gruppenstrukturen auf G sowie die Isomorphieklas-
sen von G.

9 Man finde fiir S3 eine nichtkommutative Gruppenstruktur.

10 Es seien G und H Gruppen. Ferner bezeichne
p:GxH—G, (9,h)r—g

die kanonische Projektion auf den ersten Faktor. Man zeige, dafl p ein surjektiver Homo-
morphismus ist und man bestimme H' := ker(p). Auerdem zeige man, da§ (G x H)/H'
und G isomorphe Gruppen sind.

11 Es sei ® eine Verkniipfung auf einer Menge G mit neutralem Element. Fiir g € G
bezeichne Lg: G — G, h+ g ® h die Linkstranslation mit g und es gelte

L:={Lg; geG}CS¢,
d.h., jedes Lg sei bijektiv. Man beweise:

(G, ®) ist eine Gruppe < L ist eine Untergruppe von S¢ .
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8 Ringe, Koérper und Polynome

In diesem Paragraphen betrachten wir Mengen, die zwei Verkniipfungen tragen.
Hierbei nehmen wir stets an, beziiglich der einen Verkniipfung liege eine (additive)
abelsche Gruppe vor und die beiden Verkniipfungen seien durch geeignete ,,Distri-
butivgesetze“ miteinander vertriglich. Dadurch werden wir zu den fundamentalen
Begriffen der ,,Ringe“ und , Korper* gefithrt, durch welche die Regeln des Zah-
lenrechnens formalisiert werden. Als ein besonders wichtiges Beispiel von Ringen
betrachten wir Potenzreihen- und insbesondere Polynomringe in einer (und mehre-
ren) Unbestimmten und leiten einige fundamentale Eigenschaften von Polynomen
her. Mit polynomialen Funktionen lernen wir eine Klasse von Abbildungen kennen,
die relativ leicht zu handhaben sind. Thre Bedeutung fiir die Analysis liegt dar-
in, dafl man ,allgemeine Funktionen durch Polynome beliebig gut approximieren®
kann, was wir wesentlich spédter genauer sehen und verstehen werden.

Ringe

Ein Tripel (R, +,-), bestehend aus einer nichtleeren Menge R und zwei Verkniip-
fungen, der Addition + und der Multiplikation -, heiffit Ring, falls folgende Ei-
genschaften gelten:

(R1) (R,+) ist eine abelsche Gruppe.
(R2) Die Multiplikation ist assoziativ.

(R3) Es gelten die Distributivgesetze:

(a+b)-c=a-c+b-c, c-(a+b)=c-at+c-b, a,b,cc R.

Dabei vereinbaren wir, daf die Multiplikation stérker binde als die Addition, d.h.,
a - b+ ¢ bedeutet, dafl zuerst das Produkt, d := a - b, gebildet wird und dann die
Summe, d + ¢ (und nicht etwa a - (b+ ¢)). AuBlerdem schreiben wir meistens ab
fiir a - b.

Ein Ring heifit kommutativ, wenn die Multiplikation kommutativ ist. In die-
sem Fall reduzieren sich die Distributivgesetze (R3) natiirlich auf die Forderung

(a +b)c=ac+ bc, a,b,ce R . (8.1)

Gibt es ein neutrales Element beziigl. der Multiplikation, so bezeichnen wir es in
der Regel mit 1g, oder einfach mit 1, und nennen es Eins(element) des Ringes R.
Dann sagen wir, (R, +, ) sei ein Ring mit Eins(element). Ist es (aus dem Zusam-
menhang) klar, von welcher Addition und Multiplikation die Rede ist, schreiben
wir kurz R fiir (R, +,-).



68 I Grundlagen

8.1 Bemerkungen Essei R:= (R, +,-) ein Ring.

(a) Das neutrale Element der additiven Gruppe (R, +) des Ringes R wird, wie in
Beispiel 5.14 vereinbart, mit Og, oder einfach mit 0, bezeichnet und heifit Nullele-
ment des Ringes R. Geméif Satz 4.11 ist Or, wie auch das Einselement 1z — falls
vorhanden — , eindeutig bestimmt.

(b) Aus Bemerkung 7.1(d) folgt, daB fiir jedes a € R gilt: —(—a) = a.

(¢) Fiir jedes Paar a,b € R gibt es nach Bemerkung 7.1(c) genau eine Lésung © € R
der Gleichung a + x = b, némlich z = b+ (—a) =: b — a (,b minus a*), die Diffe-
renz von a und b.

(d) Fiir jedes a € R gelten 0a = a0 = 0 und —0 = 0. Ist @ # 0 und gibt es ein b # 0
mit ab = 0 oder ba = 0, so heifit a Nullteiler von R. Besitzt R keine Nullteiler, d.h.,
folgt aus ab = 0 stets a = 0 oder b = 0, so ist R nullteilerfrei.

Beweis Wegen 0 =0+ 0 ist a0 = a(0+ 0) = a0 4+ a0. Da auch a0+ 0 = a0 gilt, folgt
a0 = 0 aus (c). Analog zeigt man Oa = 0. Die zweite Behauptung folgt ebenfalls aus (c). m

(e) Es gelten a(—b) = (—a)b = —(ab) =: —ab und (—a)(—b) = ab fiir a,b € R.

Beweis Wegen 0 = b+ (—b) folgt mit (d), dal 0 = a0 = ab + a(—b). Also erhalten wir
wie oben, dal a(—b) = —ab gilt. Analog zeigt man (—a)b = —ab. Durch zweimaliges An-
wenden des eben Bewiesenen ergibt sich

(—a)(—b) = —(a(—b)) = —(—ab)=ab,

wobei die letzte Gleichheit aus (b) folgt. m

(f) Besitzt R ein Einselement, so ist (—1)a = —a fiir a € R.

Beweis Dies ist ein Spezialfall von (e). m

(g) GemésB Beispiel 5.14(a) ist na fiir n € Nund ¢ € R wohldefiniert und es gelten
die dort aufgefiihrten Regeln. Bezeichnen wir der Deutlichkeit halber die Null-
elemente von R bzw. N mit Og bzw. Oy, so zeigt (d), daf die in jenem Beispiel
getroffene Definition Oy - @ := 0 mit den Ringaxiomen konsistent ist. Ebenso gilt
Iy-a =1g-a, falls R ein Einselement besitzt. m

8.2 Beispiele (a) Der Nullring besteht nur aus dem Element 0 und wird einfach
mit 0 bezeichnet. Jeder Ring, der vom Nullring verschieden ist, heifit nichttrivial.
Der Nullring ist offensichtlich kommutativ und hat ein Einselement. Ist R ein Ring
mit Eins, so folgt aus 1r - a = a fiir jedes a € R, dafl R genau dann der Nullring
ist, wenn 1z = O gilt.

(b) Es seien R := (R, +,-) ein Ring und X eine nichtleere Menge. Dann ist RX
ein Ring mit den punktweisen Verkniipfungen:

(f+9)(2) = f(z) + g(z) . (f9)(a):= flz)g(z), z€X, fgeR.
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Ist R kommutativ, bzw. besitzt R ein Einselement, so ist auch RX := (RX, +,-)
ein kommutativer Ring bzw. ein Ring mit Eins (vgl. Beispiel 4.12). Insbesondere
ist das m-fache direkte Produkt R™ des Ringes R mit sich selbst, der Produktring,
fiir m > 2 mit den punktweisen Verkniipfungen

(al,‘..,am)—l—(bl,‘..,bm):(al—ﬁ—bl,‘..,am—ﬁ—bm)

und

(al, ey am)(bl, ey bm) = (a1b1, .. ,Cl,mbm)
ein Ring. Ist R nichttrivial mit Einselement und besitzt X mindestens zwei Ele-
mente, so besitzt RX stets Nullteiler.
Beweis Fiir die erste Behauptung erinnern wir an Beispiel 4.12. Fiir den zweiten Teil
seien z,y € X mit = #y, und f,¢g € R* mit f(z) =1 und f(z') =0 fir ' € X\{z}
sowie g(y) =1 und g(y’) = 0 fiir y’ € X\{y}. Dann ist fg =0. m

(c) Es sei R ein Ring, und S sei eine nichtleere Teilmenge von R, fiir die gelten:
(URq) S ist eine Untergruppe von (R, +).

Dann ist S ein Ring, ein Unterring von R, und R heifit Oberring von S. Selbst-
verstédndlich sind 0 und R Unterringe von R. Ist R ein Ring mit Eins, so braucht S
kein Einselement zu besitzen (vgl. (e)). Gilt jedoch 1 € S, so ist 1z auch das
Einselement von S. Natiirlich ist S kommutativ, wenn R es ist. Die Umkehrung
ist i. allg. nicht richtig.

(d) Durchschnitte von Unterringen sind Unterringe.

(e) Es sei R ein nichttrivialer Ring mit Eins und S sei die Menge aller g € RY
mit g(n) = 0 fiir fast alle, d.h. fiir alle bis auf endlich viele, n € N. Dann ist S ein
Unterring von RN ohne Eins (warum?).

(f) Es sei X eine Menge. Fiir Teilmengen A und B von X wird die symmetrische
Differenz A A B durch

AAB:=(AUB)\(ANB) = (A\B) U (B\A)

definiert. Dann ist (‘B(X ), A, ﬂ) ein kommutativer Ring mit Eins, der Mengenring
von X. m

Es seien R und R’ Ringe. Ein (Ring-)Homomorphismus ist eine Abbildung
¢: R — R, die mit den Verkniipfungen vertriglich ist, d.h.,

pla+d) =) +o0b), ¢lad)=pla)pd), abelR. (8.2)

Ist ¢ auBlerdem bijektiv, so heifit ¢ (Ring-)Isomorphismus. Gibt es einen Ring-
isomorphismus von R auf R’, so sind die beiden Ringe isomorph. Gilt R = R’, so
heifit ¢ (Ring-)Endomorphismus bzw. (Ring-)Automorphismus.!

st es aus dem Zusammenhang klar, in welcher , Kategorie“ wir uns bewegen, d.h., haben
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8.3 Bemerkungen (a) Jeder Ringhomomorphismus ist auch ein Gruppenhomo-
morphismus von (R, +) in (R, +). Unter dem Kern, ker(y), eines Ringhomomor-
phismus ¢ versteht man den Kern dieses Gruppenhomomorphismus, d.h.,

ker (¢ {aER,go —O} 0~ 1(0) .

(b) Die Nullabbildung R — R’, a +— Og ist ein Homomorphismus mit ker(y) = R.

(c) Es seien R und R’ Ringe mit Einselementen, und ¢: R — R’ sei ein Homo-
morphismus. Wie (b) zeigt, folgt nicht, dafl ¢(1g) = 1g/ gilt. Dies liegt daran, daf§
beziigl. der Multiplikation keine Gruppenstruktur gegeben ist. m

Der binomische Satz

Im folgenden zeigen wir, daf die Ringaxiome (R;)—(R3) neben den Rechenregeln
der Bemerkung 8.1 weitere wichtige Formeln implizieren.

8.4 Theorem (Binomischer Lehrsatz) Es seien a und b zwei kommutierende
Elemente eines Ringes R mit Einselement. Dann gilt fiir n € N:

- i(g)akb’“k . (8.3)

k=0

Beweis Zuerst bemerken wir, dafl vermoge der Beispiele 5.14, Bemerkung 8.1(g)
und Aufgabe 5.5 beide Seiten von (8.3) wohldefiniert sind, und dafl die Aussage
fiir n = 0 richtig ist. Es gelte nun (8.3) fiir ein n € N. Dann folgt:

n

(a+b)" =(a+b)"(a+b) = (Z( ) - k)a+b)

k=0

;(Z)akJrlbnk ’;(k )akanrlfk

an+1+T§(2)ak+lbn—k+Zn:(2)akbn+1—k+bn+1
k=0 k=1
S (1) (e

3

wir es nur mit Gruppen oder nur mit Ringen (spéter auch mit Kérpern, Vektorrdumen oder
Algebren etc.) zu tun, so sprechen wir einfach von Homomorphismen, Isomorphismen etc., ohne
Miflverstandnisse befiirchten zu miissen.
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Da nach Aufgabe 5.5 (,",) + (}) = (":1) gilt, ergibt sich somit

(a + b)n+1 — gnt! + Z(n;‘ 1)akbn+1—k _|_bn+1 7
k=1

und die Behauptung folgt aus dem Induktionsprinzip von Satz 5.7. m

Multinomialformeln

Wir wollen als néchstes den binomischen Lehrsatz dahingehend verallgemeinern,
dafl wir auf der linken Seite von (8.3) Summen mit mehr als zwei Summan-
den zulassen. Um die entsprechende Multinomialformel iibersichtlich schreiben
zu konnen, ist es niitzlich, folgende Begriffe einzufiihren:

Fiir m € N mit m > 2 heifit ein Element a = (a1, ..., ay) € N™ auch Mul-
tiindex (der Ordnung m). Die Lénge || eines Multiindexes oo € N ist durch

m
la| := Zaj
j=1

erklart. Ferner setzen wir
m

al = H(aj)! ,

j=1
und wir definieren die natiirliche Ordnung auf N durch
a<pfi= (o <Fj, 1<j<m).

Schlieflich seien R ein kommutativer Ring mit Eins und m € N mit m > 2.
Dann setzen wir

a® = | | (a;)™

1

m
j:

fir a = (a1,...,am) € R™ und o = (aq,...,qy,) € N

8.5 Theorem (Multinomialformel) Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Fiir
m € N mit m > 2 gilt

(Em:aj)k: Z ]Oi!'ao‘, a=(at,...,am) ER™, keN. (8.4)
Jj=1 lal=k
Dabei bedeutet Z\a|:k Summation iiber alle Multiindizes der Lénge k in N™.
Beweis Wir beginnen mit dem Beweis der Aussage
k!/a! € N* fir k € Nund o € N mit |a| =k , (8.5)

den wir durch Induktion nach m fithren. Dazu betrachten wir zuerst m = 2.
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Es sei also o € N? ein beliebiger Multiindex der Linge k. Dann gibt es genau
ein £ € Nmit 0 < /¢ < kund a = ({,k— £). Folglich gilt

k! k! k
= = NX

al T 0k - o) (z)e
nach Aufgabe 5.5(b). Es sei nun (8.5) richtig fiir ein m € N mit m > 2. Um den
Induktionsschritt m — m + 1 zu vollziehen, wihlen wir ein beliebiges o € N
mit |a| = k. Setzen wir o’ := (ag,...,am+1) € N, so folgt aus unserer Indukti-
onsvoraussetzung und Aufgabe 5.5(a):

k! :(k—m)!(/c)eNx _ (8.6)

Dies beschliefit den Beweis von (8.5).

Um (8.4) zu beweisen, fiihren wir ebenfalls einen Induktionsbeweis nach m.
Im Fall m = 2 stimmt die zu beweisende Aussage mit dem binomischen Lehrsatz
iiberein. Es seien also a € R™*! fiir ein m > 2 und k € N gegeben. Wir setzen

b:= Z;n:zl a; und schlieBen aus Theorem 8.4 und der Induktionsvoraussetzung:

m—+1 k

k k .
(Z aj) = (a1 +b)" = Z (a1>a?lbk !
j:1 «1=0
ok (k — an)!
N D
a1=0 o/ |=k—a1

K k—a)l kN . _—
S I DL ) IRt

a1=0 |a/|=k—a;

K
:Za!a’

le|=k

wobel wir beim letzten Schritt die Bezichung (8.6) verwendet haben. m

8.6 Bemerkungen (a) Die Multinomialkoeffizienten werden durch?

k k! m
( ): , keN, aeN", |o|<k,
e! al (k= af)!
definiert. Dann gelten (2) € N* und, falls R ein kommutativer Ring mit Eins ist,
k
(A+a+ - +an)k= Z (a)aa , a=(ay,...,am) ER™, keN.
la|<k

2Um die Notation nicht unnétig zu iiberlasten, verwenden wir fiir Multinomialkoeffizien-
ten (s) und fiir Binomialkoeffizienten (k) dasselbe Symbol (). Beim aufmerksamen Umgang
mit diesen Symbolen sind jedoch keine Mifiverstdndnisse zu befiirchten, da fiir einen Multinomi-
alkoeffizienten (s) stets gilt: @ € N mit m > 2; hingegen ist bei einem Binomialkoeffizienten ¢
immer eine natiirliche Zahl.



1.8 Ringe, Kérper und Polynome 73

Beweis Mit 8 := (a1,...,am, k — |a|) € N " gilt |3] =k fiir |o| < kund (*) = kl/3!.
Nun folgt die Behauptung aus Theorem 8.5. m

(b) Offensichtlich bleiben Theorem 8.5 und (a) richtig, wenn wir voraussetzen,
ai, - .., a0, seien paarweise kommutierende Elemente eines beliebigen Ringes mit
Eins. m

Korper

Ein Ring R hat besonders schone Eigenschaften, wenn R\ {0} beziigl. der Multipli-
kation eine Gruppe bildet. So ausgezeichnete Ringe nennt man Koérper. Genauer
nennen wir K Korper, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

(Ky) K ist ein kommutativer Ring mit Eins.

(Kz) 0 1.

(K3) K* := K\{0} ist beziigl. der Multiplikation eine abelsche Gruppe.

Die abelsche Gruppe K* = (K*,-) heifit multiplikative Gruppe des Korpers K.

Natiirlich gelten in einem Korper alle Regeln, die wir in den Bemerkungen 8.1
fiir das ,,Rechnen* in Ringen abgeleitet haben. Da K> eine kommutative Gruppe
ist, erhalten wir aus den Bemerkungen 7.1 die folgenden wichtigen Rechenregeln.

8.7 Bemerkungen Es sei K ein Korper.
(a) Fiir jedes a € K* gilt: (a~!)7! = a.

(b) Jeder Korper ist nullteilerfrei.

Beweis Es sei ab=0. Ist a # 0, so erhalten wir durch Multiplikation mit a~' wegen
Bemerkung 8.1(d), dal b =0 gilt. m

(c) Esseiena € K* und b € K. Dann gibt es genau ein z € K mit ax = b, ndmlich
den Quotienten ” :=b/a :=ba~' (,b durch a*).

(d) Fiir a,c € K und b,d € K* gelten:3

(1) Z:2<:>ad:bc;
(i) aic_ad:tbc.
YT aT bd
(i) a ¢ _ac

b d bd’

a /c ad
(iv) b/d b,c;éO

3Treten in einem Formelausdruck bzw. in einer Gleichung(skette) die Symbole & oder F auf,
so handelt es sich um eine Abkiirzung fiir zwei Ausdriicke bzw. Gleichung(skett)en, die man
dadurch erhilt, daff man entweder {iberall das obere oder tiberall das untere ,,Vorzeichen“ wéhlt.
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Beweis Nach Multiplikation mit bd ergeben die beiden Seiten von (i)—(iii) jedesmal
dasselbe, und aus bdx = bdy folgt = y. Die Regel (iv) ist nun eine einfache Konsequenz
von (i). m

(e) Fiira,b € K* ist gemiB (c) die Gleichung ax = b eindeutig 16sbar. Andererseits
ist nach Bemerkung 8.1(d) jedes x € K Losung der Gleichung 0z = 0. Da K * nicht
leer ist, gilt fiir die letzte Gleichung die Eindeutigkeitsaussage nicht. Dies liegt
daran, daB 0 kein multiplikatives Inverses besitzt, da aus der Existenz von 0~*
sowohl 0-0~! = 1 als auch 0 - 0~! = 0 folgen wiirde, was wegen (K3) nicht moglich
ist. Dies illustriert die Sonderrolle der Null beziiglich der Multiplikation, was sich in
der Definition von K* niederschligt und iiblicherweise durch die Aussage ,,Durch
Null darf nicht dividiert werden* ausgedriickt wird.

(f) Es seien K’ ein Korper und ¢: K — K’ ein Homomorphismus mit ¢ # 0
(d.h. ein Ringhomomorphismus). Dann gelten:

©(lg) =1, und @la™')=¢la)™", ae K* .

Beweis Dies folgt aus Bemerkung 7.6(a). m

Spricht man von Homomorphismen, Isomorphismen etc. im Zusammenhang
mit Kérpern, so meint man natiirlich immer Ringhomomorphismen etc. und nicht
etwa Gruppenhomomorphismen. Der Deutlichkeit halber sagt man auch, es hand-
le sich um Korperhomomorphismen etc. Analog spricht man von Unterkérpern,
Oberkérpern usw.

Das folgende Beispiel zeigt, dafi es iiberhaupt Korper gibt, also die Axiome
(K1)—(K3) widerspruchsfrei sind.

8.8 Beispiel Auf der zweielementigen Menge {n, e} definieren wir eine Addition +
und eine Multiplikation - durch die Verkniipfungstafeln:

+ n e . n e
n n e n n
e e e n e

Dann verifiziert man, daf§ Fo := ({n, e}, +, ) ein Korper ist. Aulerdem ist Fy bis
auf Isomorphie der einzige Korper mit zwei Elementen. m

Angeordnete Korper

Es wird sich zeigen, daf fiir die Analysis solche Ringe und Kérper von besonderer
Bedeutung sind, die neben der algebraischen auch noch eine Ordnungsstruktur
tragen. Natiirlich wird man fordern, daf} diese beiden Strukturen miteinander ver-
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traglich sind, um interessante Aussagen zu gewinnen. Genauer heifit ein Ring R
angeordnet, wenn gelten:*

(ORgp) R ist total geordnet.
ORy) z<y=ax+2<y+z z€R
(ORg) z,y > 0= zy > 0.

Da fiir unsere Bediirfnisse angeordnete Kérper von besonderem Interesse sind,
stellen wir im néchsten Satz einige einfache Rechenregeln zusammen.

8.9 Satz Es seien K ein angeordneter Korper und x,y,a,b € K. Dann gelten:
i) z>y<=z—y>0;
(ii) * +a >y +b, falls x > y und a > b;
(iii) ax > ay, fallsa > 0 und = > y;
(iv) Ausz >0 (bzw. x < 0) folgt —x < 0 (bzw. —x > 0);
(vi) ax < ay, falls a < 0 und x > y;
(vii) 2% > 0 fiir x € K*. Insbesondere gilt 1 > 0;

Aus x > 0 folgt = > 0;

)
)
)
(v) Esseix > 0. Dann ist vy < 0 (bzw. zy > 0) , fallsy < 0 (bzw. y > 0);
)
)
(Viii)
)

(ix) Ausx >y >0 folgen 0 < 7! <y~ ! und xy=! > 1.

Beweis Alle Aussagen ergeben sich leicht aus den Axiomen (OR;p) und (ORg).
Wir verifizieren deshalb exemplarisch nur (ix) und iiberlassen die restlichen Be-
weise dem Leser.

Es gelte z > y > 0. Dann folgen x —y > 0, 2= > 0und y~* > 0. Aus (ORz)
schliefflen wir nun

1

also 71 <y~ sowie

alsozy™ ! > 1. m

Die Aussagen (ii) und (vii) von Satz 8.9 implizieren z.B., da} der Korper Fy
nicht angeordnet werden kann, da sonst 0 =1+ 1 > 0 gilte. Im néchsten Para-
graphen werden wir zeigen, dafl es angeordnete Korper gibt.

4Hierbei und im folgenden verwenden wir die bequeme und unmifverstindliche Abkiirzung
a,b,...,w>0flira>0, b>0,...,w>0.
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Auf jedem angeordneten Korper K werden zwei Funktionen, der Betrag,
|| K — K, und das Signum, sign(:) : K — K, definiert durch

T, z >0, 1, z>0,
‘Jj‘:: 0, x:0, signx:: 07 LUZO,
-, z <0, -1, z<0.

Auch hierfiir wollen wir einige Rechenregeln festhalten:

8.10 Satz Es sei K ein angeordneter Korper. Dann gelten fiir x,y,a € K und
e € K mite > 0:

(i) = = |z[sign(z), |z| = xsign(z);
(ii

(iii

| =[—xf, z<|af;

8

zy| = =] lyl;
(iv) |z| = 0 und (|z| =0 < x = 0);

(v

(vi

)
) |
) |
) |
) jJr—al<e<=a—e<z<a+e;

) |z +y| < x| + |y| (Dreiecksungleichung).

Beweis Die ersten vier Aussagen folgen unmittelbar aus den entsprechenden De-
finitionen. Ferner gilt wegen (vi) und (ii) von Satz 8.9:

|t —al<e<=-—e<zr—a<e<=a—-c<z<a+te,
was (v) zeigt. Um (vi) zu verifizieren, nehmen wir zuerst an: x +y > 0. Dann
folgt aus (ii) |z +y|=2+y < |z| +|y|- Gilt x +y <0, so ist —(z +y) > 0, und
wir schlieflen:
zt+yl=[-(@+yl=I[2)+ ()l <[-2l+ |-yl =zl +]y],

was die Behauptung beweist. m

8.11 Korollar (umgekehrte Dreiecksungleichung) In jedem angeordneten Kérper K
gilt

\x—y\2||x|—\y| , z,y € K.

Beweis Aus z = (z —y) +y und der Dreiecksungleichung folgt |z| < |z — y| + |y,
d.h. |z| = |y| < |z — y|. Nun erhalten wir |y| — |z| < |y — 2| = |« — y| durch Ver-
tauschen von x und y. m
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Formale Potenzreihen

Es sei R ein nichttrivialer Ring mit Einselement. Auf der Menge RY = Abb(N, R)
definieren wir zwei Verkniipfungen, eine Addition durch

(P+@)n=pp+a, neEN, (8.7)
und eine Multiplikation durch das Cauchy- oder Faltungsprodukt
(PQn =P Qn ==Y _ DjGn—j = Podn + Prdn—1 + - + Pudo (8.8)
j=0

fir n € N, wobei p, den Wert von p € RY an der Stelle n € N bezeichnet und
n-ter Koeffizient von p heifit. In diesem Zusammenhang nennen wir ein Element
p € RY formale Potenzreihe in einer Unbestimmten mit Koeffizienten in R, und
wir setzen R[X] := (RN, +,-). Der folgende Satz zeigt, daB8 R[X] ein Ring ist. Es
ist dabei zu beachten, daf§ dieser Ring von dem in Beispiel 8.2(b) eingefiihrten
Abbildungsring R" verschieden ist.

8.12 Satz R[X] ist ein Ring mit Einselement, der Ring der formalen Potenzreihen
in einer Unbestimmten. Ist R kommutativ, so ist es auch R[X].

Beweis Wegen (8.7) und Beispiel 7.2(d) ist (R[X], +) eine abelsche Gruppe. Um
(R2) zu zeigen, seien p,q,r € R[X]. Dann finden wir

((PCI)T),L = Z(P(J)ﬂ"nfj = Z Zpk%?k'rnfj (8.9)
j=0

j §=0 k=0
fiir n € N. Dabei erstreckt sich die Dop- J
pelsumme, die wir wegen des Assoziativ- 4

gesetzes und der Kommutativitéit der Ad-
dition in R beliebig umordnen koénnen,
iiber die ,,Gitterpunkte“ des nebenstehen-
den Dreiecks, wobei ,,zeilenweise” zu sum-
mieren ist. Durch Vertauschen der Sum-

mationsreihenfolge, d.h. durch ,spalten- 2t ¢
weises Summieren, finden wir fiir die Iy e

. B —
rechte Seite von (8.9) ol 1 2 " k

n

n n n—k n
SN okt wrni =Y vk > arnk-re= Y prlar)a—r = (plar)), ,
0 k=0

k=0 j=Fk k=0 (=

wobei wir £ := j — k gesetzt haben. Die Giiltigkeit von (Rg3) ist klar, ebenso die
Tatsache, da8 die formale Potenzreihe p mit py = 1 und p, = 0 fiir n € N* das
Einselement von R[X] darstellt. Die letzte Behauptung ist trivial. m
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Fiir @ € R bezeichnen wir mit X die konstante Potenzreihe,

ax? a, n=20,
" 0, n>0,

und RX? ist die Menge aller konstanten Potenzreihen. Aus (8.7) und (8.8) liest
man ab, da RX? ein Unterring mit Eins von R[X] und daf die Abbildung

R—RX", a— aX° (8.10)

ein Isomorphismus sind. Im folgenden werden wir meistens R mit RX? identi-
fizieren, d.h., wir werden die konstante Potenzreihe ¢ X° meistens wieder mit a
bezeichnen und R als Unterring von R[X] auffassen. Man beachte, daf (8.8) die
Beziehungen

(ap)n =ap,, neN, aeR, peR[X], (8.11)

impliziert.

Wir schreiben X fiir die unbestimmte Potenzreihe

1 =1
Xn = { ’ n )
0 sonst .

Dann ergibt sich fiir die m-te Potenz X™ von X in R[X] (vgl. Beispiel 5.14(a))
durch Induktion

n=m,

L,
X" ::{ n#m m,n € N . (8.12)

Polynome

Unter einem Polynom in einer Unbestimmten mit Koeffizienten in R verstehen
wir eine formale Potenzreihe p € R[X], die nur endlich viele von Null verschiedene
Werte annimmt. Mit anderen Worten, p € R[X] ist genau dann ein Polynom, wenn
prn, = 0 fiir fast alle n € N gilt. Die Menge aller Polynome in R[X] bezeichnen wir
mit R[X]. Offensichtlich ist R[X] ein Unterring, der die Eins von R[X] enthélt,
der Polynomring iiber R in der Unbestimmten X.

Ist p ein Polynom, so gibt es ein n € N mit p =0 fir £ > n. Aus (8.11)
und (8.12) folgt, dafl p die Darstellung

n
p=> pXP=> X" =po+p1 X +p2 X7+ 4 pu X" (8.13)
k k=0
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mit po,...,pn € R besitzt. Natiirlich kann p;, = 0 fiir einige (oder alle) k € N mit
k < n gelten. In der Darstellung (8.13) nehmen die Regeln (8.7) bzw. (8.8) die Form

Do X Y aXt = (o + ) X" (8.14)
k k

k

bzw.

(Zk;pkxk) (Ej: quj> — Z( ioqunj>X“ (8.15)

noj
an. Man beachte, da man (8.15) erhélt, indem man das Produkt der linken Seite
unter formaler Verwendung der Distributivgesetze und der Regel

(aX?)(bX*) = abX’*k | abeR, jkeN,
mausmultipliziert“ und , gleiche Potenzen®“ zusammenfaft.

Als eine einfache Anwendung der Tatsache, dafi R[X] ein Ring ist, bewei-
sen wir das folgende Additionstheorem fiir Binomialkoeflizienten, welches die For-
mel (ii) von Aufgabe 5.5 verallgemeinert.

8.13 Satz Fiir ¢, m,n € N gilt

4 4
( Z ):;(k)(E—k> :;(e—kx;c) '
Beweis Fiir 1+ X € R[X] folgt aus (5.15)
A+X)"(1+X)" = (1+X)"t". (8.16)

Da X mit der Eins, 1 = 1X% = X° von R[X] kommutiert, liefert der binomische
Satz 8.4

(1+X)ﬂ':§j:(g)xi, jEN. (8.17)
=0

Also erhalten wir aus (8.15)

a0 = (S (e (S()2) = ()

k=0 j=0 £ k=0
Wegen (8.16) und (8.17) gilt somit

S RIERIEES SRS

wenn wir (f;) = 0 fiir k > ¢ beriicksichtigen. Dies impliziert die Behauptung.® m

SHier wird natiirlich die Definition der Gleichheit zweier Abbildungen benutzt. Im Zusam-
menhang mit Polynomen spricht man auch vom ,,Prinzip des Koeffizientenvergleichs“.
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Ist p=3", prX"* #£ 0 ein Polynom, so gibt es gemif Satz 5.5 ein kleinstes
m € N mit p, = 0 fiir & > m, den Grad von p, den wir mit Grad(p) bezeichnen.
Ferner heiit p,, hochster oder fithrender Koeffizient. Dem Nullpolynom p =0
ordnen wir als Grad das Symbol —oo (,minus Unendlich®) zu mit der MaBgabe,
daB gelten:®

—o<k, keN, —0+k=k+(—0)=-00, keNU{-o0}. (8.18)

Fiir k + (—o0) schreiben wir auch k — co.
Es ist offensichtlich, daf3

Grad(p + ¢) < max(Grad(p), Grad(q)) , Grad(pg) < Grad(p) + Grad(q) (8.19)

fiir p, ¢ € R[X] richtig sind. Falls R nullteilerfrei ist, also insbesondere ein Kérper,
gilt sogar
Grad(pq) = Grad(p) + Grad(q) , (8.20)

wie man sich leicht iiberlegt.

Es ist iiblich und bequem, auch ein beliebiges p € R[X] in der Form
p=>Y pX" (8.21)
k

darzustellen, was den Namen ,formale Potenzreihe“ erklirt. Hierbei handelt es
sich lediglich um eine andere Schreibweise fiir die Funktion p € RY. In diesem
Fall ist X* einfach als eine ,Marke“ anzusehen, die uns sagt, dafl die Funktion p
an der Stelle k € N den Wert pi € R besitzt. ,Rechnen* diirfen wir mit solchen
yunendlichen Summen® im Sinne der Relationen (8.14)—(8.15), die natiirlich auch
im allgemeinen Fall gelten.

Polynomiale Funktionen

Es sei p= ZZ:O prX"* ein Polynom iiber R. Dann definieren wir den Wert von p
an der Stelle z € R durch

n
p(x) = Zpkxk €ER.
k=0

Dadurch wird eine Funktion
p:R— R, xzw— p)
definiert, die polynomiale Funktion, p € R, zu p € R[X].
6Bei (8.18) handelt es sich um Ad-hoc-Regeln fiir den Umgang mit dem Symbol —oco, die
es z.B. erlauben, bei Betrachtungen iiber den Grad von Polynomen, wie etwa in (8.19), das

Nullpolynom mitzubehandeln. Es sei ausdriicklich darauf hingewiesen, dafl —oco kein Element
einer additiven abelschen Gruppe ist, welche N umfat. (Warum?)
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8.14 Bemerkungen (a) Die polynomiale Funktion zu dem konstanten Polynom a
ist die konstante Abbildung (x +— a) € R. Die polynomiale Funktion zu X ist die
identische Abbildung idr € RF.

(b) Es sei R kommutativ. Dann gelten fiir p,q € R[X]:

(p+a)(@) =plx) +q(@), @) =p)(z), z€R.
Dies bedeutet, dafl die Abbildung
RIX]—R", p—p (8.22)

ein Homomorphismus ist, der Einsetzungshomomorphismus, der iiberdies die Eins
auf die Eins abbildet. Hierbei ist R® mit der punktweise definierten Ringstruktur
von Beispiel 8.2(b) versehen.

Beweis Die einfachen Verifikationen iiberlassen wir dem Leser. m

(c) Ist R ein nichttrivialer endlicher Ring, so ist die Abbildung (8.22) nicht injektiv.
Im Gegensatz hierzu ist (8.22) stets injektiv, wenn R ein unendlicher Kérper ist,
d.h. in den fiir die Analysis besonders wichtigen Fillen.

Beweis der ersten Aussage: Da R mindestens zwei Elemente enthilt, ist die Menge
R[X] = R" nach den Sitzen 6.7 und 6.11 sogar iiberabzihlbar, wihrend R? eine endliche
Menge ist. Also kann es keine Injektion von R[X] in R® geben. Die zweite Aussage werden
wir in Bemerkung 8.19(d) beweisen. m

(d) Es sei M ein Ring mit Eins und es gebe eine Abbildung R x M — M, die
wir mit (a,m) — am bezeichnen. Dann kann der Wert von p = > _ pr X" an der
Stelle m € M durch

p(m) = pem*
k=0

definiert werden. Ein trivialer Fall liegt vor, wenn M ein Oberring von R mit Eins
ist, da dann R[X] C M[X] gilt, und p als Polynom iiber M aufgefait werden kann.
In Bemerkung 12.12 werden wir auf diese allgemeinere Situation zuriickkommen.

(e) Ist p=>", prX" eine formale Potenzreihe, so ergibt ein Ausdruck der Form
>k pra® fiir x € R im allgemeinen keinen Sinn, da wir keine Méglichkeit besitzen,
eine ,unendliche Summe* in R zu bilden. In Paragraph I1.9 werden wir jedoch spe-
zielle Klassen von formalen Potenzreihen p kennenlernen, welche die Eigenschaft
haben, daB fiir gewisse x € R (und fiir bestimmte Korper R) ein Wert p(x) € R
wohlbestimmt ist.

(f) Zur effizienten Berechnung des Wertes p(z) beachte man, dafl p in der Form

p= ((~ - ((pnX +Pn-1)X +pn2) )X +p1)X + po

geschrieben werden kann (wie man durch vollstindige Induktion leicht verifiziert).
Dann fiithrt ,,Einsetzen von Innen“ zu dem ,riickwértigen Iterationsverfahren®

Tp '=Dn, Tk—1:'=TkET+Pr—1, k:nan_la"'vlv
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und es gilt zy = p(z). Bei diesem ,,Algorithmus® (Horner Schema), der leicht zu
programmieren ist, miissen lediglich n Multiplikationen und n Additionen durch-
gefithrt werden, wihrend eine , direkte* Berechnung 2n — 1 Multiplikationen und
n Additionen bendtigte. m

Division mit Rest

Fiir Polynome iiber einem Koérper K beweisen wir nun das wichtige Analogon zum
euklidischen Algorithmus von Satz 5.4.

8.15 Satz (iiber die Division mit Rest) Es seien K ein Kérper und p,q € K[X]
mit q # 0. Dann gibt es eindeutig bestimmte Polynome r und s mit

p=sq+r und Grad(r) < Grad(q) . (8.23)

Beweis (a) Existenz: Gilt Grad(p) < Grad(g), so erfiillen s := 0 und r :=p die
Beziehungen (8.23). Also konnen wir n := Grad(p) > Grad(q) =: m voraussetzen.
Es seien also

n m
p=Y_mX", ¢=>_¢X,  pa#0, gu#0.
k=0 j=0

Mit s(1) := Prg, X" ™ € K[X]ist dann p(y) := p — s(1)q ein Polynom, fiir welches
gilt: Grad(p1y) < Grad(p). Ist Grad(p()) < m, so besitzen s := s(1) und r := p(y)
die Eigenschaften (8.23). Anderenfalls befinden wir uns in einer zur Ausgangslage
analogen Situation. Dann kénnen wir die obige Argumentation wiederholen. Auf
diese Weise erhalten wir nach endlich vielen Schritten Polynome r und s, die
(8.23) erfiillen.

(b) Eindeutigkeit: Es seien s(;y und 7(;) zwei weitere Polynome, fiir die
ebenfalls p = 5(1yq + r(1) und Grad(r(;)) < Grad(q) gelten. Dann erhalten wir die
Gleichheit (sq) — s)g = r — r(1). Wire s(;) — s # 0, dann folgte aus (8.20)

Grad(r — r(1y) = Grad((sq) — s)q) = Grad(s(1) — s) + Grad(q) > Grad(q) ,

was wegen Grad(r — r(1)) < max(Grad(r), Grad(r(1))) < Grad(g) nicht méglich
ist. Also ist s(1) = s und somit r;) = 7. m

Man beachte, dafl der obige Beweis , konstruktiv“ ist, d.h., mittels der in
Teil (a) angegebenen Konstruktionsvorschrift kénnen die Polynome r und s explizit
berechnet werden.

Als eine erste Anwendung von Satz 8.15 beweisen wir, daf sich jedes Polynom
»um jede Stelle a € K entwickeln* 148t.
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8.16 Satz Es seien K ein Korper, p € K[X] ein Polynom vom Grad n € N und
a € K. Dann gibt es eindeutig bestimmte Koeffizienten by, by, ...,b, € K mit

p= zn:bk(X—a)k =bg+b1(X —a) +b2(X —a)? 4+ -+ b, (X —a)" . (8.24)
k=0

Insbesondere ist b, # 0.

Beweis Wegen Grad(X —a) =1 gibt es nach Satz 8.15 genau ein p) € K[X]
und ein by € K mit p = (X — a)p(1) + bo. Aus der Gradformel (8.20) folgt auBer-
dem Grad(p(;)) = Grad(p) — 1. Nun erhalten wir die Aussage durch (endliche)
Induktion. m

Linearfaktoren

Eine unmittelbare Konsequenz dieses Satzes ist das folgende fundamentale ,, Fak-
torisierungstheorem®.

8.17 Theorem Es seien K ein Kérper und p € K[X] mit Grad(p) > 1. Ista € K ei-
ne Nullstelle von p, d.h., ist p(a) = 0, so it sich der Linearfaktor X — a € K[X]
abspalten®, d.h., es ist p = (X — a)q mit einem eindeutig bestimmten q € K[X],
und Grad(q) = Grad(p) — 1.

Beweis Aus (8.24) lesen wir 0 = p(a) = by sowie

k=1

=Y (X~ ) = (S ba(X ) (X —a).
j=0

also die Behauptungen, ab. m

8.18 Korollar FEin nichtkonstantes Polynom vom Grad m iiber einem Korper hat
hochstens m Nullstellen.

8.19 Bemerkungen Es sei K ein Korper.

(a) Im allgemeinen braucht ein nichtkonstantes Polynom keine Nullstelle zu be-
sitzen. Ist z.B. K ein angeordneter Korper, so hat das Polynom X2 4 1 wegen der
Aussagen (vii) und (ii) von Satz 8.9 keine Nullstelle.

(b) Es sei p € K[X] mit Grad(p) =m > 1. Sind ay,...,a, € K alle Nullstellen
von p, so gilt

p=q[[(X —ay)m?

Jj=1
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mit einem ¢ € K[X] ohne Nullstellen und eindeutig bestimmten m(j) € N*. Hier-
bei heifit m(j) Vielfachheit der Nullstelle a; von p. Die Nullstelle a; ist einfach,
wenn m(j) = 1 gilt. Ferner ist Z?:l m(j) < m.

Beweis Dies folgt aus Theorem 8.17 durch Induktion. m

(¢) Sind p und ¢ Polynome iiber K vom Grad <n und stimmen sie an n+ 1
Stellen iiberein, so ist p = ¢ (Identitétssatz fiir Polynome).

Beweis Nach (8.19) gilt Grad(p — q) < n. Also folgt p = ¢ aus Korollar 8.18. m
(d) Ist K ein unendlicher Korper, d.h., ist die Menge K unendlich, so ist der
Einsetzungshomomorphismus (8.22) injektiv.”

Beweis Gilt fiir p,q € K[X] die Bezichung p = ¢, so ist p(z) = ¢(=) fiir alle z € K. Da
K unendlich ist, folgt p = ¢ aus dem Identitétssatz. m

Polynome in mehreren Unbestimmten

Zum Schluf dieses Paragraphen erweitern wir einige der vorangehenden Resul-
tate auf den Fall formaler Potenzreihen und Polynome in m Unbestimmten. In
Analogie zum Fall m = 1 fithren wir fiir ein beliebiges, aber festes m € N* in
RMN™) = Abb(N™, R) eine Addition bzw. eine Multiplikation durch

(P+@a =Pa+¢a, acN", (8.25)

bzw. durch das m-dimensionale Cauchy- oder Faltungsprodukt

(PQ)a = Y _Ppla-p, €N, (8.26)
f<a

ein. Hierbei ist in (8.26) natiirlich iiber alle Multiindizes § € N™ mit 8 < a zu
summieren. In diesem Zusammenhang nennen wir p € RN") formale Potenzreihe
in m Unbestimmten mit Koeffizienten in R. Wir setzen

R[X1,.., Xp] = (RN 4,

wobei + und - die durch (8.25) und (8.26) definierten Verkniipfungen sind. Ei-
ne formale Potenzreihe p € R[X7, ..., X,,] heiit Polynom in m Unbestimmten
iiber R, wenn p, = 0 fiir fast alle « € N™ gilt. Die Menge aller solchen Polynome
bezeichnen wir mit R[X1, ..., Xp].

Wir setzen X := (X,..., X,,) und bezeichnen mit X € R[X;, ..., X,,] fir
a € N die Potenzreihe (d.h. die Funktion N™ — R) mit

a . 1a ﬁ:av m
X={y) haa AN

"Fiir endliche Koérper ist diese Aussage falsch (vgl. Aufgabe 16).
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Dann kénnen wir wieder jedes p € R[X7, ..., X,,] eindeutig in der Form
p= ) paX®
aeN™

darstellen. Die Rechenregeln (8.25) und (8.26) nehmen hierbei die Gestalt

Yo paX T+ Y XY= Y (Patga)X® (8.27)

QEN"L QEN"L QEN"L
und
( > ana)( > %Xﬁ) => (Z pﬂqa—ﬁ)Xa (8.28)
aeN™ BEN™ aeN™ <o

an. Wieder erhalten wir die rechten Seiten von (8.27) und (8.28) durch Ausmulti-
plizieren und Zusammenfassen gleicher Potenzen unter formaler Verwendung der
Distributivgesetze und der Regel

aX°bXP = abXth | a,be R, o,feN".

Fiir ein Polynom

p= Y paX*€R[Xy,. .., X (8.29)

aeN™

wird der Grad durch®
Grad(p) := max{ |a| e N; po #0}

definiert. Jedes Polynom der Form p, X mit o € N™ heifit Monom. Das Poly-
nom (8.29) ist homogen vom Grad k, wenn p, = 0 fiir |a| # k gilt. Jedes homogene
Polynom vom Grad k € N hat die Form

> paX®,  pa€R.
|| =k

Polynome vom Grad < 0 heiflen konstant, solche vom Grad 1 linear, und die vom
Grad 2 quadratisch.

8.20 Bemerkungen (a) R[Xi, ..., X,,] ist ein Ring mit Einselement, das durch X°
gegeben ist. Er ist kommutativ, wenn R es ist. Der Polynomring in den Un-
bestimmten Xi,...,X,, d.h. R[Xy,...,X,], ist ein Unterring, der das Einsele-
ment X enthiilt. R ist isomorph zum Unterring RX° :={aX"; a € R} von

8Wir verwenden stets die Konventionen: max(()) = —oo und min(§)) = oco.
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R[Xy,...,X,]. Vermoge dieser Isomorphie, welche die Eins auf die Eins abbil-
det, wird R mit RX" identifiziert, also als Unterring von R[X1, ..., X,,] aufgefaft.
Folglich schreiben wir meistens einfach a fiir aX°.

(b) Es sei R ein kommutativer Ring. Dann wird der Wert von p € R[X1, ..., X))

an der Stelle z := (z1,...,2m) € R™ durch
p(z) = Z Pat® € R
aeN™

definiert. Dadurch wird die polynomiale Funktion (in m Variablen)
p: R —= R, xw px)
zup € R[Xy,...,X,,] erklart. Die Abbildung

RIX1,....Xm]| = RED | pp (8.30)

ist ein Homomorphismus, wenn R(¥") die Ringstruktur von Beispiel 8.2(b) trigt,
der Einsetzungshomomorphismus.

(c) Es sei K ein unendlicher Kérper. Dann ist der Einsetzungshomomorphis-
mus (8.30) injektiv.

Beweis Esseip € K[X1,...,Xm]. Dann geniigt es nach Bemerkung 7.6(d) zu zeigen, daf
p das Nullpolynom ist, wenn p(x) = 0 fiir alle x = (z1,...,Tm) € K™ gilt. Offensichtlich
kann p = }°_ paX“ in der Form

n

p=> ¢;(X1,..., Xm-1)Xi, (8.31)

Jj=0

fiir geeignete n € Nund q; € K[X1, ..., Xmn—1] geschrieben werden. Dies legt einen Induk-
tionsbeweis nach der Anzahl der Unbestimmten nahe: Fiir m = 1 wurde die Behauptung
in Bemerkung 8.19(d) bereits als richtig erkannt. Wir nehmen also an, die Behauptung
sei wahr fiir 1 <k <m — 1. Aus (8.31) folgt

Pty = qu(wl,...,xmfl)Xj € K[X], = (z1,...,Em1) € K™ " .
=0

Wegen p(x) =0 fir x € K™ erhalten wir p(y(§) =0 fiir jedes £ € K und jedes feste
2’ € K™ '. Also impliziert Bemerkung 8.19(d), daB p(,/) = 0 gilt, d.h., fiir 0 < j < n ist
qj(a:l, ey Tmo1) =0. Da 2’ € K™ ! beliebig war, erhalten wir ¢;(X1,..., Xm—1) =0
im Polynomring K[X1,..., Xm—1] fiir j =0, ..., n aus der Induktionsvoraussetzung, was
p =0 zeigt. m

Vereinbarung Es seien K ein unendlicher Kérper und m € N*. Dann iden-
tifizieren wir K[X1,..., X,,] mit seinem Bild in K(X™) unter dem Einset-
zungshomomorphismus. Mit anderen Worten, wir identifizieren das Polynom
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p € K[X4,...,X,,] mit der polynomialen Funktion
K™ - K, xzw p).

Also ist K[X1, ..., X,,] ein Unterring von KX™) der Ring der Polynome in
m Variablen.

Aufgaben

1 Es seien a und b kommutierende Elemente eines Ringes mit Eins und n € N.
Man beweise:

(a) a" Tt — "t = (a —b) o alb .

(b) @™ —1=(a—1) o a’.

Bemerkung Z?:o a’ heiBlt endliche geometrische Reihe in R.

2 Essei R ein Ring mit Eins. Dann gilt (1 — X) Y, X*= (3, X*)(1 — X) = 1in R[X].
Bemerkung >, X * heiBt geometrische Reihe.

3 Man zeige, daf§ der Polynomring in einer Unbestimmten tiber einem Korper nulltei-
lerfrei ist.

4 Man zeige, daB} ein endlicher K6rper nicht angeordnet werden kann.
5 Man beweise die Bemerkungen 8.20(a) und (b).

6 Essei R ein Ring mit Eins. Ein Unterring a heift Ideal in R, wenn Ra = aR = a gilt.
Ein Ideal ist eigentlich, wenn es von 0 und R verschieden ist. Man zeige:

a) Ist a ein eigentliches Ideal, so ist 1 ¢ a.

b) Ein Korper besitzt keine eigentlichen Ideale.

(
(
(c) Sind R’ ein Ring und ¢: R — R’ ein Homomorphismus, so ist ker(p) ein Ideal in R.
(d) Durchschnitte von Idealen sind Ideale.

(

e) Es sei a ein Ideal in R und R/a sei die Faktorgruppe (R, +)/a. Dann wird durch
R/ax R/a — R/a, (a+a,b+a)—ab+a

eine Verkniipfung auf R/a definiert. Mit dieser Verkniipfung als Multiplikation ist R/a
ein Ring und die kanonische Projektion p: R — R/a ist ein Homomorphismus.

Bemerkung Man nennt R/a Faktorring, Quotientenring oder Restklassenring modulo a,
und fiir @ € R ist a + a die Restklasse von @ modulo a. Statt a € b + a schreibt man meist
a =b (mod a) (,a ist kongruent zu b modulo a“).

7 Es seien R ein kommutativer Ring mit Eins und m € N mit m > 2. Ferner sei
Sm xN" = N" | (0,0)—~ o0«

die Operation der symmetrischen Gruppe S,, auf N™ von Aufgabe 7.6(d). Man zeige:
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(a) Durch
Sm X R[X1,...,Xm] = R[X1,...,Xm], (o,p)—o0-p
mit
03 0 aaX =3 aa X7
wird eine Operation von S,, auf dem Polynomring R[X1, ..., X] erklért.

(b) Fiir jedes o € Sy, ist p +— o - p ein Automorphismus von R[X1,..., Xm].
(¢) Man bestimme die Bahnen S,, - p in den folgenden Féllen:
(i) p:= Xi;
(i) p = X%
(iii) p:= X7X2X3.
(d) Ein Polynom p € R[X1, ..., Xm] heifit symmetrisch, wenn S,, - p = {p} gilt, d.h., wenn

es von jeder Permutation fest gelassen wird. Man zeige, dafl p genau dann symmetrisch
ist, wenn es die Form

p= Z[a]ENm/Sm A[q] (Zﬂe[a] Xﬂ)
besitzt.
(e) Man gebe alle symmetrischen Polynome in 3 Unbestimmten vom Grad < 3 an.

(f) Die elementarsymmetrischen Funktionen

S1 = Z1§j§m X;
52 7= Y 1<jcham Xi - Xk

Sk 1= Zl§j1<j2<~-»<jk§m Xy - Xy - -0 - X,

Sm ‘= X1X2 Xm

sind symmetrische Polynome.

(g) Fiir das Polynom

(X —X1)(X —X2) (X —Xm) € R[X1,...,Xn][X]
in einer Unbestimmten X iiber dem Ring R[X1,. .., Xn] gilt:

(X = X1)(X = Xa) o+ (X — Xn) = 0o (—1) s X
mit so ;=1 € R.

8 Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Fiir r € R wird die Potenzreihe p[r] € R[X]
durch p[r] := 3", 7* X* definiert. Man beweise:

(a) (p[1])™ = (M) X*, m e N¥

(b) ;n:lp[aj] = Zk(zla\:k aa)Xk, a:=(ai,...,am) € R™, m €N mit m > 2;
(©) S e 1= (")

(d) ZaENm 1= (m,:rk)

la|<k
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9 Man verifiziere, dafl fiir eine beliebige Menge X der Mengenring (‘,B(X),A,ﬂ) ein

kommutativer Ring mit Eins ist (vgl. Beispiel 8.2(f)).

10 Es seien K ein angeordneter Korper und a,b,c,d € K.
(a) Man beweise die Ungleichung

-
1+la+0b = 1+]a]  14]b

(b) Gelten b > 0, d > 0 und a/b < c¢/d, so folgt

a a-+c c

b b+d S d
(c) Fiir a,b € K* gilt
a
>
[+ al 22

11 In jedem angeordneten Korper K gelten
a+b+|a—b

2 )
+b—la—1b]

2 )

sup{a, b} = max{a,b} =
a,be K .
inf{a,b} = min{a,b} = “

12 Es sei R ein angeordneter Ring und fiir a,b € R gelten a > 0 und b > 0. Ferner gebe

es ein n € N* mit a™ = b™. Dann gilt a = b.
13 Man beweise die Aussagen der Beispiele 8.2(d) und (e).
14 Essei K ein Korper. Fiir p = 37_ pr X" € K[X] setze man
Dp := i kpX* e KX,
k=1
falls n € N*, und Dp = 0, falls p konstant ist. Dann gilt

D(pq) = pDq + qDp , p,q € K[X] .

15 Man bestimme r, s € K[X] mit Grad(r) < 3 und

X°—3X 44X =5(XP - X+ X — 1) 47 .

16 Es sei K ein endlicher Kérper. Man zeige, dal der Einsetzungshomomorphismus

K[X]—>KK, pp

von Bemerkung 8.14(b) i. allg. nicht injektiv ist. (Hinweis: p := X? — X € F2[X].)
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9 Die rationalen Zahlen

Nach den allgemeinen algebraischen Betrachtungen der beiden vorangehenden Pa-
ragraphen wenden wir uns nun wieder unserer urspriinglichen Fragestellung zu,
nidmlich dem Problem, die natiirlichen Zahlen zu grofleren Zahlenbereichen zu
erweitern, in denen die uns von der Schule her vertrauten Rechenregeln gelten.
Gemif den Bemerkungen 8.1 und 8.7 sind dies die in jedem Korper geltenden
Regeln. Folglich miissen wir N so in einen Koérper ,einbetten, dafl die Restriktio-
nen der Korperoperationen auf N mit der Addition und der Multiplikation in N,
die wir nach Theorem 5.3 ja schon kennen, iibereinstimmen. Da N auflerdem eine
totale Ordnung besitzt, die mit + und - vertréglich ist, erwarten wir natiirlich
auch, dafl diese Ordnungsstruktur auf den ,Erweiterungskorper® fortgesetzt wer-
den kann. Theorem 5.3 zeigt zumindest, daf3 die Regeln fiir das Rechnen mit den
natiirlichen Zahlen nicht im Widerspruch zu den Rechenregeln in einem ange-
ordneten Kérper stehen. Im folgenden werden wir sehen, dafl unser Problem (im
wesentlichen eindeutig) 16sbar ist. Dazu werden wir in zwei Schritten vorgehen.
Zuerst werden wir N in einen Ring einbetten, den Ring der ,ganzen* Zahlen. An-
schliefend werden wir diesen Ring zu einem Koérper, dem Korper der rationalen
Zahlen, erweitern.

Die ganzen Zahlen

Aus Theorem 5.3 lesen wir ab, daff N = (N, +, -)  beinahe“ ein nichttrivialer kom-
mutativer Ring mit Eins ist. Es fehlt lediglich das additive Inverse —n fiir ein
beliebiges n € N.

Nehmen wir an, Z sei ein Ring mit Z D N, der auf N die bereits vorhande-
nen Addition und Multiplikation induziert. Dann ist fiir (m,n) € N? die Differenz
m —n in Z wohldefiniert. Auflerdem gilt

m—n=m'—-n"<=m+n =m'+n, (m/,n’) € N? . (9.1)
Fiir die Summe zweier solcher Elemente finden wir
(m—n)+(m —n)=m+m')—(n+n), (9.2)
und fiir deren Produkt gilt
(m—mn)-(m' —n') = (mm' +nn’) — (mn' +m'n) . (9.3)

Man beachte, dafl die Additionen und Multiplikationen in den Klammerausdriicken
der jeweiligen rechten Seite ganz in N ausgefithrt werden. Diese Betrachtungen
legen es nahe, Zahlenpaare (m,n) € N? zu betrachten und auf N? eine Additi-
on und eine Multiplikation in Analogie zu (9.2) und (9.3) einzufiithren. Dabei ist
natiirlich (9.1) zu beachten. Das folgende Theorem zeigt, dafl diese Strategie zum
Erfolg fiihrt.
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9.1 Theorem FEs gibt einen kleinsten kommutativen nullteilerfreien Ring mit
Eins, Z, mit 7Z O N, der auf N die urspriingliche Addition und die urspriingliche
Multiplikation induziert. Er ist bis auf Isomorphie eindeutig und wird Ring der
ganzen Zahlen genannt.

Beweis Wir skizzieren nur die wichtigsten Beweisschritte und iiberlassen dem Leser die
einfachen Verifikationen, die zeigen, dafl die Definitionen sinnvoll (z.B. reprisentanten-
unabhingig) und die Ringaxiome (R1)—(Rs3) erfiillt sind.

Auf N? definieren wir eine Aquivalenzrelation durch
(myn) ~(m',n)=m+n =m'+n,

und wir setzen Z := N?/~. AnschlieBend fiithren wir auf Z eine Addition bzw. eine Mul-
tiplikation durch

[(m,n)] + [(m',n)] :== [(m+m',n+n)]

bzw.
[(m,n)] - [(m/,n)] == [(mm' +nn/,mn’ + m'n)]
ein. Dann zeigen die Regeln von Theorem 5.3 iiber das Rechnen mit N, daﬁ Z:=(Z,+,")
ein kommutativer Ring ist. Das Null- bzw. Einselement in Z ist die Aquivalenzklasse,
welche (0,0) bzw. (1,0) enthilt. AuBerdem ist Z nullteilerfrei.
Die Abbildung

N—Z, m~ [(m,0)] (94)

ist injektiv und mit der Addition und der Multiplikation in N bzw. Z vertriglich. Deshalb

kénnen wir N mit seinem Bild unter (9.4) identifizieren. Dann gilt N C Z, und Z induziert
auf N die urspriingliche Addition bzw. Multiplikation.

Es sei nun R D N irgendein kommutativer nullteilerfreier Ring mit Eins, der auf N
die urspriingliche Addition bzw. Multplikation induziert. Da Z nach Konstruktion offen-
sichtlich minimal ist, gibt es genau einen injektiven Homomorphismus ¢: Z — R mit
©|N = (Inklusion von N in R). Dies impliziert die behauptete Eindeutigkeit bis auf
Isomorphie. m

Im folgenden unterscheiden wir nicht zwischen isomorphen Bildern von Z
und sprechen von dem (eindeutig bestimmten) Ring der ganzen Zahlen. (Anders
ausgedriickt: Wir denken uns ein fiir allemal einen festen Reprasentanten aus der
Isomorphieklasse von Z fixiert, mit dem wir arbeiten.) Die Elemente von Z sind die
ganzen Zahlen, und —N* := { —n ; n € N* } ist die Menge der negativen ganzen
Zahlen. Offensichtlich ist Z als disjunkte Vereinigung

Z=N*U{0}U(-N*) =NU(-N¥)

darstellbar.
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Die rationalen Zahlen

Im Ring Z koénnen wir zwar nun beliebige Differenzen m — n bilden, aber i. allg.
ist der Quotient zweier ganzer Zahlen, m/n, nicht definiert, auch wenn n # 0 gilt.
So besitzt ja z.B. die Gleichung 22 = 1 in Z keine Losung, denn aus 2(m —n) = 1
mit m,n € N wiirde 2m = 2n + 1 folgen, was Satz 5.4 widersprache. Um diesen
,Defekt“ zu beheben, werden wir nun einen Koérper K konstruieren, der Z als
Unterring enthélt. Natiirlich werden wir K minimal wéhlen wollen.

Wir gehen wie bei der Erweiterung von N zu Z vor. Dazu nehmen wir zuerst
an, K sei ein solcher Kérper. Dann gilt fiir a,c € Z und b,d € Z* := Z\ {0} die
Relation (i) von Bemerkung 8.7(d). Dies legt es wieder nahe, , Briiche* von ganzen
Zahlen als Paare ganzer Zahlen einzufiihren und fiir diese Zahlenpaare Rechenre-
geln zu definieren, welche den Regeln des ,,Bruchrechnens* von Bemerkung 8.7(d)
entsprechen. Das folgende Theorem zeigt wieder, dafl dieser Weg zum Erfolg fiihrt,
wenn wir die nétige Vorsicht walten lassen.

9.2 Theorem Es gibt — bis auf Isomorphie — einen eindeutig bestimmten mini-
malen Kérper Q, der Z als Unterring enthélt.

Beweis Wieder geben wir nur die wichtigsten Beweisschritte an und iiberlassen dem
Leser die notwendigen Verifikationen zur Ubung.

Auf Z x Z* fithren wir eine Aquivalenzrelation ein durch
(a,b) ~ (a',b") <= ab = a'b,

und wir setzen Q := (Z x Z*)/~. Dann definieren wir eine Addition bzw. eine Multipli-
kation auf Q durch

[(a,b)] + [(a,")] := [(ab' + a'b,bb)]
bzw.
[(a,b)] - [(a’,b)] := [(aa’,bb")] .
Mit diesen Verkniipfungen ist Q := (Q, +, -) ein Kérper.
Die Abbildung
Z—Q, z+ [(z, 1)} (9.5)

ist ein injektiver Ringhomomorphismus. Deshalb kénnen wir Z mit seinem Bild in Q
unter (9.5) identifizieren. Also ist Z ein Unterring von Q.

Es sei Q ein Korper, der Z enthélt. Da Q nach Konstruktion offensichtlich mi-
nimal ist, gibt es genau einen injektiven Homomorphismus ¢: Q — @, fiir den gilt:
©|Z = (Inklusion von Z in Q). Dies impliziert die behauptete Eindeutigkeit von Q bis
auf Isomorphie. m

Die Elemente von Q heiflen rationale Zahlen oder Briiche. (Wir unterscheiden
wieder nicht zwischen isomorphen Bildern von Q, d.h., wir wéihlen einen festen
Représentanten aus der Isomorphieklasse.)
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9.3 Bemerkungen (a) Es ist nicht schwer zu sehen, daf gilt:
reQ< 3I(p,q) €ZxN"mitr=p/q .
Da N nach Satz 5.5 wohlgeordnet ist, besitzt die Menge
{neN*; ImeZmit 7" =r}

ein eindeutig bestimmtes Minimum g := go(r). Mit po := po(r) := rqo(r) erhal-
ten wir fiir jedes r € Q eine eindeutig bestimmte minimale (oder teilerfremde)
Darstellung r = pg/qo.

(b) In der im Beweis von Theorem 9.2 skizzierten Konstruktion von Q als ,Er-
weiterungskorper® von Z wird {iberhaupt nicht Gebrauch davon gemacht, daf es
sich bei den Elementen von Z um ,,Zahlen“ handelt. Es wird lediglich benutzt, daf3
Z ein nichttrivialer kommutativer nullteilerfreier Ring mit Eins ist. Somit zeigt
jener Beweis, dafl es zu jedem kommutativen nullteilerfreien Ring mit Eins einen
(bis auf Isomorphie) eindeutig bestimmten minimalen Kérper @ gibt, der R als
Unterring enthélt, den Quotientenkdrper von R.

(c) Es sei K ein Kérper. Dann ist der Polynomring K[X] kommutativ, nulltei-
lerfrei und besitzt ein Einselement (vgl. Aufgabe 8.3). Der zugehorige Quotien-
tenkorper, K (X), ist der Kérper der rationalen Funktionen mit Koeffizienten in K.
Folglich ist eine rationale Funktion iiber K ein Quotient von Polynomen iiber K,

r=ple, pgeK[X], q#0,

wobeip’ /¢’ mit p’, ¢’ € K[X] und ¢’ # 0 ebenfalls die rationale Funktion r darstellt,
wenn pg’ = p'q gilt. m

9.4 Satz 7 und Q sind abzéihlbar unendlich.

Beweis Wegen N C Z C Q und Beispiel 6.1(a) sind Z und Q unendlich. Es ist
nicht schwierig einzusehen, dafl

n/2, n gerade ,

N—Z, n) =
L P () { —(n+1)/2, n ungerade ,

eine Bijektion ist. Also ist Z abziihlbar. Folglich ist Z x N* gemif} Satz 6.9 abziihl-
bar. Unter Verwendung der teilerfremden Darstellungen von Bemerkung 9.3(a)

sieht man, dafl Q bijektiv auf eine Teilmenge von Z x N* abgebildet werden kann.
Somit folgt aus Satz 6.7, dal auch Q abzihlbar ist. m

Auf Q fiihren wir eine Ordnung ein durch die Festsetzung:

m _m

< = mn—mn eN, m,m €Z, n,n € N*.
no-on

Man priift leicht nach, dal < wohldefiniert ist.
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9.5 Theorem @Q := (Q, <) ist ein angeordneter Kérper, und die Ordnung von Q
induziert auf N die urspriingliche Ordnung.

Beweis Die einfachen Verifikationen werden als Ubung gestellt. m

Die Ordnung von Q induziert auf Z eine totale Ordnung, fiir welche die
Aussagen (i)—(vii) von Satz 8.9 gelten. Im Gegensatz zu N ist aber Z, und somit
auch Q, nicht wohlgeordnet.! So besitzt ja weder Z noch die Menge der geraden
ganzen Zahlen

2Z={2n; ne’l},

noch die Menge der ungeraden ganzen Zahlen
2Z+1={2n+1;nelkZ}

ein Minimum, wie aus den Peano-Axiomen, Theorem 5.3(vii) und Satz 8.9(iv)
sofort ersichtlich ist.

Rationale Nullstellen von Polynomen

Mit der Konstruktion des Korpers Q haben wir einen Zahlenbereich gefunden, in
dem die uns von der Schule her vertrauten ,,vier Grundrechenarten® unbeschriankt
ausfithrbar sind. Uberdies haben sie eine solide, logisch einwandfreie Fundierung
erhalten. Insbesondere kénnen wir jetzt in Q jede Gleichung der Form ax = b mit
beliebigen a,b € Q und a # 0 stets eindeutig 16sen.

Wie sieht es aber mit der Losbarkeit von Gleichungen der Form 2™ = b in Q
fiir b € Q und n € N* aus? Dazu beweisen wir eine etwas allgemeinere Aussage,
die zeigt, daf solche Gleichungen fiir n > 1 nur sehr selten l6sbar sind.

9.6 Satz Jede rationale Nullstelle eines Polynoms der Form
X" +an 1 X" Pt ar X +ap € Z[X]
ist ganz.

Beweis Es sei 2 € Q\Z eine Nullstelle des obigen Polynoms, das wir mit f be-
zeichnen. Dann besitzt x die teilerfremde Darstellung z = p/q. Wegen x ¢ Z gelten
dabei p € Z* und ¢ > 1. Die Aussage f(p/q) = 0 ist fiquivalent zu

n—1
pr=—q) aplq"
=0

wobei die Summe rechts eine ganze Zahl darstellt. Wegen ¢ > 1 existiert eine Prim-
zahl 7 mit 7|g. Also teilt r auch p™ und somit p (vgl. Aufgabe 5.7). Folglich sind

1Es ist jedoch méglich, auf Q eine Ordnung < anzugeben, so daf8 (Q, <) wohlgeordnet ist.
Man vergleiche dazu Aufgabe 9.
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p' :=p/rund ¢ := q/r ganz und es gilt p'/q¢' = p/q = x. Wegen p’ # 0 und ¢’ < q
widerspricht dies der Annahme, dafl die Darstellung « = p/q teilerfremd sei. m

9.7 Korollar Es seienn € N* und a € Z. Dann ist entweder jede rationale Lésung
der Gleichung x" = a eine ganze Zahl, oder x™ = a ist in QQ nicht Iésbar.

Quadratwurzeln

Wir betrachten nun den Spezialfall der quadratischen Gleichung 22 = a, aber nicht
nur in Q, sondern in einem beliebigen angeordneten Korper K. Mit anderen Wor-
ten: Wir interessieren uns fiir Nullstellen des Polynoms X? —a € K[X].

9.8 Lemma FEs seien K ein angeordneter Kérper und a € K*. Dann hat die
Gleichung z? = a hochstens dann eine Lésung, wenn a > 0. Ist b € K eine Losung,
so besitzt die Gleichung genau zwei Losungen, ndmlich b und —b.

Beweis Die erste Aussage ist klar, da jede Losung b ungleich Null ist und so-
mit a = b? > 0 gilt. Wegen (—b)? = b? ist dann auch —b eine Losung, und nach
Korollar 8.18 kann es keine weiteren Nullstellen der Gleichung x? = a geben. m

Es seien K ein angeordneter Korper und a € K mit a > 0. Besitzt die Glei-
chung 22 = a eine Losung in K, so hat sie nach Lemma 9.8 genau eine positive
Losung. Diese heifit Quadratwurzel von a und wird mit /a bezeichnet. In die-

sem Fall sagen wir: ,,Die Quadratwurzel von a existiert in K.“ Auflerdem setzen
wir \/ 0:=0.

9.9 Bemerkungen (a) Es seien a,b >0 und /a, v/b mégen existieren. Dann
existiert auch vab und es gilt vab = /aV/b.

Beweis Aus 22 = a und y? = b folgt (zy)? = 22y? = ab. Dies zeigt die Existenz von v/ab
sowie die Relation vab = \/avb. m

(b) Fiir jedes z € K gilt |z| = vz2.
Beweis Ist z > 0, so gilt vz2 = z. Ist hingegen z < 0, so folgt V22 = —z. m

(c) Fiir a € Z existiert v/a in Q genau dann, wenn a eine Quadratzahl ist. Dann
ist y/a eine natiirliche Zahl. m

Aufgaben

1 Es seien K ein Korper und a € K*. Fiir m € N sei a™™ := (a™!)™.

(a) Man beweise:

a™=1/a™ und a"" " =a"/a", m,n € N .
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(b) Nach Teil (a) ist a” fiir alle k € Z definiert. Man verifiziere die folgenden Rechenregeln:
a*al = a* | aFbE = (ab)*,  (a*)t = oM

fiir a,b € K> und k,¢ € Z.

2 Fiir jedes n € Z ist nZ ein Ideal in Z. Also ist der Restklassenring

Zn =707

der Restklassenring modulo n von Z, wohldefiniert (vgl. Aufgabe 8.6). Man zeige:
(a) Z,, hat fiir n € N* genau n Elemente. Was ist Zg?

(b) Falls n € N mit n > 2 keine Primzahl ist, dann besitzt Z, Nullteiler.

(c) Ist p € N eine Primzahl, so ist Z, ein Korper.

(Hinweise: (b) Satz 5.6. (c) Zu a € N mit 0 < a < p ist ein z € Z mit az € 1 + pZ zu
finden. Durch fortgesetztes Dividieren mit Rest (Satz 5.4) findet man positive Zahlen
ro,...,rx und ¢,qo,...,qx mit a > ro >1ry > -+ > 7, und

p=gqa+tro, a=qoro+ri, ro=qri+r,...,"k—2 =qk-1Tk—1+t"k, Tk—1 = QkTk -

Hieraus folgt 7; = mja + n;p fir j =0,...,k mit m;,n; € Z. Da p prim ist, gilt r, = 1.)
Bemerkung Statt a = b (mod nZ) (vgl. Aufgabe 8.6) schreibt man kiirzer a = b (mod n)
fiir n € Z. Also bedeutet a = b (mod n), dal a — b € nZ gilt.

3 Es sei X eine n-elementige Menge. Man zeige:

(a) Anz(P(X)) = 2"
(b) Anz(B, (X)) = Anz(Pu(X)) fiir n > 0. Hierbei bezeichnet Py(X) bzw. P (X) die
Menge aller geradzahligen bzw. ungeradzahligen Teilmengen von X, d.h.,

Pg(X):={ACX; Anz(A) =0 (mod 2) } ,
Pu(X):={ACX; Anz(A) =1 (mod 2) } .

(Hinweis: Aufgabe 6.3 und Theorem 8.4.)

4 FEin angeordneter Korper K heifit archimedisch angeordnet, falls es zu a,b € K mit
a >0 ein n € N gibt mit b < na. Man verifiziere, daf§ Q := (Q, <) ein archimedisch an-
geordneter Korper ist.

5 Man zeige, daB jede rationale Nullstelle eines Polynoms p = >°7'_ ax X* € Z[X] vom
Grad n > 1 zu a,, 'Z gehort. (Hinweis: Man betrachte a2 'p.)

6 Auf der symmetrischen Gruppe S, wird die Signumfunktion, sign, durch
. o(j)—o(k
signo =[], j<n (J;_k( ) o €S,

definiert. Man zeige:

(a) sign(S») C {£1}.

(b) sign(o o 7) = (signo)(sign 7) fiir o, 7 € S,,. Also ist sign ein Homomorphismus von S,,
in die multiplikative Gruppe ({£1},-). Der Kern dieses Homomorphismus ist die alter-
nierende Gruppe A, d.h., A, := {0 €S, ; signo = 1}. Die Permutationen in A,, heilen
gerade, die in Sn\An ungerade.
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(c) An hat die Ordnung n!/2 fir n > 2, und 1 fir n = 1.

(d) sign ist surjektiv fiir n > 2.

(e) Eine [Nachbar-|Transposition ist eine Permutation, die zwei [benachbarte] Ziffern mit-
einander vertauscht und die restlichen fest 148t. Fiir n > 2 ist jede Permutation o € S,,
als Komposition von Transpositionen, sogar von Nachbartranspositionen, darstellbar:
0=010020---00y. Ferner gilt signo = (—1)", unabhingig von dieser Darstellung.
Die Anzahl der benétigten Transpositionen ist gerade bei einer geraden Permutation und
ungerade bei einem ungeraden o € S,,.

7 Man gebe einen ausfiihrlichen Beweis von Theorem 9.5.
8 Fiir k € Nund qo,...,qr € N* heifit die rationale Zahl

1
qo +

q1 +
q2 +
q3 +

1
Qr—1 +
qk

endlicher Kettenbruch der qo,...,qx. Man zeige, dafl jedes x € Q mit x > 0 als endli-
cher Kettenbruch dargestellt werden kann, und daf es nur eine Kettenbruchdarstellung
von x gibt mit gy # 1. (Hinweis: Es sei r/ro eine minimale Darstellung von z. Nach
dem euklidischen Algorithmus gibt es genau ein go € N und ein 1 € N mit r1 < ro und
r = qoro + 71. Falls notig, wende man den euklidischen Algorithmus auf das Paar (ro,71)
an und konstruiere so iterativ die qo, - . ., qk-)

9 Man gebe auf Q eine Ordnung < an, so daf (Q, <) wohlgeordnet ist. (Hinweis: Man
beachte Satz 9.4 und (6.3).)
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10 Die reellen Zahlen

Wir haben gesehen, dafl die Gleichung 22 = a fiir positive a im allgemeinen in Q
nicht Iésbar ist. Da 22 als der Flicheninhalt eines Quadrates mit der Seitenlinge
interpretiert werden kann, heifit dies, dafl es zu vorgegebenem positiven a im all-
gemeinen kein Quadrat gibt, welches den Flacheninhalt ¢ hat, falls wir uns nur im
Bereich der rationalen Zahlen bewegen kénnen. Um diese unbefriedigende Situati-
on zu verbessern, miissen wir, wie von der Schule her bekannt ist, ,, Irrationalzah-
len“ als Seitenldnge zulassen. Das bedeutet, dafl unser Korper Q zu klein ist. Wir
benétigen also einen Q umfassenden Kérper, in dem wir die Gleichung 22 = a fiir
a > 0 l6sen kénnen. Der neue Korper K soll auf Q die urspriingliche Struktur in-
duzieren (d.h., @ soll ein Unterkérper von K sein), denn wir wollen die rationalen
Zahlen und die fiir sie giiltigen Rechenvorschriften ja nicht verlieren. Andererseits
wollen wir mit den neuen ,irrationalen“ Zahlen genauso rechnen kénnen wie bis-
her; kurz: Wir suchen einen angeordneten Erweiterungskorper von @Q, in dem die
Gleichung z? = a fiir jedes a > 0 16sbar ist.

Die Ordnungsvollstindigkeit

Der gesuchte Erweiterungskorper ist durch eine Vollsténdigkeitseigenschaft cha-
rakterisiert. Dazu nennen wir eine total geordnete Menge X ordnungsvollstindig
(man sagt auch, X erfiille das Vollstindigkeitsaxiom), wenn jede nichtleere nach
oben beschriankte Teilmenge von X ein Supremum besitzt.

10.1 Satz FEs sei X eine total geordnete Menge. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(i) X ist ordnungsvollstéindig.
(ii) Jede nichtleere nach unten beschrénkte Teilmenge von X besitzt ein Infimum.

(iii) Fiir je zwei nichtleere Teilmengen A, B von X mit a <b fiir (a,b) € A x B
gibt es ein ¢ € X mit a < ¢ < b fiir alle (a,b) € A x B.

Beweis ,(i)=-(ii)“ Es sei A eine nichtleere nach unten beschrinkte Teilmenge
von X. Dann ist B:={z € X ; v <aVae€ A} nicht leer und nach oben be-
schriinkt. Geméfl Voraussetzung existiert m := sup(B) in X und es gilt m < a fiir
alle a € A, da m die kleinste obere Schranke von B ist. Somit gehort m zu B und
deshalb gilt m = max(B), vgl. Bemerkung 4.5(c). Nach Definition des Infimums
bedeutet dies, dal m = inf(A).

,,(11)=-(iii)“ Es seien A, B nichtleere Teilmengen von X und es gelte a < b fiir
(a,b) € A x B. Nach Voraussetzung existiert dann ¢ := inf(B), da B nach unten
beschrénkt ist. Ferner ist jedes a € A eine untere Schranke von B. Somit folgt
¢ > a fiir a € A, und wir finden, daf gilt: a < c < bfira € Aund b € B.

,»(iil)=>(1)“ Es sei A eine nichtleere nach oben beschrénkte Teilmenge von X.
Wir setzen B:={b€ X ; b>aVa € A}. Dann ist B nicht leer und es gilt a < b
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fiir alle a € A und alle b € B. Somit gibt esein c € X mit a < c < bfiirallea € A
und b € B. Nun schlieflen wir, daf8 gilt ¢ = min(B), d.h., ¢ = sup(A4). m

10.2 Korollar FEine total geordnete Menge ist genau dann ordnungsvollstindig,
wenn jede nichtleere beschrinkte Teilmenge ein Supremum und ein Infimum be-
sitzt.

Aussage (iii) von Satz 10.1 wird als Dedekindsche Stetigkeitseigenschaft be-
zeichnet. Sie bedeutet anschaulich, dal man die Existenz eines ,, Grenzelementes*
fiir je zwei ,,sich beriihrende®“ Mengen fordert.

Das folgende Beispiel zeigt, dal angeordnete Korper i. allg. nicht ordnungs-
vollstandig sind.

10.3 Beispiel Q ist nicht ordnungsvollsténdig.
Beweis Wir betrachten die Mengen
A={zeQ;z>0und2*><2}, B:={zxecQ; z>0undz’>2}.

Offensichtlich sind 1 € Aund 2 € B. Ausb —a = (b*> — a?)/(b+a) > 0 fiir (a,b) € Ax B
folgt a < b fiir (a,b) € A x B. Es sei nun ¢ € Q mit

a<c<b, (a,b) e AX B . (10.1)
Dann gelten fiir £ := (2¢+ 2)/(c + 2) die Aussagen

2
ct—2

0 = C —
£>0, g=c-°

2(c? - 2)

P 8T e

(10.2)
Gemifl Korollar 9.7 und Bemerkung 4.3(b) gilt entweder ¢* < 2 oder ¢* > 2. Im ersten
Fall folgt aus (10.2), daB ¢ > ¢ und &% < 2 gelten, also £ > ¢ und ¢ € A, was (10.1)
widerspricht. Ist hingegen ¢ € B, also ¢ > 2, so impliziert (10.2) die Ungleichungen ¢ < ¢
und £2 > 2, was wiederum mit (10.1) unvertriglich ist. Also gibt es kein ¢ € Q, welches
(10.1) erfiillt, und die Behauptung folgt aus Satz 10.1. m

Die Dedekindsche Konstruktion der reellen Zahlen

Das folgende Theorem zeigt, dafl es im wesentlichen nur einen ordnungsvollstindi-
gen Korper gibt. Es bildet die Grundlage der gesamten Analysis und liefert das
solide Fundament fiir alle ,,unendlichen Grenzprozesse*, welche das Wesen analy-
tischer Untersuchungen ausmachen.

10.4 Theorem Es gibt bis auf Isomorphie genau einen ordnungsvollstindigen
Erweiterungskérper R von Q, den Korper der reellen Zahlen. Er induziert auf Q
die urspriingliche Ordnung.
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Beweis Fiir dieses fundamentale Theorem gibt es mehrere Beweise. Wie schon friiher
wollen wir hier nur kurz die wesentlichen Ideen des auf R. Dedekind zuriickgehenden
Beweises mittels Dedekindscher Schnitte skizzieren. Fiir die (langweiligen) technischen
Einzelheiten sei einmal mehr auf [Lan30] verwiesen. Einen anderen, auf G. Cantor zuriick-
gehenden Beweis werden wir in Paragraph I1.6 vorstellen.

Die grundlegende Beweisidee besteht darin, das ,,fehlende Grenzelement* zwischen
zwei sich ,beriithrenden® Teilmengen A und B von Q durch das geordnete Paar (A, B)
zu ersetzen. Dann miissen auf der Menge solcher Paare die Struktur eines angeordneten
Korpers definiert und gezeigt werden, daf dieser Kérper ordnungsvollstéindig ist und (ein
geeignetes ,Modell* von) Q enthélt.

Es geniigt dabei, solche Paare (A, B) mit a < b fiir (a,b) € A X B zu betrachten,
fiir die AU B = Q gilt. Ein derartiges Paar ist bereits durch eine der beiden Mengen A
oder B, also z.B. durch die ,,Obermenge“ B, bestimmt. Dies fiihrt zur folgenden formalen
Definition: Wir bezeichnen mit R C PB(Q) die Menge aller R C Q mit den folgenden
Eigenschaften:
(D1) R#0, R°=Q\R#0.
(D2) RE={z€Q; xz<rVreR}.
(D3) R besitzt kein Minimum.
Die Abbildung

Q—-R, r={zeQ;z>r} (10.3)

ist injektiv. Der Beweis von Beispiel 10.3 zeigt, dal die Menge
R:={z€Q; z>0undz>>2}

zu R, aber nicht zum Bild von Q unter der Abbildung (10.3) gehort. Vermoge (10.3)
identifizieren wir Q mit seinem Bild, d.h., wir fassen Q als (echte) Teilmenge von R auf.

Fiir R, R’ € R setzen wir
R<R :=RDR. (10.4)

Die Beispiele 4.4(a) und (b) implizieren, da < eine Ordnung ist auf R. Sind R und R’
verschieden, so gibt es ein 7 € R mit r € (R')® oder ein ' € R’ mit v’ € R®. Im ersten
Fall ist r < 7’ fiir jedes ' € R’, also r’ € R fiir v’ € R'. Folglich gilt R’ Cc R, d.h. R’ > R.
Im zweiten Fall finden wir analog R’ < R. Somit ist R total geordnet.

Es sei R eine nichtleere nach unten beschréinkte Teilmenge von R. Dann ist S :=JR
nicht leer. Ist A eine untere Schranke fiir R, so gilt A # Q und es gibt ein b € A°. Dies
hat b < a fiir jedes a € A, also auch b < r fiir r € R und R € R zur Folge (wegen R C A
fiir R € R). Somit gehért b zu S¢, was zeigt, dal S die Bedingung (D1) erfiillt. Es ist
klar, daB8 S auch (D2) und (D3) geniigt. Also gehért S zu R. Nach Beispiel 4.6(a) ist
S = inf(R). Somit folgt aus Satz 10.1, dal R ordnungsvollstindig ist.

Auf R wird eine Addition durch
RxR—R, (RS)—R+S={r+s;reR, seS}

definiert. Es ist leicht zu verifizieren, dafl diese Verkniipfung wohldefiniert, assoziativ
und kommutativ ist, und O := {z € Q ; = > 0} als neutrales Element besitzt. Ferner ist
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—R:={ze€Q; z+r>0Vr € R} das additive Inverse von R € R. Also ist (R, +) eine
abelsche Gruppe, und es gilt R > O <= —R < O.
Auf R wird eine Multiplikation erklirt durch

R-R:={meQ;reR reR} fir R,R' > O

und
—((—R)-R’), R<O, R>0,
R-R = —(R~(—R’)), R>0, R<O,
(-R)-(—R), R<O, R<oO.

Dann zeigt man, dafl R:= (R, +,-, <) ein angeordneter Kérper ist, welcher als Un-
terkorper Q enthilt und auf ihm die urspriingliche Ordnung induziert.

Es sei nun S irgendein ordnungsvollstdndiger Kérper. Dann wird durch
S—=R, r—={zeQ;z>r}

eine Abbildung definiert, von der man nachweist, dafl sie ein ordnungserhaltender (d.h.
wachsender) Isomorphismus ist. Also ist R bis auf Isomorphie eindeutig. m

Die natiirliche Ordnung von R

Die Elemente von R heiflen reelle Zahlen und die Ordnung von R ist die natiirli-
che Ordnung der reellen Zahlen. Sie induziert auf jeder Teilmenge ebenfalls die
yhatiirliche Ordnung®, insbesondere auf

NCZCQCR.
Eine reelle Zahl = heifit positiv bzw. negativ, wenn x > 0 bzw. x < 0 gilt. Also ist
Rt :={zcR; >0}

die Menge der nichtnegativen reellen Zahlen.

Da R total geordnet ist, konnen wir uns die reellen Zahlen als ,,Punkte®
auf der Zahlengeraden'® aufgetragen denken. Hierbei vereinbaren wir, daf8 z ,links
von y liegt*, wenn z < y gilt. Aulerdem seien die ganzen Zahlen Z , gleichabstén-
dig* aufgetragen. Die Pfeilspitze gibt die ,,Orientierung“ der Zahlengeraden an,
d.h. die Richtung, in der ,,die Zahlen gréfler werden“.

-3 —2 -1 0 1 2 3 n n+1

Diesem Bild von R liegt die intuitive Vorstellung zugrunde, dafl die reellen Zahlen
in ,beiden Richtungen unbeschrinkt“ sind und daf sie ein Kontinuum bilden, d.h.,
dafl die Zahlengerade , keine Locher® hat. Letzteres ist gerade die Aussage der De-
dekindschen Stetigkeitseigenschaft. Ersteres werden wir in Satz 10.6 rechtfertigen.

IWir verwenden hier natiirlich die iiblichen intuitiven Vorstellungen von Punkten, Geraden
und Abstand. Fiir eine saubere axiomatische Fundierung dieser Begriffe sei auf das (nicht zuletzt
wegen der interessanten historischen Anmerkungen) sehr lesenswerte Buch von P. Gabriel [Gab96]

verwiesen. Eine axiomatische Einfiihrung des ,,Abstandes“ werden auch wir in Paragraph II.1
geben.
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Die erweiterte Zahlengerade

In Erweiterung unseres bisherigen Gebrauchs der Symbole +oo wollen wir die
reellen Zahlen durch Hinzufiigen dieser beiden Symbole zu R := R U {£o0}, der
erweiterten Zahlengeraden, ergiinzen. Hierbei vereinbaren wir, daf gelte:

—oco< T <00, zeR,

halten aber ausdriicklich fest, dafl es sich bei 00 nicht um reelle Zahlen handelt.

Die erweiterte Zahlengerade R ist mit dieser Vereinbarung offensichtlich eine
total geordnete Menge. Neben der Ordnungsstruktur wollen wir auch die Kérper-
operationen - und + von R teilweise auf R erweitern. Dazu setzen wir fiir z € R:

r+oo:=00 flirz>—o0, r—o00:=—00 firzx<oo,

und

0, x>0, —00 , x>0,

X o0 = x-(—oo);:

—00 , z <0, o, z <0,
sowie, fiir x € R,

xr oz -0 x 00 , x>0,

© -0 7 0 | —o0, <0,

und vereinbaren, daf die so definierten Operationen kommutativ seien.? Insbeson-
dere ergeben sich die Identitdten

0+ =00, —00—0=-—00, 00-00=00,
(=00) 00 =00-(=00) = =00, (—00):(—-00)=00.
Wir weisen darauf hin, dafl hingegen die Ausdriicke

+ + 0 +
o0 — 00, O(ioo)? Ooa 007 3 >
400 —00 0 0

nicht definiert sind und da R kein Kérper ist. (Warum?)

Eine Charakterisierung von Supremum und Infimum

Ist schlieflich M eine nichtleere Teilmenge von R, so setzen wir
sup(M) := o0 [bzw. inf(M) := —o0] ,

falls M in R nicht nach oben [bzw. nicht nach unten] beschrénkt ist. Mit diesen
Vereinbarungen beweisen wir die folgende fundamentale Charakterisierung des Su-
premums und des Infimums von Mengen reeller Zahlen (wobei an sup(f)) = —co
und inf(()) = oo erinnert sei).

2Man vergleiche dazu die Fufinote auf Seite 50.
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10.5 Satz
(i) Fiir A C R und = € R gelten:
(o) z <sup(A) <= Ja € A mit z < a.
(6) x> inf(A) <= Ja € A mit x > a.

(ii) Jede Teilmenge A von R hat in R ein Supremum und ein Infimum.

Beweis (i) Fiir A =0 ist nichts zu beweisen. Wir zeigen («). Die Aussage (53)
wird analog bewiesen.

»=* Es seien A # () und z < sup(A4), und es gelte a < z fiir a € A. Dann
ist « eine obere Schranke von A, was nach Definition von sup(A4) nicht moglich ist.

»<=%“ Es sel a € A mit < a. Dann gilt offensichtlich z < a < sup(A).

(ii) Ist A eine nichtleere nach oben beschrénkte Teilmenge von R, so garantiert
Theorem 10.4 die Existenz von sup(A) in R, also auch in R.

Gilt hingegen A = ) oder ist A nicht nach oben beschrinkt, so ist gemif
Definition sup(A) = —oco bzw. sup(A) = co. Die Aussage fiir das Infimum ergibt
sich analog. m

Der Satz von Archimedes

10.6 Satz (von Archimedes) N ist in R nicht nach oben beschrinkt, d.h., zu
jedem x € R gibt es einn € N mit n > x.

Beweis Es sei z € R. Fiir < 0 ist die Aussage richtig. Es gelte also = > 0.
Dann ist die Menge A := {n € N; n <z} nicht leer und durch z nach oben be-
schriinkt. Somit existiert s := sup(A) in R. Wegen Satz 10.5 gibt es ein ¢ € A mit
s —1/2 < a. Setzen wir nun n:=a+ 1, so gilt n > s. Also gehért n nicht zu A
und wir finden n > x. m

10.7 Korollar
(i) Esseia € R. Gilt 0 < a < 1/n fiir allen € N*, so folgt a = 0.
(ii) Zu jedem a € R mit a > 0 gibt es ein n € N* mit 1/n < a.

Beweis Wiire 0 < a < 1/n fiir alle n € N*| dann folgte n < 1/a fiir alle n € N*.
Somit wire N in R beschréinkt, was nach Satz 10.6 nicht moglich ist.

(ii) ist eine dquivalente Umformulierung von (i). m

Die Dichtheit der rationalen Zahlen in R

Der néchste Satz zeigt, dal ,Q dicht in R* ist, d.h., dafl jede reelle Zahl belie-
big genau durch rationale Zahlen ,,approximiert* werden kann. Wir werden diesen
Sachverhalt im néchsten Kapitel wieder aufgreifen und in einen gréoferen Zusam-
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menhang stellen. Insbesondere werden wir sehen, dafl die reellen Zahlen durch
diese Approximationseigenschaft der rationalen Zahlen eindeutig charakterisiert
werden konnen.

10.8 Satz Zu a,b € R mit a < b gibt eseinr € Q mit a < r < b.

Beweis (a) Gemifl Voraussetzung gilt b — a > 0. Also gibt es nach Satz 10.6 ein
n € Nmit n > 1/(b—a) > 0. Somit gilt nb > na + 1.

(b) Ebenfalls aus Satz 10.6 folgt die Existenz von mi, ms € N mit m; > na
und me > —na, d.h., wir haben —ms < na < my. Somit gibt es ein m € Z mit
m — 1 < na < m. Nun folgt zusammen mit (a):

na<m<l+na<nb.

Setzen wir schliefllich r := m/n € Q, so erhalten wir die Behauptung. m

n-te Wurzeln

Zu Beginn dieses Paragraphen haben wir die Konstruktion von R durch den
Wunsch motiviert, aus beliebigen positiven rationalen Zahlen die ,,Quadratwurzel
ziehen* zu kénnen, d.h. die Existenz von +/a fiir a > 0 zu garantieren. Der folgende
Satz zeigt, dal wir dieses Ziel — und sogar wesentlich mehr — erreicht haben.

10.9 Satz Zu a € R™ und n € N* gibt es genau ein x € RT mit 2™ = a.

Beweis (a) Wir beweisen zuerst die Eindeutigkeitsaussage. Dazu geniigt es nach-
zuweisen, dafl ™ < y" fir 0 < x < y und n > 2 gilt. Dies folgt aus

n—1
y"r—az" = (y—x) Z " >0 (10.5)
§=0

(vgl. Aufgabe 8.1).

(b) Um den Nachweis der Existenz einer Losung zu erbringen, konnen wir
ohne Einschréinkung den Fall n > 2 und a ¢ {0, 1} betrachten. Ferner nehmen wir
an, es gelte a € R mit a > 1. Dann folgt aus Satz 8.9(iii):

" >a">a>0 firz > a . (10.6)

Setzen wirnun A := {x € RT ; 2" <a},sogilt 0 € Aund, wegen (10.6), z < a fiir
x € A. Somit ist s := sup(A) eine wohldefinierte reelle Zahl mit s > 0. Wir werden
s" = a nachweisen, indem wir die Aussage s # a zu einem Widerspruch fiithren.

Nehmen wir zuerst an, es gelte s™ < a. Dann ist a — s™ > 0. Da auch

n—1

b:= Z(Z)sk >0

k=0
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gilt, gibt es nach Korollar 10.7 und Satz 10.8 ein € € R mit 0 < e < (a — s™)/b.
Durch Verkleinern von ¢ kénnen wir ferner annehmen: ¢ < 1. Dann gilt ek < e fiir
alle k € N*, und wir finden mit Hilfe der binomischen Formel:

(s+e)" =s" —&—S(Z)ske”k <s"+ (S(Z)sk)e <a.
k=0 k=0

Dies zeigt s +¢ € A, was wegen sup(A4) = s < s + ¢ nicht moglich ist. Deshalb
kann s” < a nicht wahr sein.

Nehmen wir nun an, es gelte s" > a. Dann ist insbesondere s > 0 und somit
auch b := Z*(%”_l)s%*l > 0, wobei " Summation iiber alle j € N* mit 25 < n
bedeutet. Wiederum finden wir gemifl Satz 10.8 ein ¢ € R mit 0 < & < (s™ — a)/b
und € < 1 A s. Somit ergibt sich

n—1
(S o 8)" — " + Z(_l)n—k(Z)skgn—k
k=0
n * n 2j—1_n—2j+1 n * n 2j—1
28" =) (2j—1)8j R S (2;’—1)5]

>a .

(10.7)

Es sei nun 2 € RT mit 2 > s — . Dann folgt aus (10.7): 2™ > (s — )" > a, d.h.
x ¢ A. Dies zeigt, dafl s — ¢ eine obere Schranke von A ist, was wegen s — e < s
und s = sup(A) nicht moglich ist. Also mufl auch die Annahme s™ > a verworfen
werden. Wegen der Totalordnung von R gilt also s™ = a.

SchlieBlich miissen wir noch den Fall € RT mit 0 < a < 1 betrachten. Dazu
setzen wir b:=1/a > 1 und finden deshalb ein eindeutig bestimmtes y > 0 mit
y™ =b. Also ist x := 1/y die eindeutig bestimmte Lésung von 2" = a. m

10.10 Bemerkungen (a) Ist n € N* ungerade, so besitzt die Gleichung =" = a
fiir jedes a € R genau eine Losung x € R.

Beweis In der Tat, ist a > 0, so folgt die Behauptung aus Satz 10.9 und der Tatsache,
dal aus y < 0 stets y™ < 0 fiir n € 2N + 1 folgt. Ist a < 0, so finden wir nach dem eben
Gezeigten ein eindeutig bestimmtes y € R* mit 4™ = —a. Setzen wir 2 := —y € R, so folgt

"= (—y)" = (-1)"y" = (-1)"(-a) = (-1)"Ta=a,
da n + 1 gerade ist. m

(b) Es seien entweder n € N ungerade und a € R, oder n € N gerade und a € R™.
Dann bezeichnen wir mit {/a die eindeutig bestimmte Losung in R (falls n un-
gerade) bzw. in RT (falls n gerade) der Gleichung ™ = a. Wir nennen {/a die
n-te Wurzel von a.

Sind n gerade und a > 0, so besitzt die Gleichung 2™ = a neben {/a noch die
weitere Losung — /a in R, die ,negative n-te Wurzel von a*“.
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Beweis Da n gerade ist, gilt (—1)" = 1. Somit beweist
(~Va)" = (-1)"(Va)" = a
die Behauptung. m
(c) Die Abbildungen
Rt - RY, 2+ {/z, n € 2N |

und
R—R

sind strikt wachsend.

, T Vx, ne€2N+1,

Beweis Fiir 0 < z < y lesen wir aus (10.5) ab, dal 0 < {/z < {/y gilt. Sind z <y <0
und n € 2N + 1, so folgt {/z < {/y aus der Definition in (b) und dem bereits bewiesenen
Resultat. Die restlichen Fille sind trivial. m

(d) Esseien a € R und r € Q, und r = p/q sei die teilerfremde Darstellung von r.
Dann definieren wir die r-te Potenz von a durch

a’ = (\‘I/a)p .

Man beachte, dal a” aufgrund der Eindeutigkeit der teilerfremden Darstellung
von r wohldefiniert ist.

(e) Korollar 9.7 und Satz 10.9 zeigen insbesondere, dafl v/2 € R\ Q gilt, d.h., v/2 ist
eine reelle Zahl, die nicht rational ist. Die Elemente von R\@Q heifien irrationale
Zahlen. m

Die Dichtheit der irrationalen Zahlen in R

In Satz 10.8 haben wir gesehen, daf} die rationalen Zahlen Q in R dicht liegen. Der
nichste Satz zeigt, dafl die irrationalen Zahlen R\ Q dieselbe Eigenschaft besitzen.

10.11 Satz Zu a,b € R mit a < b gibt es ein £ € R\Q mit a < £ < b.

Beweis Es seien a,b € R mit a < b. Nach Satz 10.8 gibt es rationale Zahlen
ri,72 € Qmit a < 7 < bund r1 < 1o < b. Mit € := ry + (ro — Tl)/\/Q fol-
gen 1 < £ sowie

rp—&=(r2—r)(1-1/v2) >0,
und somit £ < ro. Insgesamt gilt 1 < € < 19, also erst recht a < £ < b. Schliellich
kann ¢ keine rationale Zahl sein, da sonst auch v2 = (ry —ry)/({ —r1) ratio-
nal wéire. m

Aus Korollar 9.7 folgt, dafl es ,sehr viele“ irrationale Zahlen gibt. In der
Tat, in Paragraph I1.7 werden wir zeigen, daf§ R iiberabzéhlbar ist. Zusammen
mit der Abzéhlbarkeit von Q und Satz 6.8 folgt dann, daf es iiberabzéihlbar viele
irrationale Zahlen gibt.
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Intervalle

Ein Intervall J ist eine Teilmenge von R mit folgender Eigenschaft:
(ryyed, za<y)=(zeJfirz<z<y).

Offensichtlich sind ), R, R*, —R™ Intervalle, withrend R™ kein Intervall ist. Ist .J
ein nichtleeres Intervall, so heiBen inf(J) linker und sup(J) rechter Endpunkt
von J. Gehort a := inf(J) zu J, d.h. a € J, so ist J links abgeschlossen, andernfalls
links offen. Liegt b := sup(J) in J, so heiit J rechts abgeschlossen, sonst rechts
offen. Das Intervall J heifit offen, wenn es leer oder links und rechts offen ist. Im
letzten Fall schreiben wir (a,b) fiir J, d.h.,

(a,)={z€eR;a<z<b}, —0o<a<b<oo,

mit der Vereinbarung, daB (a, a) := . Ist J links und rechts abgeschlossen, so heift
das Intervall J abgeschlossen, und wir bezeichnen es mit

[a,b)={zeR; a<xz<b}, —o<a<b<oo.

Ferner schreiben wir (a,b] bzw. [a,b), wenn J links offen und rechts abgeschlossen
bzw. links abgeschlossen und rechts offen ist. Jede einpunktige Teilmenge {a}
von R ist ein abgeschlossenes Intervall, und () ist ein offenes und abgeschlossenes
Intervall (vgl. Bemerkung 2.1(a)). Ein Intervall heifit perfekt, wenn es mindestens
zwei Punkte enthélt. Es ist beschrénkt, wenn beide Endpunkte endlich sind, sonst
unbeschrinkt. Jedes von R verschiedene unbeschriankte Intervall ist somit von einer
der Formen [a, x0), (a, o), (—o0, a] oder (—oo, a) mit a € R. Ist J ein beschréinktes
Intervall, so heiit die nichtnegative Zahl |.J| := sup(J) — inf(J) Linge von J.

Aufgaben
1 Man bestimme folgende Teilmengen von R?:
A={(zy) eR*; [e =1 +|y+1[ <1},
B:={(z,y) €eR*; 22° +¢* > 1, x| < |y|} ,
C={(z,y) eR’; 2’ —y*>1, z-2y<1l, y—22<1}.
2 (a) Man verifiziere, dafl
Q(\/Z) = {a+b\/2 ; a,bEQ}

ein Unterkérper von R ist, der Q enthilt und nicht ordnungsvollsténdig ist. Gehért v/3
zu Q(\/ 2) ?

(b) Man beweise, dafl Q der kleinste Unterkdrper von R ist.

3 Fiir a,b € RT und r, s € Q zeige man:

(a) a™* =a"a®, (b) (a")* =a"*, (c) a’b" = (ab)".

4 Esseien m,n € N* und a,b € RT. Man verifiziere, dal gelten:

(a) a”/™ < @™ falls m <nund 0 < a < 1,

(b) a'/™ > a'/™, falls m < n und a > 1.
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5 Essei f: R— R wachsend und es seien a,b € R mit a < b. Ferner gelten f(a) > a
und f(b) < b. Man beweise, da3 f mindestens einen Fixpunkt besitzt, d.h., es gibt ein
z € R mit f(z) =z. (Hinweis: Man betrachte z:=sup{yeR; a<y<b, y < f(y)}
und f(z).)

6 Man beweise die Bernoullische Ungleichung: Fiir x € R mit z > —1 und n € N gilt
1+2)">14+nx.
7 Essei M C R nicht leer mit inf(M) > 0. Man zeige, dal M’ := {1/z ; © € M } nach
oben beschriinkt ist und daf} gilt: sup(M’) = 1/ inf(M).
8 Fiir nichtleere Teilmengen A, B von R gelten die Relationen
sup(A + B) = sup(A) +sup(B) , inf(A+ B) =inf(A) + inf(B) .
9 (a) Es seien A und B nichtleere Teilmengen von (0, c0). Man beweise die Beziehungen
sup(A - B) =sup(A) -sup(B), inf(A-B) =inf(A)-inf(B) .
(b) Man gebe nichtleere Teilmengen A und B von R an, fiir die
sup(A) - sup(B) < sup(A- B) bzw. inf(A)-inf(B) > inf(A- B)
gilt.
10 Esseien n € N* und z = (z1,...,2,) € [RT]". Dann heifit g(z) := ’\L/H;LII x; bzw.

a(z) :== (1/n) >27_, v; geometrisches bzw. arithmetisches Mittel der x1,...,2n. Zu be-
weisen ist g(x) < a(x) (Ungleichung zwischen dem geometrischen und dem arithmeti-
schen Mittel).

11 Fiir z = (z1,...,2n) und y = (y1,...,yn) in R", n e N sei z+y:= Z;L:leyj.
Man beweise die folgende Ungleichung zwischen dem gewichteten geometrischen und
dem gewichteten arithmetischen Mittel:

Vaze < (z+a)/la], ze[RT", aeN".

12 Man verifiziere, dafl R ein archimedisch angeordneter Korper ist.

13 Es sei (K, <) ein angeordneter Oberkérper von (Q, <) mit der Eigenschaft, daf es
zu jedem a € K mit a > 0 ein r € Q gibt mit 0 < r < a. Man zeige, dafl K archimedisch
angeordnet ist.

14 Man beweise, dafl ein angeordneter Kérper K genau dann archimedisch ist, wenn
{n-1; n €N} in K nicht nach oben beschrénkt ist.

15 Es bezeichne K den Kérper der rationalen Funktionen mit Koeffizienten in R (vgl.
Bemerkung 9.3(c)). Dann gibt es zu jedem f € K eindeutig bestimmte teilerfremde
Polynome p=>"7_ px X" und ¢ =37 ;@ X" mit f=p/q und gm = 1. Mit diesen
Bezeichnungen sei
P={feK;p.>1}.
Schliefllich setze man
fRg=g—feP.

Man zeige, daB (K, <) angeordnet, aber nicht archimedisch angeordnet ist.
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16 Fiir jedes n € N sei I, ein nichtleeres abgeschlossenes Intervall in R. Die Familie
{In ; n € N} heifit Intervallschachtelung, falls folgende Eigenschaften erfiillt sind:

(i) Int1 C In fiirn € N

(ii) Zu jedem € > 0 gibt es ein n € N mit |I,| < .
Man beweise: (a) Zu jeder Intervallschachtelung { I, ; n € N} gibt es genau ein z € R
mit z € (), In-

(b) Zu jedem x € R gibt es eine Intervallschachtelung { I, ; » € N} mit rationalen End-
punkten und {z} =, In.
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11 Die komplexen Zahlen

In Paragraph 9 haben wir gesehen, dafl in einem angeordneten Korper K alle Qua-
drate nicht negativ sind, d.h., es gilt 22 > 0 fiir z € K. Insbesondere ist somit die
Gleichung 22 = —1 im Koérper der reellen Zahlen nicht lsbar. Wir werden deshalb
im folgenden einen Erweiterungskérper von R, den Koérper der komplexen Zah-
len C, konstruieren, in welchem alle quadratischen Gleichungen (wie wir spéter
sehen werden, sogar alle algebraischen Gleichungen) mindestens eine Losung be-
sitzen. Erstaunlicherweise ist, im Gegensatz zur Korpererweiterung von Q nach R,
bei welcher wir auf die Konstruktion mittels Dedekindscher Schnitte zuriickgreifen
muflten, die Erweiterung von R nach C bedeutend einfacher.

Eine Konstruktion der komplexen Zahlen

Wie bei den Erweiterungen von N nach Z und von Z nach @Q nehmen wir zuerst
an, es gebe einen Oberkérper K von R und ein i € K mit i = —1. Wir wollen
aus dieser Annahme Eigenschaften von K herleiten, welche dann eine explizite
Konstruktion von K nahelegen.

Als erstes halten wir fest, ¢ ¢ R. Sind z,y € R gegeben, so ist z :=x + iy
ein Element von K, da K ein Korper ist. Dariiber hinaus ist die Darstellung
z=x+ iy in K eindeutig, d.h., wir behaupten: Gilt z = a + b fir a,b € R, so
folgen bereits z = a und y = b. Um dies zu beweisen, nehmen wir an, es gelten
y#bund x 4+ iy = a+ib. Dann folgt i = (z — a)/(b — y) € R, was nicht moglich
ist. Motiviert durch diese Beobachtung setzen wir C := {z+iy € K ; z,y € R}.
Fiir z =2+ iy und w = a +4b in C erhalten wir (in K)

z+w=zxz+a+i(y+bd) eC,
—z=—z+i(-y) eC, (11.1)
2w = xa +ixb +iya + i’yb = xa — yb +i(xb + ya) € C ,

wobei wir i2 = —1 verwendet haben. Schlieflich sei z = z +iy # 0, also x € R*
oder y € R*. Dann gilt (in K)

11 T —1yY T -y

= = ) eC. 11.2
z x+iy (z+iy)(x—iy) x2+y2+lm‘2+y2 ( )

Folglich ist C ein Unterkérper von K und ein Erweiterungskorper von R.

Diese Uberlegungen zeigen, da C' der kleinste Erweiterungskorper von R
ist, in dem die Gleichung 2? = —1 losbar ist, falls es iiberhaupt einen solchen
Erweiterungskorper gibt. Diese verbleibende Existenzfrage wollen wir wieder kon-
struktiv klédren.
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11.1 Theorem FEs gibt einen kleinsten Erweiterungskérper C von R, den Kérper
der komplexen Zahlen, in dem die Gleichung z?> = —1 Iésbar ist. Er ist bis auf
Isomorphie eindeutig bestimmt.

Beweis Wie bei den Konstruktionen von Z aus N und Q aus Z legen die obi-
gen Uberlegungen nahe, Zahlenpaare (z,7) € R? zu betrachten und auf R? Ver-
kniipfungen so zu definieren, dafi die Analoga zu (11.1) und (11.2) gelten. Wir
definieren also auf R? eine Addition bzw. eine Multiplikation durch

R?xR? = R*, ((z,9),(a,b)) — (z+a,y+Db)

bzw.
R* xR* = R*,  ((z,9),(a,b)) — (za — yb, zb + ya)

und setzen C := (R2,+, -). Man priift leicht nach, da§ C ein Korper ist, wobei
das Nullelement durch (0,0), das additive Inverse von (z,y) durch (—z, —y), das
Einselement durch (1,0), und das multiplikative Inverse von (x,y) # (0,0) durch
(z/(x? +y?), —y/ (2% + y*)) gegeben sind.

Es ist leicht zu verifizieren, daf}
R—-C, z~(z,0) (11.3)

ein injektiver Kérperhomomorphismus ist. Folglich kénnen wir R mit seinem Bild
identifizieren und R als Unterkorper von C auffassen.

Schliellich zeigt (0,1)% = (0,1)(0,1) = (—1,0) = —(1,0), daB (0,1) € C die
Gleichung 22 = —1¢ 16st.

Die einleitenden Betrachtungen implizieren, dafl C bis auf Isomorphie der
kleinste Oberkérper von R ist, in dem die Gleichung 22 = —1 lsbar ist. m

Elementare Eigenschaften
Die Elemente von C sind die komplexen Zahlen. Wegen (0,1)(y,0) = (0,y) fiir
y € R gilt

(z,y) = (¢,0) + (0,1)(y,0) ,  (a,y) €R*.

Setzen wir ¢ := (0,1) € C, so kénnen wir folglich aufgrund der Identifikation (11.3)
jedes z = (z,y) € C eindeutig in der Form

z=x+1iy, z,y €ER | (11.4)

darstellen, wobei i2 = —1 gilt. Dann heifien 2 =: Re z Realteil und y =: Im z Ima-
giniirteil von z, und i ist die imagin#ire Einheit. Schliefllich ist jedes z € C* mit
Rez = 0 (rein) imaginér.
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Fiir beliebige =,y € C ist natiirlich z = x 4+ iy € C. Wollen wir zum Ausdruck
bringen, dafl es sich bei der Darstellung z = x + ¢y um die , Zerlegung in Real-
und Imaginirteil* handelt, d.h., dal z = Re z und y = Im z gelten, werden wir der
Kiirze halber oft

z=x+iy € R+iR
schreiben.

11.2 Bemerkungen (a) Fiir z =2+ iy und w = a+ b aus R+ iR sind z + w,
—z und zw durch (11.1) gegeben. Ist z # 0, so hat 2= = 1/ die Form (11.2).

(b) Die Abbildungen C — R, z— Rez und C — R, z~— Im z sind wohldefiniert
und surjektiv. Ferner gilt 2z = Rez + ¢ Im 2z, und

z:=Rez—ilmz

ist die zu z konjugiert komplexe Zahl.

(c) Esseien X eine Menge und f: X — C eine ,komplexwertige Funktion“. Dann
werden durch

Ref: X =R, z Re(f(z))

und

Imf: X >R, z~ Im(f(z))

zwei ,reellwertige Funktionen“, der Realteil Re f und der Imaginérteil Im f, defi-
niert. Offensichtlich gilt

f=Ref+ilmf.

(d) Nach Konstruktion stimmt (C,4) mit der additiven Gruppe (R?, 4) iiberein
(vgl. Beispiel 7.2(d)). Folglich kénnen wir C mit (R?, +) identifizieren, zumindest
solange wir nur von der additiven Struktur von C Gebrauch machen. Dies bedeu-
tet, dafl wir die komplexen Zahlen als Vektoren in einem rechtwinkligen Koordi-
natensystem! darstellen kénnen, in der Gaufischen (Zahlen-)Ebene. Die Addition
komplexer Zahlen wird dann durch die iibliche Vektoraddition (,,Parallelogramm-
regel“) veranschaulicht. Wie iiblich identifizieren wir den Ortsvektor z mit seiner
Spitze und fassen z als ,Punkt® der Menge R? auf, wenn wir von ,, Punkten“ oder
,Punktmengen* in C sprechen und diese graphisch darstellen.

IWir verweisen wieder auf [Gab96] fiir eine axiomatische Fundierung dieser von der Schule
her bekannten Begriffe (vgl. auch Paragraph 12).
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imaginére Achse (iR)

; . p reelle Achse (R)
Rew :Rez

In Paragraph II1.6 werden wir sehen, dafl auch die Multiplikation in C eine
einfache Interpretation in der Gauflischen Ebene besitzt.

(e) Wegen (—i)? = (—1)2i? = —1 besitzt die Gleichung 2? = —1 die beiden Lisun-
gen z = +i. Nach Korollar 8.18 gibt es keine weiteren.

(f) Fiir d € R" gelten
X?—d=(X+Vd) (X -vd) ud X?>+d=(X+iVd)(X —iVd).

Durch ,,quadratisches Erginzen“ folgt fiir aX? + bX + ¢ € R[X] mit a # 0
b\2 D
2 _
aX +bX+C_a[(X+ 2a> B 4a2}
in C[X], wobei
D :=b? — 4ac

die Diskriminante bezeichnet. Dies impliziert, daf§ die quadratische Gleichung
az? + bz +c =0 in C genau die Losungen

b+
VD eER, D>0,
/2= bia'\/D

- 2’@‘ €eC\R, D<O0,

besitzt. Aulerdem gilt der Satz von Vieta:
z1+22==b/a, zz=c/a

(vgl. Aufgabe 8.7(g)). Im Fall D < 0 gilt zo = 2.

(g) Der Korper C kann wegen i> = —1 < 0 nicht angeordnet werden. m
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Rechenregeln

Im n#chsten Satz stellen wir einige wichtige Rechenregeln fiir den Umgang mit
komplexen Zahlen zusammen. Die Beweise sind elementar und bleiben dem Le-
ser als Ubung iiberlassen. Es ist iiberdies sehr lehrreich, sich die untenstehenden
Aussagen in der Gauflschen Zahlenebene geometrisch zu veranschaulichen.

11.3 Satz Fiir z,w € C gelten:
() Re(2) = (= +2)/2, Tm(2) = (= — )/ (2);
(ii) ze R <=z = z;
(iil) z = z;
(iv) z+w=z+w, 2w=2zw;
)

(v) zz=2%+9y? mit v := Rez, y:=Imz.

Wie wir bereits festgestellt haben, kann C nicht angeordnet werden. Trotzdem
kann auf C eine nichtnegative Funktion |-| so eingefiihrt werden, daf sie auf R
mit dem durch die Ordnung von R induzierten Betrag iibereinstimmt.? Sie heifit
(Absolut-)Betrag und wird definiert durch

|]:C—=RY, z0|z|:=Vzz.

Fiir z = 4 iy € R+ iR gilt |2| = /22 + 2. Nach dem Satz des Pythagoras gibt
somit |z| die Lénge des Vektors z in der Gaufischen Zahlenebene an.

B iy

v
2]

Wir wollen auch fiir den Absolutbetrag einige Rechenregeln zusammenstellen.

11.4 Satz Fiir z,w € C gelten:
(i) |zw| = |z][wl;
(ii) |z|c = |2|r fiir z € R;
(iif) [Re(2)] < z[, [Tm(z)] < 2], |2] = [2];
2Diese Tatsache rechtfertigt den Gebrauch des Symbols |-| fiir den Betrag. Sind trotzdem zwei

Symbole notwendig, so schreiben wir |-|¢ fiir den Betrag in C und |-|g fiir den Betrag in R, vgl.
z.B. Satz 11.4(ii).
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(iv) |2| =0« 2= 0;
(v) |z +w| < |z| + |w| (Dreiecksungleichung);
(vi) 27t =1/2 = z/|z|? fiir z € C*.

Beweis Es seien z,w € Cund z =2 +iy € R+iR.
(i) Aus Satz 11.3(iv) und Bemerkung 9.9(a) folgt

|zw| = Vew - 20 = Vzz - ww = Vzz - Vww = |z] jw]| .
(ii) Fiir z € R gilt z = z. Also ergibt sich aus Bemerkung 9.9(b)
lzlc = Vzz = V22 = |z]r .

(iii) Aus Bemerkung 10.10(c) folgt |Re(2)| = |z| = Va2 < /22 +y2 = |2|.
Analog finden wir |Im(z)| < |z|. Ferner erhalten wir |z| = v/zz = Vz z = |2| aus
der Gleichheit z = z.

(iv) Beachten wir Satz 8.10, so ergibt sich
zZl=0= 2P =2+ |y’ =0<=|z| =y =0<=2=y=0.
(v) Es gilt

|2 + w|?

(5 + 0)(z +w) = (2 + w)(z + w)
=22+ 2w+ wz +ww = |2|* + 2w + 2w + |w|?
= 2| + 2Re(zw) + |w|? < |2|* + 2 |zw| + |w|?
= |2 + 22l Jw| + [w? = (2] + Jw])? ,

wobei wir (iii) und Satz 11.3 verwendet haben.

(vi) Ist z € C*, so gilt 1/2 = 2/(22) = z/|z|>. m

11.5 Korollar (Umgekehrte Dreiecksungleichung) Fiir z,w € C gilt:
|2 —w| > [[2] — |w] | .

Beweis Dies folgt analog zum Beweis von Korollar 8.11 aus der Dreiecksunglei-
chung in C. m

Die Erfahrung zeigt, daf$, im Gegensatz zu anderen Disziplinen der Mathe-
matik, in der Analysis nur die beiden Kérper R und C von Bedeutung sind. Zudem
gelten viele Aussagen sowohl fiir die reellen, als auch fiir die komplexen Zahlen.
Wir treffen deshalb die

Vereinbarung K bezeichnet entweder den Kérper R oder den Koérper C.
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Bille in K

Als Vorbereitung auf das néichste Kapitel wollen wir einige Begriffe einfiihren. Fiir
a € K und r > 0 nennen wir

B(a,r) :=Bk(a,r) :={ze€K; |[z—a|<r}

offenen Ball in K um ¢ mit Radius r. Im Fall K = C entspricht B¢ (a, ) somit der
,offenen Kreisscheibe® in der Gauflschen Zahlenebene mit Mittelpunkt a und Ra-
dius 7. Steht K fiir den Korper R, so ist Br(a, r) das offene symmetrische Intervall
(a —r,a+r) der Linge 2r um a in R.

1R
\

v
~
T~
v
~

+~4
<

y
r
a
v 0 a—r a a

Den abgeschlossenen Ball mit Radius 7 um a in K definieren wir durch

B(a,r) :=Bg(a,r) :={x €K; [z —a| <7} .

Also stimmt Bg(a,”) mit dem abgeschlossenen Intervall [a —r,a +r] iiberein.
Statt Be(a,r) [bzw. Be(a, )] werden wir oft D(a,r) [bzw. D(a, r)] schreiben, und

D :=D(0,1) [bzw. D :=D(0, 1)] ist die Einheitskreisscheibe in C.

Aufgaben

1 (a) Es ist zu zeigen, daf es zu jedem z € C\ (—o0, 0] genau ein w € C gibt mit w? = z
und Re(w) > 0. Man nennt w Hauptteil der Wurzel(funktion) von z und schreibt /z.

(b) Fiir z € C\(—o00, 0] gilt
Vz=+/(]z| + Rez)/2 + i sign(Im z)1/(|z| — Re z)/2 .
(c) Man finde eine Darstellung von /3.
Welche weiteren Losungen besitzt die Gleichung w? = i?
2 Man berechne z, |2|, Rez, Im z, Re(1/2) und Im(1/>2) fir z € { 777, V/i}.
3 Man skizziere in der Gaufischen Zahlenebene folgende Punktmengen:
A={zeC; |z—-1|<|z+1]|},
B:={zeC; |z+1|<|z—i|<|z—1]},
C:={z€C; 322—62—62+9=0}.

4 Man bestimme alle Losungen der Gleichungen z* = 1 und 2z® = 1 in C.
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5 Man gebe einen Beweis von Satz 11.3.

6 Esseien m € N* und U; C C fiir 0 < j < m. Ferner gebe es ein a € C und zu jedem j
ein 7; > 0 mit B(a,r;) C U;. Man zeige, daf} es ein r > 0 gibt mit B(a,r) C -, Uj.

7 TFiir a € K und 7 > 0 beschreibe man Bx(a, r)\Bx(a, 7).

8 Man zeige, dal es auler der Identitdt und z +— z keinen Ko&rperautomorphismus
von C gibt, der die Elemente von R fest 148t. (Hinweis: Man bestimme (i) fiir einen
Automorphismus ¢.)

9 Man zeige, da8 S' := {2z € C; |z| =1} eine Untergruppe der multiplikativen Grup-
pe (C*,-) von C ist, die Kreisgruppe.

10 Wir bezeichnen mit R?*? den nichtkommutativen Ring der reellen (2 x 2)-Matrizen.
Man zeige, daB die Menge C aller (2 x 2)-Matrizen der Form

a —b
b a
ein Unterkorper von R?*? ist und dafB die Abbildung

—b
R+iR —R>? q+4ib { ‘;
a

ein Koérperisomorphismus von C auf C ist. (Die bendtigten Eigenschaften iiber Matrizen
werden in Vorlesungen oder Biichern iiber Lineare Algebra zur Verfiigung gestellt.)

11 Fir p=X"+an1 X" "+ +a1X +ao € C[X] setze man R:= 1+ 37"} |ax.
Dann gilt |p(z)| > R fiir z € C mit |z| > R.

12 Man beweise die Parallelogrammidentitét in C:

et wl® + |z —wl = 202 + ), zweC.

13 Man beschreibe die Abbildung C* — C*, z + 1/z geometrisch.

14 Man bestimme alle Nullstellen des Polynoms X*—2X3 - X?4+2X+1¢€ (C[X}.
(Hinweis: Man multipliziere das Polynom mit 1/X? und substituiere Y = X —1/X.)

15 Kubische Gleichungen Es sei k£ ein kubisches Polynom in C mit fithrendem Koef-
fizienten 1, d.h.
k=X"+aX’+bX +c.
Wir interessieren uns fiir die Nullstellen von k. Dazu substituieren wir Y = X + a/3 und
finden so die Normalform
Y? +pY +q€C[X].

Es sind die Koeffizienten p und ¢ zu bestimmen! Ferner nehmen wir an,® es existieren

u,v € C mit
e (R A N (R (A

3Die Resultate von Paragraph II1.6 werden zeigen, dafl diese Voraussetzung tatséchlich stets
erfiillt ist, d.h., wir werden nachweisen, dal es zu jedem w € C mindestens ein z € C gibt
mit 23 = w.
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Man zeige: Es gibt eine dritte Einheitswurzel ¢ (d.h., es gilt £ = 1 (vgl. Aufgabe 4)), so
daBl uv = —¢€p/3. Dann sind

y1:=u+v, Y2 ;:u.|_§2@ . Y3 ::§2u+v

Losungen der Gleichung
v +py+qg=0. (11.6)

Wie erhélt man im Fall £ = 1 drei verschiedene Lésungen von (11.6)7
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12 Vektorridume, affine Riume und Algebren

Die linearen Strukturen gehoren zweifellos zu den tragfihigsten mathematischen
Konzeptionen und dienen innerhalb der gesamten Mathematik als Grundlage vie-
ler weiterfithrender Betrachtungen. Wir werden deshalb in diesem Paragraphen
die ersten wichtigen Begriffe einfithren und diese durch eine Reihe von Beispielen
veranschaulichen. Wieder geht es uns in erster Linie darum, einfache Strukturen
zu erkennen und Sprechweisen zu finden, die mit wenigen Worten Eigenschaften
zusammenfassen, welche wir in den folgenden Kapiteln in den verschiedensten
Einkleidungen immer wieder antreffen werden. Eine tiefergehende Analyse wird in
Vorlesungen iiber Lineare Algebra durchgefiihrt und ist in der umfangreichen Li-
teratur zu jenem Gebiet ausfiihrlich dargestellt (z.B. in [Art93], [Gab96], [Koe83],
[Wal82] oder [Wal85]).

Im folgenden bezeichnet K stets einen Korper.

Vektorraume

Ein Vektorraum iiber dem Kérper K, ein K-Vektorraum, ist ein Tripel (V, +,-),
bestehend aus einer nichtleeren Menge V', einer ,inneren“ Verkniipfung + , der
Addition, und einer ,dufleren* Verkniipfung

KxV -V, (Av)—Awv,

der Multiplikation mit Skalaren, welches folgenden Axiomen geniigt:
(VR1) (V,+) ist eine abelsche Gruppe.
(VR2) Es gelten die Distributivgesetze:

A(vtw) = Ao+ dw, (A+p)v=Av+pov, ANpeK, vweV.

(VR3) A« (pv) = (Ap)-v, l-v=w, ANpeK, veV.
Ein Vektorraum heifit reell bzw. komplex, wenn K = R bzw. K = C gilt. Ist es aus

dem Zusammenhang klar, von welchen Verkniipfungen die Rede ist, so schreiben
wir kurz V fiir (V, +, ).

12.1 Bemerkungen (a) Die Elemente von V' werden als Vektoren und die von K
als Skalare bezeichnet. Das Wort ,, Vektor“ ist also nichts anderes als eine abkiirzen-
de Sprechweise fiir ,,Element eines Vektorraumes®“. Auf mogliche geometrische In-
terpretationen werden wir spéter eingehen.

Wie bei Ringen vereinbaren wir, da die Multiplikation stédrker binde als die
Addition, und wir schreiben einfach Av fiir A - v.

(b) Das neutrale Element von (V,+) heifit Nullvektor und wird, wie auch die
Null von K, mit 0 bezeichnet. Fiir das additive Inverse von v € V' schreiben wir
wieder —v, und v — w := v 4+ (—w). Dies, ebenso wie die Verwendung derselben
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Symbole ,, + ¢ und ,, - “ fiir die Verkniipfungen in K und in V, kann nicht zu
Mifiverstédndnissen fiihren, da zusétzlich zu (VR1) und (VR3) die Bezichungen

Ov=0, (=Av=A-v)=—(\)=—-Iv, AeK, veV,
gelten. Auflerdem ist die Kiirzungsregel
A =0= (A=0oder v=0)

erfiillt. Es ist klar, daf} in der letzten Formelzeile links der Nullvektor und rechts
zuerst die Null von K und dann die Null von V' gemeint sind.

Beweis Aus dem Distributivgesetz und den Rechenregeln in K folgt
0-v=(0+0)-v=0-v4+0-v.

Da der Nullvektor das neutrale Element von (V,+) ist, gilt auch 0-v =0-v + 0. Nun
erhalten wir 0 - v = 0 aus Bemerkung 7.1(c). Die Beweise der restlichen Aussagen stellen
wir als Aufgabe. m

(c) Axiom (VRg) besagt, da8 die multiplikative Gruppe K* (von links) auf V
operiert (vgl. Aufgabe 7.6). Insgesamt kann man (VRz) und (VR3) dadurch aus-
driicken, dafl man sagt, der Kérper K operiere (von links) auf V. Oft wird es be-
quem sein, K von rechts auf V operieren zu lassen und nicht zwischen diesen beiden
Operationen zu unterscheiden, d.h., wir setzen vA := v fiir (\,v) € K x V. m

Lineare Abbildungen

Es seien V und W Vektorriume iiber K. Dann heifit eine Abbildung 7': V — W
(K-)linear oder linearer Operator, wenn gilt:

T(M+ pw) = AT (v) + pT(w) , NpeK, vweV.

Eine lineare Abbildung ist also nichts anderes als eine mit den Vektorraumverkniip-
fungen, den linearen Strukturen, vertrigliche Funktion, also ein (Vektorraum-)
Homomorphismus. Die Menge aller linearen Abbildungen von V' nach W be-
zeichnen wir mit Hom(V, W) oder Homg (V, W), und End(V) := Hom(V, V) ist
die Menge aller (Vektorraum-)Endomorphismen. Ein bijektiver Homomorphismus
T € Hom(V,W) [bzw. Endomorphismus 7" € End(V)] ist ein (Vektorraum-)Iso-
morphismus [bzw. (Vektorraum-)Automorphismus|. Gibt es einen Isomorphismus
von V auf W, so sind V und W isomorph, und wir schreiben wieder V' = W. Of-
fensichtlich ist = eine Aquivalenzrelation in jeder Menge von K-Vektorrdumen.

Vereinbarung Die Aussage ,,V und W sind Vektorrdume und 7: V — W ist
eine lineare Abbildung“ soll immer beinhalten, da V' und W Vektorrdume
iiber demselben Korper sind.
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12.2 Bemerkungen (a) Es ist bequem und iiblich, bei einer linearen Abbildung
T:V — W kurz Tw statt T'(v) fiir v € V' zu schreiben, falls keine Mifiverstandnisse
zu befiirchten sind.

(b) Jeder Vektorraumhomomorphismus 7': V' — W ist insbesondere ein Gruppen-
homomorphismus T': (V,+) — (W, +). Also gelten 70 = 0 und T'(—v) = =T fiir
v € V. Unter dem Kern (oder Nullraum) von T' versteht man den Kern dieses
Gruppenhomomorphismus:

ker(T)={veV; Tv=0}=T""0.

Also ist T' genau dann injektiv, wenn sein Kern trivial ist, d.h., wenn ker(T") = {0}
gilt (vgl. Bemerkungen 7.6(a) und (d)).

(c) Es seien U, V und W Vektorrdume iiber K. Dann ist T o S € Hom (U, W) fiir
S € Hom(U,V) und T € Hom(V, W).

(d) Die Menge Aut(V) der Automorphismen von V, d.h. die Menge der bijektiven
linearen Abbildungen von V' auf sich, ist eine Untergruppe der Permutationsgruppe
von V. Sie heiffit Automorphismengruppe von V. m

12.3 Beispiele Es seien V und W Vektorrdume iiber K.

(a) Ein Null(vektor)raum besteht nur aus einem Element 0 und wird oft einfach

mit 0 bezeichnet. Jeder andere Vektorraum ist nichttrivial.

(b) Eine nichtleere Teilmenge U von V heifit Untervektorraum, wenn gilt:

(UVR4) U ist eine Untergruppe von (V,+).

(UVR2) U ist abgeschlossen unter der Multiplikation mit Skalaren: K - U C U.

Man verifiziert leicht, daf§ U genau dann ein Untervektorraum von V ist, wenn U

unter den beiden Verkniipfungen von V' abgeschlossen ist, also wenn gelten:
U+UcU, K-UcCU.

(c) Der Kern und das Bild einer linearen Abbildung 7': V' — W sind Untervek-

torrdume von V bzw. W. Ist T injektiv, so ist T~! € Hom(im(T), V).

(d) K ist ein Vektorraum iiber sich selbst, wenn die Kérperverkniipfungen auch
als Vektorraumverkniipfungen interpretiert werden.

(e) Es sei X eine Menge. Dann ist VX ein K-Vektorraum mit den punktweisen
Verkniipfungen (vgl. Beispiel 4.12)

(f+g)(x) = f(z)+g(x), (\f)(x):=Af(x), weX, XeK, fgeV¥.

Insbesondere ist fiir m € N* das m-fache Produkt von K mit sich selbst, K™, ein
K-Vektorraum mit den punktweisen (oder komponentenweise definierten) Ver-
kniipfungen

r4+y=(T1+Y, - Tm +Ym), AT =Ax1,...,\Tp,)
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fir A € K,undz = (z1,...,Zm) und y = (y1, . .., Ym) in K™. Offensichtlich stimmt
K! mit K (als K-Vektorraum!) iiberein.

(f) Die vorangehende Definition legt unmittelbar die folgende Verallgemeinerung
nahe. Es seien V1,...,V,, Vektorrdume iiber K. Dann ist V :=V; x --- x V,, ein
Vektorraum, der Produktvektorraum von V7, ..., V,,, mit der durch

vtw:= (v F Wi, U+ W), A= (AV1, ., AUR)

fir v=(vi,...,vm) €V, w=(wy,...,wn) €V und A € K definierten linearen
Struktur.

(g) Auf dem Ring der formalen Potenzreihen K[X1,...,X,,] in m € N* Unbe-
stimmten iiber K definieren wir eine duflere Multiplikation

K x K[Xy,..., Xon] = K[Xy,..., Xn] 0 (Ap) = Ap

)\(Zana) = Z(/\pa)Xa .

«

durch

Mit dieser Verkniipfung als Multiplikation mit Skalaren und der bereits bekannten
additiven Verkniipfung ist K[ X1, ..., X] ein K-Vektorraum, der Vektorraum der

formalen Potenzreihen in m Unbestimmten. Offensichtlich ist K[X1, ..., X,,] ein
Untervektorraum von K[X,...,X,,], der Vektorraum der Polynome in m Un-
bestimmten.

(h) Hom(V, W) ist ein Untervektorraum von WV.

(i) Es sei U ein Untervektorraum von V. Dann ist (V,+)/U nach Satz 7.4 und
Bemerkung 7.5(b) eine abelsche Gruppe. Man priift leicht nach, daf§

Kx(V,H)/U—=(V,+)/JU, Nae+U)—x+U

eine wohldefinierte Abbildung ist, welche den Axiomen (VR2) und (VR3) geniigt.
Alsoist (V,+)/U ein K-Vektorraum, den wir mit V/U bezeichnen, der Faktorraum
oder Quotientenraum von V' modulo U. Schliellich ist die kanonische Projektion

7 V-oV/U, z—z]=x+U
eine lineare Abbildung.

() Zu T € Hom(V, W) gibt es genau eine lineare Abbildung T: V/ker(T) — W,
fiir welche das Diagramm

V r - W
N
V/ker(T)

kommutativ ist, und 7 ist injektiv mit im(f) = im(T).
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Beweis Dies folgt unmittelbar aus (c), (i) und Beispiel 4.2(c). m

(k) Es seien U,, o € A, Untervektorrdume von V. Dann ist (), Uq ein Unter-
vektorraum (UVR) von V. Ist M eine Teilmenge von V', so ist

span(M) := ﬂ{U ; Uist UVRvon V mit U D M }

der kleinste Untervektorraum von V', der M enthélt, die lineare Hiille oder der
Spann von M.

(1) Sind Uy und U, Untervektorrdume von V, so ist das Bild von Uy x Uz unter der
Addition in V ein Untervektorraum von V, die Summe U; + Us von Uy und Us.
Die Summe U; + Us ist direkt, wenn Uy N Uy = {0} gilt. In diesem Fall bezeichnet
man sie mit U; @ Us.

(m) Sind U ein Untervektorraum von V und T € Hom(V, W), so ist T'|U eine
lineare Abbildung von U nach W. Im Fall V =W heifit U invariant unter 7,
wenn T(U) C U gilt. Wenn keine Verwechslungen zu befiirchten sind, schreiben
wir meistens wieder 7T fiir T'|U. m

Vektorraumbasen

Es sei V ein nichttrivialer K-Vektorraum. Ein Ausdruck der Form Z;n:l Ajv; mit
Aly--3Am € K und vy,...,0, € V heifit (endliche) Linearkombination der Vek-
toren vy, ..., v, (liber K). Die Vektoren vy, ..., v, sind linear abhiingig, wenn es
Ay ey Am € K gibt, die nicht alle Null sind, mit A\jv1 + - - - + A v, = 0. Existie-
ren solche Skalare nicht, d.h. gilt

MU+ F AU =0= X\ =---=X, =0,

so sind die Vektoren vy, ..., v,, linear unabhingig. Fine Teilmenge A von V ist
linear unabhéngig, wenn je endlich viele verschiedene Elemente von A linear un-
abhingig sind. Die leere Menge heifit ebenfalls linear unabhiingig. Eine linear un-
abhéngige Teilmenge B von V mit span(B) = V heifit Basis von V. In der Linea-
ren Algebra wird gezeigt, daf§ gilt: Besitzt V eine endliche Basis aus m Vektoren,
so besteht jede Basis aus genau m Vektoren. Dann nennt man m die Dimensi-
on, dim(V'), des Vektorraumes V und sagt, V' sei m-dimensional. Besitzt V' keine
endliche Basis, so ist V unendlich-dimensional. Schlielich wird dim(0) = 0 gesetzt.

12.4 Beispiele (a) Es sei m € N*. Wir bezeichnen mit

e;:=(0,...,0,1,0,...,0) € K™
©)

fiir j =1,...,m den Vektor in K™, der an der j-ten Stelle eine 1 und sonst iiberall
0 stehen hat. Dann ist {e1,...,e,} eine Basis von K™, die Standardbasis oder
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kanonische Basis von K. Also ist K™ ein m-dimensionaler Vektorraum iiber K,
der m-dimensionale Standardraum iiber K.

(b) Es sei X eine endliche Menge. Fiir z € X definieren wir e, € KX durch

ex(y) :={ (1) z;i (12.1)

Dann ist {e, ; z € X} eine Basis von KX, die Standardbasis. Also gilt die Glei-
chung dim(K*) = Anz(X).

(c) Fir n € Nund m € N* sei
K, [X1,...,Xn] ::{pGK[Xl,...,Xm] ; Grad(p) gn} .

Dann ist Kp[X1, ..., X;,] ein Untervektorraum von K[Xj, ..., X;,], also des Vek-
torraumes K 5™) und die Monome { X ; |a| < n} bilden eine Basis. Folglich gilt

dim(Kn[Xla“-vaD _ (m+n) 7

n
und K[X1, ..., X,,] ist ein unendlich-dimensionaler Untervektorraum von K <™).
Beweis Da die Elemente von K,[X1,...,Xm]| Abbildungen einer endlichen Teilmenge

von N™ in K sind, folgt aus (b), da die Monome { X ; |a| <n} eine Basis bilden.
Gemif Aufgabe 8.8 gibt es (™1") solcher Monome. Wire k := dim(K[X1,...,Xm])
endlich, dann wéire k eine obere Schranke fiir die Dimension eines jeden Untervektorrau-
mes. Die Unterrdume K,[X1,..., X;m»] konnen aber beliebig grofie Dimensionen haben. m

(d) Fiir m,n € N* ist

Knom[X1, -+, X i= { )0j2p0a X" a0 € K, a €N, Ja| =n |

ein Untervektorraum von K,[X1,..., X,,], also von K5 ™) der Vektorraum der
homogenen Polynome vom Grad n in m Unbestimmten. Er besitzt die Dimen-
sion (mt?*l).

Beweis Aus dem vorangehenden Beweis lesen wir ab, dafl die Monome vom Grad n eine
Basis bilden. Nun folgt die Behauptung aus Aufgabe 8.8. m

12.5 Bemerkung Es sei V ein m-dimensionaler K-Vektorraum fiir ein m € N*,
und {b1,...,bn} sei eine Basis von V. Dann gibt es zu jedem v € V' genau ein
m-Tupel (21,...,%y,) € K™ mit

v=> x;b;. (12.2)
j=1



1.12 Vektorrdume, affine Rdume und Algebren 125

Umgekehrt definiert ein solches m-Tupel geméf (12.2) einen Vektor v in V. Folglich
ist die Abbildung
Km_)v, (fl,"'vxm)'_)zm ij.]

Jj=1

bijektiv. Da sie offensichtlich linear ist, stellt sie einen Isomorphismus von K™
auf V' dar. Also ist jeder m-dimensionale K-Vektorraum isomorph zum m-dimen-
sionalen Standardraum K™ iiber K, was den Namen ,,Standardraum® erklért. m

Affine Raume

Der abstrakte Begriff des Vektorraumes, der in der heutigen Mathematik, und ins-
besondere in der modernen Analysis, eine so grundlegende Rolle spielt, ist aus der
elementargeometrischen anschaulichen ,, Vektorrechnung* mit gerichteten Pfeilen
in unserem ,, Anschauungsraum® entwickelt worden. Eine geometrisch anschauliche
Interpretation von Begriffen, die mit Vektorrdumen zusammenhéngen, ist auch in
abstrakten Situationen oft sehr aufschlufireich und niitzlich, wie wir bereits im
letzten Paragraphen bei der Identifikation von C mit der Gauflschen Zahlenebe-
ne gesehen haben. Zum Zweck solcher Interpretationen werden wir die Elemente
eines Vektorraumes oft als ,,Punkte“ bezeichnen und Mengen von Vektoren mit
»,Punktmengen® identifizieren. Um diesen verschiedenen Interpretationen ein und
derselben Sache eine solide Basis zu geben und um Verwirrungen zu vermeiden,
wollen wir kurz auf ihre mathematisch exakten Formulierungen eingehen. Dies wird
es uns erlauben, spiter ohne weitere Kommentare die Sprechweise zu verwenden,
welche fiir den gegebenen Sachverhalt am giinstigsten ist.

Es sei V ein K-Vektorraum, und FE sei eine nichtleere Menge, deren Elemente
wir Punkte nennen. Dann heif3t FE affiner Raum {iber V', wenn eine Abbildung

VxE—-E, (v,P)—P+v

gegeben ist mit folgenden Eigenschaften:

(ARy) P+0=P, P E.

(ARg) P+ (v+w)=(P+v)+w, PeE, vywelV.

(AR3) Zu P,@ € FE gibt es genau ein v € V mit Q = P + v.

Der nach (ARj3) eindeutig bestimmte Vektor v wird mit P—Cj bezeichnet. Er ist

durch N
Q=P+ PQ

definiert. Aus (AR;) folgt PP = 0. AuBerdem ergibt sich aus (ARg), daf die
Abbildung
—
ExE—V, (PQ)~—PQ

die Relation
—_— — —
PQ+ QR = PR, P,Q,Re FE
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—
erfiillt. Wegen PP = 0 impliziert dies
— —

Ferner gibt es nach (ARs) zu jedem P € E und v € V genau ein @ € E mit

P—Q> = v, ndmlich @ := P 4 v. Deshalb heiflit V auch Richtungsraum des affinen
Raumes F.

12.6 Bemerkungen (a) Die Axiome (AR;) und (ARg) besagen, dafl die additive
Gruppe (V,+) (von rechts) auf der Menge E operiert (vgl. Aufgabe 7.6). Aus
Axiom (ARj3) folgt, dafl diese Operation nur einen einzigen Orbit besitzt. Man
sagt, die Gruppe operiere transitiv auf E.

(b) Fiir jedes v € V ist
Tw:EFE—FE, P—P+uv

die Translation von E um den Vektor v. Aus (AR;) und (ARg) folgt, daB die
Translationen eine Untergruppe der Permutationsgruppe von E bilden. m

Es sei F ein affiner Raum iiber V. Wir wéhlen einen festen Punkt O aus F,
den Ursprung. Dann ist die Abbildung V — E, v +— O + v bijektiv, und ihre
Umkehrabbildung ist E — V, P+ 0—15 Der Vektor 0—15 heift Ortsvektor von P
(beziiglich O).

Ist {b1,...,bn} eine Basis von V, so gibt es
genau ein m-Tupel (21,...,2Zy) € K™ mit

m

O—F; = Zl’jbj .
j=1

T3l

In diesem Zusammenhang nennt man die
Zahlen x4, ..., x,, (affine) Koordinaten des
Punktes P beziiglich des (affinen) Koordi-

natensystems (O;bq,...,b,), und die bi- > &
jektive Abbildung 0

E—- K", P—(z1,...,2m), (12.3)

die jedem Punkt P € E seine Koordinaten zuordnet, ist die Koordinatendarstel-
lung von E beziigl. (O;b1,...,by).

Die Dimension eines affinen Raumes ist definitionsgeméfl die Dimension sei-
nes Richtungsraumes. Ein nulldimensionaler Raum enthélt nur einen Punkt, ein
eindimensionaler Raum ist eine (affine) Gerade, und ein zweidimensionaler affiner
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Raum heifit (affine) Ebene. Ein affiner Unterraum von E ist eine Menge der Ge-
stalt P+ W ={P+w; we W}, wobel P € E und W ein Untervektorraum des
Richtungsraumes V sind.

12.7 Beispiel Jeder K-Vektorraum V kann als affiner Raum {iber sich selbst auf-
gefaBBt werden. Die Operation von (V,+) auf V ist einfach die Addition in V. In
diesem Fall gilt vw0 = w — v fiir v,w € V (wobei v als Punkt und w auf der linken
Seite des Gleichheitszeichens als Punkt und rechts davon als Vektor zu interpretie-
ren sind!). Hier wéhlen wir natiirlich den Nullpunkt (= Nullvektor) als Ursprung.
Ist dim(V) =m € N* und ist {b1,...,b,} eine Basis von V, so kiénnen wir V
mittels der Koordinatendarstellung (12.3) mit dem Standardraum K™ (iiber dem
Korper K) identifizieren. Durch (12.3) wird die Basis (b1, . . ., by, ) auf die Standard-
basis ey, ..., e, von K™ abgebildet. Die punktweisen Verkniipfungen in K™ fithren
dann (im Fall m = 2 und K = R) zu der von der Schule her vertrauten , Vektor-
rechnung®, in der sich z.B. die Vektoraddition mittels der ,Parallelogrammregel
durchfithren 148t.

R

4 Rz y+ Rz

PO B

Ay

Bei solchen graphischen Veranschaulichungen ist es bequem, neben den Ortsvek-
toren, den gebundenen Vektoren, auch freie Vektoren zu verwenden. Dabei wer-
den freie Vektoren als gleich betrachtet, wenn sie durch Parallelverschiebung aus
einander hervorgehen. Mit anderen Worten: Ein freier Vektor ist eine Aquivalenz-
klasse von Punktpaaren (P, Q), wobei (P,Q) ~ (P’,Q’) genau dann gilt, wenn es
ein v € V gibt mit P = Q +v und P’ = Q' + v. In der obenstehenden Abbildung
wird z.B. x auch als freier Vektor betrachtet, der an der Spitze von y angesetzt ist,
um den Summenvektor x + y zu erzeugen. Die affine Gerade durch den Punkt y
in der Richtung von z # 0 ist durch y + Ko = {y +tz ; t € K } gegeben. Sie ist
parallel zum eindimensionalen, von z aufgespannten Untervektorraum Kz. m

Vereinbarung Falls nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt wird, fassen wir
jeden K-Vektorraum V als affinen Raum iiber sich selbst auf und wiéhlen
den Nullpunkt als Ursprung. Auflerdem fassen wir stets K als Vektorraum
iiber sich selbst auf, wenn wir im Zusammenhang mit K Vektorraumbegriffe
verwenden.



128 I Grundlagen

Aufgrund dieser Vereinbarung kénnen wir wahlweise von Vektoren oder von Punk-
ten eines (Vektor-)Raumes V' sprechen und die geometrischen Begriffe ,, Gerade®,
»Ebene“ und ,affiner Unterraum® besitzen in jedem Vektorraum einen Sinn.

Affine Abbildungen

Es seien V und W Vektorrdume iiber K. Eine Abbildung a.: V' — W heifit affin,
wenn es eine lineare Abbildung A: V — W gibt mit

a(v) — ave) = A(vy — va) vy, v €V . (12.4)

Wenn es ein solches A gibt, ist es durch « eindeutig bestimmt. Denn erfiillt
A’ € Hom(V, W) ebenfalls (12.4), folgt (A — A")(v1 — v2) = 0 fiir v1,v2 € V. We-
gen (ARs) (und unserer Vereinbarung) erhalten wir somit (A — A")v = 0 fiir je-
des veV, was A— A’ =0, das heifit A = A’, bedeutet. Umgekehrt ist a durch
A € Hom(V, W) eindeutig bestimmt, wenn «(vg) fiir ein vg € V bekannt ist. Denn
fiir v1 := v und vy := vg folgt aus (12.4)

a(v) = a(ve) + A(v — vg) = a(vg) — Avg + Av veV. (12.5)

Damit haben wir die eine Richtung des folgenden Satzes gezeigt.

12.8 Satz Es seien V und W Vektorrdume tiber K. Dann ist a: V — W genau
dann affin, wenn es die Form

alv) =w+ Av , veV, (12.6)

besitzt mit w € W und A € Hom(V, W). Ferner sind A durch «, sowie a durch A
und «(0) eindeutig bestimmt.

Beweis Da eine Abbildung der Form (12.6) trivialerweise affin ist, folgt die Be-
hauptung aus (12.5). m

Durch die Interpretation eines Vektorraumes als affinen Raum haben wir
die Moglichkeit erhalten, gewisse abstrakte Objekte geometrisch zu veranschauli-
chen. Im Augenblick ist dies nicht viel mehr als eine Sprechweise, die wir aus un-
serer dreidimensionalen Anschauungswelt iibertragen. In spiteren Kapiteln wird
die geometrische Betrachtungsweise mehr und mehr an Bedeutung gewinnen und
auch im Umgang mit unendlichdimensionalen Vektorrdumen niitzliche Interpre-
tationen und mogliche Beweisstrategien nahelegen. Unendlichdimensionale Vek-
torrdume werden uns in erster Linie in Form von Funktionenrdumen, d.h. Unter-
vektorrdumen von KX, auf Schritt und Tritt begegnen. Ein vertieftes Studium
dieser Rdume, unerléfllich fiir ein gutes Verstindnis der Analysis, ist allerdings im
Rahmen dieses Buches nicht moglich. Es ist Gegenstand der ,,hoheren“ Analysis,
insbesondere der Funktionalanalysis.
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Die Interpretation endlichdimensionaler Vektorriume als affine Rdume hat
aber auch einen duflerst wichtigen rechnerischen Aspekt. Die Einfithrung von
Koordinatensystemen fiihrt ndmlich zu konkreten Beschreibungen geometrischer
GroBen in Form von Gleichungen und Ungleichungen (fiir die Koordinaten). Da ein
Koordinatensystem durch die Wahl eines Ursprungs und einer Basis bestimmt ist,
ist es wesentlich, in einer gegebenen Situation diese Wahl moglichst geschickt zu
treffen, um eine einfache analytische Beschreibung, d.h. einfache konkrete Bezie-
hungen zwischen den Koordinaten, zu bekommen. Eine gute Wahl des Koordina-
tensystems kann entscheidend zur erfolgreichen Losung eines gegebenen Problems
beitragen.

Polynominterpolation

Zur Illustration des eben beschriebenen Sachverhaltes wollen wir — als Ergénzung —
zeigen, wie Interpolationsaufgaben fiir Polynome mittels geschickter Wahl von Basen
in Km[X] einfach gelost werden kénnen.

Bei dem Interpolationsproblem fiir Polynome handelt es sich um folgende Aufga-

benstellung:
Zu gegebenem m € N*, paarweise verschiedenen ,Stiitzstellen® zo,..., T, in K
und einer Funktion f: {zo,...,Zm} — K ist ein Polynom p € K,,[X] so zu bestim-
men, dafl

p(z;) = f(z;), 0<j<m, (12.7)
gilt.

Der folgende Satz zeigt, dal dieses Problem , wohlgestellt* ist, d.h. eine eindeutig be-
stimmte Losung besitzt.

12.9 Satz Es gibt genau ein p := pnm[f; Zo,...,Zm| € K [X], welches das Interpolati-
onsproblem I6st. Es heifit Interpolationspolynom vom Grad < m zu f und den Stiitzstel-
len xo,...,Tm.

Beweis Die Lagrangeschen Polynome /;[xo, ..., Zm] € Kn[X] werden durch
m
X —
Ulzo,. ozl =] 0 "%, o0<ji<m,
Tj — Tk
k=0
k£

definiert. Dann gilt offensichtlich
Zj[:vo,...,xm](wk): ik 0§j,k<m,

wobei

1, i=k, .
Sk = keZ,
I {0, iAk, 7
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das Kroneckersymbol bezeichnet. Dann 16st das durch
Lin[f; 20, zm] =Y f(x;)l[@0, .., 2m] € Kpn[X] (12.8)
j=0

definierte Lagrangesche Interpolationspolynom offensichtlich die gestellte Aufgabe. Ist
p € Ky [X] ein zweites Polynom, das (12.7) erfiillt, so besitzt das Polynom

die m + 1 verschiedenen Nullstellen xo, ..., Zm. Also folgt p = L [f; o, ..., Zm] aus Ko-
rollar 8.18. Dies beweist die Eindeutigkeitsaussage. m

12.10 Bemerkungen (a) Die obige einfache explizite Losung des Interpolationsproblems
verdanken wir der Tatsache, dal wir in K,,,[X] die Basis der Lagrangeschen Polynome vom
Grad m gewihlt haben. Hitten wir die ,kanonische® Basis { X i.0<5< m } zugrunde
gelegt, so hatten wir das System

S opeak=fa),  0<j<m, (12.9)
k=0
von m + 1 linearen Gleichungen in den m + 1 Unbekannten po, ..., pm, den Koeffizienten

des gesuchten Polynoms, zu l6sen. Die Lineare Algebra lehrt, dafi das System (12.9)
genau dann fiir jede Wahl der rechten Seite eindeutig 16sbar ist, wenn die Determinante
der Koeffizientenmatrix

1 xzp a2 - a2l
1z 2 - 2P

(12.10)
1 Zm 2, - 2™

von Null verschieden ist. (12.10) ist eine Vandermonde Matrix, deren Determinante

den Wert
II @2
0<j<k<m

hat (vgl. z.B. [Gab96]). Da diese Zahl von Null verschieden ist, erhalten wir auch so die
Existenz- und Eindeutigkeitsaussage von Satz 12.9. Wihrend der Beweis von Satz 12.9
unmittelbar eine explizite Form fiir p := pm[f; To, . . ., Tm] liefert, miissen zur Lésung von
(12.9) Methoden der Linearen Algebra herangezogen werden, die dann (z.B. mittels des
GauB3schen Algorithmus) einen Ausdruck fiir p liefern, der i.allg. weit weniger handlich
ist als die Form (12.8).

(b) Erhoht man die Anzahl der Stiitzstellen und Funktionswerte um jeweils eins, so
miissen alle Lagrangeschen Polynome neu berechnet werden. Aus diesem Grund ist es oft

zweckméaBiger, fur pm[f; zo,. .., Zm] den ,Ansatz“
m
pm[f; Loy .- ,xm} = Z ajUJj[iBo, ey .Tj_l}
7=0

mit wo := 1 und den Newtonschen Polynomen

wj[aco,...,xj_l]=(X—mo)(X—3:1)---(X—a:j_1) EKJ'[X} s 1<j<m,
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zu wihlen. Dann fithrt (12.7) zu dem linearen Gleichungssystem in Dreiecksgestalt

ao = f(xo)
aog + a1w1[«’E0}($1) = f(xl)

ao + a1wi[zo)(Tm) + * +* + Amwm[To, . . ., Tm—1](Tm) = f(@Tm) ,

welches durch ,,sukzessives Einsetzen von oben“ einfach zu lésen ist. Die hieraus resul-
tierende Form von pw[f; o, ..., Tm] ist als Newtonsches Interpolationspolynom bekannt.
In diesem Fall fiihrt also die Basis { wj[zo,...,2z;-1] ; 0 <j <m} von K,u[X] zu einer
einfachen Losung. m

Algebren

Es sei X eine nichtleere Menge. Dann haben wir KX, der Menge aller Abbildungen
von X in K, in Beispiel 8.2(b) eine Ringstruktur und in Beispiel 12.3(e) eine
Vektorraumstruktur aufgeprigt. Augenscheinlich sind die Ringmultiplikation, die
yinnere“ Multiplikation, und die ,,dulere* Multiplikation mit Skalaren miteinander
vertréiglich in dem Sinne, daf}

(Af)(/ig):(A/“L)fgv >‘7;U'GK7 fagEKXa

gilt. Derartige Situationen kommen héufig vor, so dafl es sich lohnt, sie mit einem
eigenen Namen zu belegen.

Ein K-Vektorraum A zusammen mit einer inneren Multiplikation
AxA— A, (a,b)—a®b,

heifit Algebra iiber K, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:
(A1) (A,+,Q) ist ein Ring.
(A2) Es gelten die Distributivgesetze:

Ma+wpb) ©c=Xa®c)+ puboc)
a® (Ab+ pc) =AMa®b)+ pula®c)

fir a,b,ce Aund \, u € K.

Fiir die innere Multiplikation © , die Ringmultiplikation in A, schreiben wir in der
Regel einfach wieder ab statt a ® b. Dies fiihrt zu keinen Verwechslungen, da es
stets aus dem Zusammenhang klar sein wird, ob wir Elemente von .4 miteinander
multiplizieren, oder die duflere Multiplikation, oder das Produkt in K meinen.
AufBlerdem ist diese Abkiirzung durch die verschiedenen Distributivgesetze, die
fiir A gelten, gerechtfertigt.

Im allgemeinen wird die Algebra (d.h. der Ring (A, ®)) weder kommutativ
sein noch ein Einselement besitzen.
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12.11 Beispiele (a) Es sei X eine nichtleere Menge. Dann ist KX eine kommu-
tative K-Algebra mit Eins beziigl. der punktweisen Verkniipfungen.

(b) Fiir m € N* ist K[X1,...,X,,] eine kommutative K-Algebra mit Eins und
K[X1,...,Xm] ist eine Unteralgebra mit Eins.

(c) Es sei V ein K-Vektorraum. Dann ist End(V') beziigl. der Komposition von
Abbildungen als Ringmultiplikation eine K-Algebra. Also gilt

ABz = A(Bzx) , zeV, A BecEndV),

und [ :=idy ist das Einselement von End(V). Im allgemeinen ist End(V), die
Endomorphismenalgebra von V| nicht kommutativ. m

12.12 Bemerkung Es sei V ein K-Vektorraum. Dann ist
K[X]xEnd(V) - End(V), (p,A)— p(A)
mit

p(A) = mA",  p=> mX*, (12.11)
k k

eine wohldefinierte Abbildung. Also ist das Operatorpolynom p(A) durch (12.11)
fir A € End(V) wohldefiniert. Es ist klar, daf} fiir A € End(V') die Abbildung

K[X]—End(V), p—p(A)

ein Algebrenhomomorphismus (d.h. mit allen Verkniipfungen der beteiligten Al-
gebren vertréglich) ist. m

Differenzenoperatoren und Summenformeln

Zum Abschluf} dieses Paragraphen wollen wir die Bedeutung der oben eingefiihrten all-
gemeinen Begriffe anhand erster einfacher Anwendungen illustrieren.

Es sei E ein Vektorraum iiber K. Auf EN definieren wir den (vorwirtigen) Diffe-
renzenoperator A durch

Afn=fosr=fn,  neN, [=(nr fa)eE".
Offensichtlich ist A € End(E"). Bezeichnet I das Einselement von End(V), so gilt
(I+A)fn:fn+17 nENv feEN7

d.h., I + A ist der linke Verschiebungsoperator. Stellen wir namlich f als ,, Folge“ dar,
d.h. f = (fo, f1, f2,...), so finden wir (I + A)f = (f1, fe, f3,...) und, durch Induktion,

(I+8) fo=farn, neN, feB", (12.12)

also (I + A)*f = (fu, froat, foras--.).
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Fiir die (vorwirtigen) Differenzen k-ter Ordnung, AF, erhalten wir aus dem bino-
mischen Satz 8.4 (angewendet auf den Ring End(E"))

ph=(re o) =0 (M aray, ken,

J=0 J

und somit, wegen (12.12),

k

A’“fn:Z(q)’“*j(’;)fnﬂ, kneN, feh".

j=0
Der binomische Satz liefert auch
o=y ()
—\j
=
folglich

k
k )
fn+k:2(j)an, neN, feE". (12.13)
=0
Aus der letzten Formel erhalten wir schliefllich
DIFEDD

k=0 k=03

m

<];>Ajfo = ;i(?)&jfo = Z(?if)&jfo

J=0

k
=0

fiir m € N, wobei wir im letzten Schritt Aufgabe 5.5 benutzt und im vorletzten (wie im Be-
weis von Satz 8.12) ,,umsummiert” haben. Also haben wir die allgemeine Summenformel

m—1 m

fx

k=0 Jj=1

(W)N*fo, meN*, feE", (12.14)
J

bewiesen.

Newtonsche Interpolationspolynome

Es seien h € K* und zo € K. Zu jedem m € N* und f € K* gibt es nach Satz 12.9 ein
eindeutig bestimmtes Interpolationspolynom p := Ny, [f; zo; k] vom Grad < m, welches

p(zo + jh) = f(zo+jh),  j=0,....,m,

erfiillt, also f an den gleichabsténdigen Stiitzstellen xo,xo + h, ..., zo + mh interpoliert.
Somit gilt
Nm[ﬁwmm = Nm[f;$0,330+h,...,a?0 +mh} .

GeméiB Bemerkung 12.10(b) kénnen wir Ny, [f; zo; h] in der Newtonschen Form

m j—1
Nlfszosh] =) a; [T(X —ax)
j=0 k=0
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darstellen.! Der folgende Satz zeigt, daB sich in diesem Fall die Koeflizienten a; auf einfa-
che Weise durch die Differenzen A7 ausdriicken lassen. Dazu definieren wir die vorwértige
dividierte Differenz, A\, zur Schrittléinge A durch

flz+h) = f(z)
h )

Offensichtlich gilt A, € End(K*), und wir setzen A} := (A)? fiir j € N.

Apf(z) = rekK, feK®.

12.13 Satz Das Newtonsche Interpolationspolynom fiir f hat bei gleichabstédndigen Stiitz-
stellen x; := xo + jh, 0 < j < m, die Gestalt

No[f;zo;h] =) AU(%) 1:[(X — ) . (12.15)

|
j=0 J: k=0

Beweis Mit den Notationen von Bemerkung 12.10 miissen wir zeigen, daf} j! a; = A{Lf(wo)

fir j =0,...,m erfillt ist. Da die Relationen
i1 . kN
wjlzo, ..., zj—1](zk) = H(a:k —x)=k(k—=1)---(k—j7+ 1)K = 3! (j)hJ
£=0

fiir 0 < j < k < m gelten, hat das Gleichungssystem aus Bemerkung 12.10(b) die Gestalt
ao = f(zo)

(12.16)

Nun beweisen wir die Behauptung durch Induktion. Fiir m = 0 ist sie richtig. Nehmen
wir an, es gelte a;j = AJ f(xo)/j! fiir 0 < j < n. Dann folgt aus (12.16) fir m =n +1

= 1N, ;A .
fanen) = Y3t (MW ST 4 e

<
Il

(12.17)

(” ;F 1)Nf0 Fn+ )R g,

I
NE

0

<.
Il

wobei wir fo € KN durch fo(n) := f(xo 4+ nh) fir n € N definieren. Nach (12.13) gilt
n n+1

Z(n;I)Aij = Z(n—; 1>Ajfo = D" fo = farr = A o

=0 =
Somit lesen wir wegen f(zn+1) = fant1 aus (12.17) ab, daB
A" o= m+ 1) A" ang
also (n + 1) any1 = AP f(20), gilt. Daher ist die Behauptung fiir jedes m € N richtig. m

LWir vereinbaren, da8 das ,,leere Produkt® H,::lo stets den Wert 1 habe.
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12.14 Bemerkungen (a) Fiir f € K¥ gilt
f = Nm[f;z0;h] + rm[f; 205 ]

mit dem , Fehler®
rm[f;zoi bl == f — Nm[f; 03 h] -

Mit anderen Worten: Die Funktion f: K — K wird durch das Interpolationspolynom
N [f; zo; h] ,approximiert® und der Fehler verschwindet an den Stiitzstellen xo + jh,
0 < j <m. In Paragraph IV.3 werden wir sehen, wie der Fehler fiir grofle Klassen von
Funktionen kontrolliert werden kann. Auflerdem werden wir in Paragraph V.4 zeigen,
daf sich recht allgemeine Funktionen in einem geeignet zu prézisierenden Sinn , beliebig
genau* durch Polynome approximieren lassen.

(b) Offensichtlich ist (12.15) fiir beliebige f € E" sinnvoll, und es gilt
Nplf;mo; h(z5) = f(z;) ,  0<j<m.

(c) Eine Funktion f € E¥ heifit arithmetische Folge der Ordnung k € N*, wenn AFf
konstant ist, d.h., wenn A1 f = 0 gilt. Aus der Darstellung (12.15) und dem Identitéts-
satz fiir Polynome (Bemerkung 8.19(c)) folgt, da8 fiir jedes Polynom p € Ki[X], jedes
h € K* und jedes zo € K die Funktion N — K, n +— p(zo + hn) eine arithmetische Folge
der Ordnung k ist. Insbesondere ist fiir jedes k € N die ,,Potenzfolge* N — N, n +— n*
eine arithmetische Folge der Ordnung k.

Fiir arithmetische Folgen der Ordnung k nimmt die Summenformel (12.14) eine

einfache Form an:
> -2 ()an, nen

Insbesondere finden wir fur die ,,Potenzsummen“

<n+1) (n2+1) ’

(=)

3
= (M) () e = = ()

wie man leicht nachrechnet. m

z": <n+1)+2(n+1> n(n+1)(2n +1)

Aufgaben

Im folgenden bezeichnen K einen Koérper und F, E; sowie F, F;, 1< j<m, Vek-
torrdume iiber K.

1 (a) Man bestimme alle Untervektorrdume von K.
(b) Welche Dimension hat C iiber R?
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2 (a) Man zeige, dal die Projektionen pr; : E1 X -+ X Ep — Ej und die kanonischen
Injektionen
ik:Ek—>E1><---><Em, mH(O,...,O,x,O,..,,O)
(k)
linear sind und bestimme die jeweiligen Kerne und Bilder.
(b) Ek = im(ik), 1 S k S m.

3 Man verifiziere, da T': R? — R?  (z,y) — (z —y,y — ) linear ist. Ferner bestimme
man ker(7) und im(7T).

4 Das Diagramm

sei kommutativ, und T'; P und @ seien linear. Ist P surjektiv, so ist auch S linear.

5 Es seien X eine nichtleere Menge und zo € X. Man zeige, dafl die durch

Goo(f) = flwo) ,  fEEY,
definierte Abbildung 6, : EX — FE linear ist.
6 Esseien E und F' endlichdimensional. Dann gilt: dim(E x F) = dim(FE) dim(F).
7 Fir T € Hom(FE, F) gilt: E/ker(T) = im(T).

8 Es seien zo,...,zm € K paarweise verschieden. Dann gelten fiir die Lagrange Poly-
nome ¢; := £;[zo,...,Zm] € Kn[X] die folgenden Cauchyschen Relationen

(a) Yo ti =1 (= X").
(b) (X =) =T (x5 — ), yeK, 1<k<m.

9 Man zeige, daf bei paarweise verschiedenen zo, . ..,z € K die Lagrange Polynome ¢;,
0 < j < m, und die Newton Polynome w;, 0 < j < m, Basen von K,,[X] bilden.

10 Es seien zo,...,Zm € K paarweise verschieden und f € K¥. Man beweise:

(a) Fiir die Koeffizienten a; des Newtonschen Polynoms aus Bemerkung 12.10(b) gilt

< f(z5)
an = " =: flxo,...,xn], 0<n<<m.

2 Ty @y — iy = S0l

= k#j
(b) flzo,.-- xn] = flZo), -+, Tomy) fiir jede Permutation o von {0,1,...,n} und fiir
0 <n <m, d.h., die Koeffizienten f[xo,...,2n] sind symmetrisch in ihren Argumenten.
(C) f[mo,-”71'n} — f[x()v"';xnfl} _f[xla”'vxn}’ 1 Sngm

o — In

Bemerkung Wegen (c) heifilen die Zahlen f[zo,...,x,] dividierte Differenzen. Sie sind

offensichtlich leicht rekursiv zu berechnen.
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(Hinweise: (a) pal[f, o,...,Zn] = La[f,To,...,xn], 0 <n <m.

(¢) pulfyzoy - yxn] =bo+b1(X —zn)+ -+ 0o (X —22)(X —2n-1) -+ (X — 1), WO-
bei a, = b, fir 1 < n < m gilt. Hieraus leite man b, = f[zn,Zn—_1,...,21] sowie
(Trn — x0)an + an—1 — bp—1 = 0 ab.)

11 Fir f € ENgilt f, = ijo(—l)j(’;)mfn+k,j, n € N. (Hinweis: [ = (I + A) — A.)
12 Fiir h € K* und k,m € N gilt: A} € Hom (K [X], Kp—k[X]) mit K;[X] := 0, falls
7 negativ ist.

Wie lauten die fithrenden Koeffizienten von AF X™?

13 Man verifiziere die Identitét 37, it =n(n+1)(2n+1)(3n* +3n — 1)/30 fiirn € N.
14 Man zeige, daf3 Q(\/2) = { a+bv2; abe Q} (vgl. Aufgabe 10.2) ein Vektorraum
iiber Q ist. Wie grof} ist seine Dimension?

15 R kann als Vektorraum iiber dem Korper Q(\/ 2) betrachtet werden. Sind 1 und v/3
iiber Q(\/2) linear unabhéngig?
16 Fiir m € N und eine (m + 1)-elementige Teilmenge {zo,...,zm} von K betrachte
man

e: Kn[X] = K™ pe— (p(xo),...,p(xm)) -

Man zeige, daB8 e ein Isomorphismus von K,,[X] auf K™ ist. Was ist e™'?

17 Essei T: K — F linear. Man beweise, daB es genau ein m € F gibt mit T'(z) = xm
fir z € K.



Kapitel 11

Konvergenz

Mit diesem Kapitel treten wir ein in die eigentliche Welt der Analysis, die zu einem
wesentlichen Teil auf dem Begriff der Konvergenz aufgebaut ist. Dieser erlaubt uns
in gewissem Sinne, unendlich viele (Rechen-)Operationen durchzufithren, was die
Analysis von der Algebra unterscheidet.

Der Versuch, die naiv-anschaulichen Vorstellungen von Hiufungspunkten und
konvergenten (Zahlen-)Folgen zu prézisieren, fithrt in natiirlicher Weise zu den Be-
griffen des Abstandes, der Umgebungen eines Punktes und des metrischen Raumes.
Im Spezialfall der Zahlenfolgen kénnen wir die Vektorraumstruktur von K ausnut-
zen, um Rechenregeln fiir den Umgang mit konvergenten Zahlenfolgen aufzustellen.

Eine Analyse der Beweise der Rechenregeln zeigt, dafi die meisten dieser Re-
geln auf Folgen von Vektoren eines Vektorraumes iibertragen werden kénnen, falls
ein Analogon des Absolutbetrages zur Verfiigung steht. So werden wir zwangsliufig
zu den normierten Vektorrdumen, als einer besonders wichtigen Klasse metrischer
RéAume, gefiihrt.

Unter den normierten Vektorrdumen zeichnen sich die Innenproduktriume
durch ihre reichhaltige Struktur aus, sowie durch die Tatsache, daf ihre Geometrie
der von der Schule her bekannten euklidischen Anschauung entspricht. Als fiir die
(elementare) Analysis wichtigste Klasse von Innenproduktriaumen erkennen wir
den m-dimensionalen euklidischen Raum R™ sowie den C™.

In den Paragraphen 4 und 5 kehren wir zur einfachsten Situation, nédmlich
der Konvergenz in R, zuriick. Unter Ausnutzen der Ordnungsstruktur, und insbe-
sondere der Ordnungsvollstandigkeit von R, gelangen wir zu den ersten konkreten
Konvergenzkriterien. Diese erlauben uns, eine Reihe wichtiger Grenzwerte explizit
zu berechnen. Auflerdem kénnen wir aus der Ordnungsvollstéindigkeit von R ein
fundamentales Existenzprinzip, den Satz von Bolzano-Weierstraf}, ableiten.

Paragraph 6 ist der Vollstindigkeit gewidmet. Da dieser Begriff in natiirli-
cher Weise mittels Metriken formuliert wird, gelangen wir durch Spezialisieren auf
normierte Vektorrdume zu der Definition eines Banachraumes. Als erstes Beispiel
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erkennen wir den K™ als Banachraum. Hierauf aufbauend ist es leicht nachzuwei-
sen, dafl Rdume beschriinkter Funktionen Banachrdume sind.

Der Begriff des Banachraumes spielt in unserem Aufbau der Analysis eine
zentrale Rolle. Einerseits ist diese Struktur einfach genug, um dem Neuling nicht
mehr Miihe zu bereiten, als er fiir das Verstindnis des Vollstédndigkeitsbegriffes im
Bereich der reellen Zahlen sowieso aufwenden mufl. Andererseits sind Banachraume
allgegenwiirtig in der Analysis, wie auch in anderen Gebieten der Mathematik, und
die frithzeitige Einfithrung dieser Rdume zahlt sich in spateren Kapiteln durch die
Moglichkeit, kurze und elegante Beweise zu fithren, mehr als aus.

Als eine Ergéinzung und zur (mathematischen) Allgemeinbildung des Lesers
fithren wir in Paragraph 6 den Cantorschen Beweis der Existenz eines ordnungs-
vollstéandigen angeordneten Korpers durch Vervollstdndigung von Q vor.

Die restlichen Paragraphen dieses Kapitels sind der Theorie der Reihen ge-
widmet. In Paragraph 7 lernen wir die Grundtatsachen iiber Reihen sowie erste
wichtige Beispiele kennen. Im Besitz dieser Theorie konnen wir dann auf die Dual-,
Dezimal- und, allgemein, die g-al-Darstellung der reellen Zahlen eingehen. Dies
wird es uns ermoglichen zu zeigen, dal die reellen Zahlen eine iiberabzéhlbare
Menge bilden.

Unter den konvergenten Reihen spielen diejenigen, welche absolut konvergie-
ren, eine besonders wichtige Rolle. Einerseits sind sie relativ leicht zu handhaben
und oft einfachen Konvergenzkriterien zugénglich. Andererseits sind viele Reihen,
die in der Praxis von Bedeutung sind, absolut konvergent. Dies trifft insbesondere
auf Potenzreihen zu, welche wir im letzten Paragraphen dieses Kapitels einfiihren
und studieren. Als wichtigste Potenzreihe lernen wir die Exponentialreihe kennen,
die eng mit einer Funktionalgleichung verkniipft ist, deren Bedeutung wir in den
folgenden Kapiteln erfassen werden.
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1 Konvergenz von Folgen

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns durchwegs mit Funktionen, die auf den na-
tiirlichen Zahlen definiert sind, also nur abzihlbar viele Werte annehmen kénnen.
Hierbei interessieren wir uns insbesondere fiir das Verhalten solcher Abbildungen
Hfir grofle n € N“, d.h. im Unendlichen®, da wir — zumindest im Prinzip —
die Funktionswerte auf endlichen Abschnitten {n € N ; n < N } explizit auflisten
konnen. Weil wir nur endlich viele Operationen durchfithren kénnen, also ,nie
nach oo kommen*, miissen wir Methoden entwickeln, die es uns erlauben, Aussagen
iiber unendlich viele Funktionswerte ,,in der Nihe von Unendlich® herzuleiten. Die
Grundlage solcher Methoden bildet die Theorie der konvergenten Folgen, die wir
nun entwickeln werden.

Folgen

Es sei X eine Menge. Die Abbildungen von N in X werden wir von nun an meistens
als Folgen (in X) bezeichnen. Ist ¢ : N — X eine Folge, so schreiben wir auch

(Zn), (Tn)nen oder (zo,x1,22,...)

fiir ¢, wobel z,, := ¢(n) das n-te Glied der Folge ¢ = (xq,z1, 2,...) ist.

Die Folgen in K heiBen Zahlenfolgen, und der K-Vektorraum K" aller Zah-
lenfolgen wird mit s oder s(K) bezeichnet (vgl. Beispiel 1.12.3(e)). Genauer sagt
man, (z,) sei eine reelle bzw. komplexe Folge, wenn K = R bzw. K = C gilt.

1.1 Bemerkungen (a) Es ist unbedingt zu unterscheiden zwischen einer Folge ()
und ihrem Bild {z,, ; n € N}. Gilt beispielsweise x,, = z € X fiir alle n, d.h., ist
(z,,) die konstante Folge, so ist (z,,) = (z,7,z,...) € X", wihrend {z, ; n € N}
die einpunktige Menge {z} ist.

(b) Es sei (x,,) eine Folge in X, und E sei eine Eigenschaft. Dann sagen wir, da§ E
fiir fast alle Folgenglieder von (z,,) gilt, wenn es ein m € N gibt, so dafi E(z,,) fiir
alle n > m wahr ist, d.h., wenn F fiir alle bis auf endlich viele der z,, richtig ist.
Natiirlich kann F(z,) auch fiir einige (oder alle) n mit n < m wahr sein. Gibt es
ein N C N mit Anz(N) = oo und gilt E(x,,) fiir jedes n € N, so ist E fiir unendlich
viele Folgenglieder wahr. Zum Beispiel hat die reelle Folge

( 54-39 10 11 11 1 1 )
PRe) 3 4y ) 2737 4a57"'a 2n72n+1a

die Eigenschaft, daB unendlich viele Folgenglieder positiv, unendlich viele negativ,
und fast alle dem Betrag nach kleiner als 1 sind.

(c) Fiir m € N* heifit auch jede Abbildung ¢ : m + N — X Folge in X. Mit ande-
ren Worten: (2;)j>m = (Tm, Zm+1, Tm+2, - - .) ist eine Folge in X, auch wenn , der
Index nicht bei 0 anfingt“. Diese Sprechweise ist gerechtfertigt, da wir mittels der



142 II Konvergenz

»Indexverschiebung® N — m + N, n— m+n die ,verschobene Folge* (z;);>m
mit der (iiblichen) Folge (Zm1k)ken € X identifizieren kénnen. m

Stellt man die ersten paar Glieder der iR
komplexen Folge (z,)n>1 mit dem , Bil- A
dungsgesetz® z, := (1 —1/n)(1+4) in der
Gauflschen Ebene dar, so beobachtet man, .z
dafl die Punkte z, bei wachsendem In- o®
dex der komplexen Zahl z:=1+417 ,be- LA
liebig nahe kommen*, d.h., der Abstand 3
von z, zu z wird mit wachsenden n ,,belie- 22
big klein“. Im folgenden wollen wir diese,
von der Intuition und der geometrischen
Anschauung abgeleiteten, aber eigentlich
doch recht ungenauen Begriffe prizisieren z1
und axiomatisieren.

Zuerst halten wir fest, dafl der Begriff des Abstandes fiir dieses Unterfangen
offensichtlich von zentraler Bedeutung ist. In K kénnen wir mit Hilfe des Absolut-
betrages den Abstand zwischen zwei Punkten bestimmen. Um aber die Konvergenz
nicht nur von Zahlenfolgen, sondern auch von Folgen in einer allgemeinen Men-
ge X studieren zu kénnen, miissen wir also zuerst die Menge X mit einer Struktur
versehen, welche es erlaubt, den , Abstand“ zwischen zwei Elementen in X zu
,messen“.

Metrische Riume

Es sei X eine Menge. Eine Abbildung d: X x X — R™ heift Metrik auf X, falls
folgende Eigenschaften erfiillt sind:

(My) d(z,y) =0 <=z = .

(M) d(z,y) =d(y,x), x,y € X (Symmetrie).

(Msg) d(z,y) <d(z,z)+d(z,y), =,y,z € X (Dreiecksungleichung).

Ist d eine Metrik auf X, so heifit (X, d) metrischer Raum. Falls es aus dem Zusam-
menhang klar ist, auf welche Metrik wir uns beziehen, so werden wir einfach X
fiir (X, d) schreiben. Schlielich nennen wir d(z,y) Abstand der Punkte x und y
im metrischen Raum X.

Offensichtlich handelt es sich bei den Axiomen (M;j)-(Ms) um natiirliche
Forderungen an einen Abstand. So besagt z.B. (M), dal ,der Umweg iiber den
Punkt z nicht kiirzer ist als die direkte Verbindung von x nach y“.

In dem metrischen Raum (X, d) nennen wir fiir a € X und r > 0 die Menge

B(a,r) :==Bx(a,r):={z € X ; dla,x) <r}
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offenen Ball um ¢ mit Radius r, wahrend

B(a,r) :=Bx(a,r):={x e X ; da,z)<r}

abgeschlossener Ball um a mit Radius r heifft.! Man sagt auch, a sei der Mittel-
punkt des entsprechenden Balles.

1.2 Beispiele (a) K ist ein metrischer Raum mit der natiirlichen Metrik
KxK—R", (z,9)|z—1y|.

Falls nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt wird, werden wir auf K stets die
natiirliche Metrik verwenden.

Beweis Die Giiltigkeit von (M;)—(Ms) folgt unmittelbar aus Satz 1.11.4. m

(b) Es seien (X,d) ein metrischer Raum und Y eine nichtleere Teilmenge von X.
Dann ist dy :=d|Y x Y eine Metrik auf Y, die von d induzierte Metrik, und
(Y,dy) ist ein metrischer Raum, ein metrischer Unterraum von X. Sind keine
Mifverstindnisse zu befiirchten, so schreiben wir wieder d fiir dy .

(c) Jede nichtleere Teilmenge von C ist ein metrischer Raum mit der induzierten
natiirlichen Metrik. Die von C auf R induzierte natiirliche Metrik ist die in (a)
definierte natiirliche Metrik.

(d) Es sei X eine nichtleere Menge. Dann wird durch d(x,y) := 1 fiir z # y und
d(z,z) := 0 eine Metrik, die diskrete Metrik, auf X definiert.

(e) Esseien (Xj;,d;), 1 <j <m, metrische Rdume und X := X; x --- x X,;,. Dann
wird durch

d(w,y) == max d;(z;,y;)
fir x ;= (z1,...,2m) € X und y := (y1,...,ym) € X eine Metrik auf X definiert,
die Produktmetrik. Falls nicht ausdriicklich etwas anderes vereinbart ist, werden
wir X stets mit der Produktmetrik versehen, so da X := (X, d) ein metrischer
Raum ist, das Produkt der metrischen Rdume (X;,d;). Es gelten

Bx(a,r) = H]B%Xj(aj,r) , Bx(a,r) = I@Xj(aj,r)
j=1

—

j=1

fir a :=(a1,...,am) € X und r > 0. m

Eine wichtige Konsequenz aus den Axiomen eines metrischen Raumes ist die
umgekehrte Dreiecksungleichung (vgl. Korollar 1.11.5).

IWir weisen darauf hin, dafl im Fall X =K die beiden Definitionen mit denen von Para-
graph I.11 iibereinstimmen.
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1.3 Satz Es sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann gilt
d(.’E,y) 2 |d(m,z)—d(z,y)| ) xvyazeX .

Beweis Fiir z,y,2z € X folgt aus (Ms) die Beziehung d(z,y) > d(z, z) — d(y, 2).
Durch Vertauschen der Rollen von x und y ergibt sich hieraus

d(.’E,y) = d(y,.’t) > d(yv Z) - d((L’, Z) = _(d(SL’, Z) - d(yv Z)) 5
und damit die Behauptung. m
Eine Teilmenge U eines metrischen Raumes X heifit Umgebung von a € X,

wenn es ein r > 0 gibt mit B(a,r) C U. Die Menge aller Umgebungen des Punk-
tes a bezeichnen wir mit (a), d.h.,

U(a) :=Ux(a) :={U C X ; U ist Umgebung von a } C P(X) .

1.4 Beispiele Es seien X ein metrischer Raum und a € X.

(a) Fiir jedes & > 0 sind B(a, €) und B(a, &) Umgebungen von a, die offene und die
abgeschlossene e-Umgebung von a.

(b) Selbstverstiandlich gehort X zu $4(a). Ferner folgt aus Uy, Us € U(a), daBl auch
U1 NUsz und Uy U Us zu $4(a) gehoren. SchlieBlich ist mit U auch jede Obermenge
von U eine Umgebung von a € X.

Beweis Nach Voraussetzung gibt es r; > 0 mit B(a,r;) C U; fiir j = 1, 2. Definieren wir
r > 0 durch r := min{ry, r2}, so folgt B(a,r) C U1 N Uz C Ui U Usz. Die anderen Aussagen
sind offensichtlich. m

(c¢) Fiir X :=10,1] ist [1/2,1] eine Umgebung von 1, nicht jedoch von 1/2. m

Fiir den Rest dieses Paragraphen bezeichnen X := (X, d) einen metrischen
Raum und (z,,) eine Folge in X.
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Haufungspunkte

Wir nennen a € X Hiufungspunkt von (z,,), falls in jeder Umgebung von a un-
endlich viele Folgenglieder liegen.

Bevor wir uns einigen Beispielen zuwenden, ist es niitzlich, folgende Charak-
terisierung von Haufungspunkten festzuhalten:

1.5 Satz Es sind dquivalent:

(i) @ ist Hiufungspunkt von (z,,).

(ii) Zu jedem U € U(a) und jedem m € N gibt es ein n > m mit x, € U.
(iil) Zu jedem € > 0 und jedem m gibt es ein n > m mit =, € B(a,¢).

Beweis Dies folgt unmittelbar aus den entsprechenden Definitionen. m

1.6 Beispiele (a) Die reelle Zahlenfolge ((—1)”)n o besitzt genau zwei Héufungs-
punkte, ndmlich 1 und —1.

(b) Die komplexe Folge (i"),en hat vier Hiufungspunkte, nimlich +1 und =+i.
(c) Die konstante Folge (z,z,x,...) besitzt = als einzigen Haufungspunkt.
(d) Die Folge der natiirlichen Zahlen, (n),en, hat keine Hiufungspunkte.

(e) Es sei (x,) eine Abzihlung von Q, d.h., ¢ sei eine, nach Satz 1.9.4 existieren-
de, Bijektion von N auf Q, und z,, := ¢(n). Dann ist jede reelle Zahl a € R ein
Haufungspunkt von (z,).

Beweis Nehmen wir an, es géibe ein a € R, so daf a kein Hiufungspunkt von (z,) wére.
Wegen Satz 1.5 gébe es dann ein € > 0 und ein m € N mit

Zn & B(a,e) = (a—e,a+¢), n>m.

D.h., fast alle rationalen Zahlen ldgen auferhalb von (a — ¢,a + €). Wegen Satz 1.10.8 ist
dies nicht moglich. m

Konvergenz

Die Folge () heifit konvergent mit Grenzwert (oder Limes) a, falls jede Umge-
bung von a fast alle Folgenglieder enthilt. In diesem Fall schreiben wir?

lim z, =a oder Tp —a (n— o0).
Ist (z,,) eine konvergente Folge mit Grenzwert a, so sagen wir auch, dafl (z,,)
gegen a konvergiere (,fiir n gegen oco®). Eine Folge (), die nicht konvergiert,
heifit divergent, bzw. wir sagen, daf§ (z,,) divergiere.

2Sind keine MiBverstindnisse zu befiirchten, so schreiben wir auch: limy, z, = a, limz, = a
oder z,, — a.
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Das Wesentliche bei der Definition einer konvergenten Folge ist die Forde-
rung, daf} jede Umgebung des Grenzwertes fast alle Folgenglieder enthalte. Diese
Forderung entspricht im Fall X = K der geometrischen Anschauung, wonach der
Abstand von z,, zu a ,beliebig klein wird“. Ist a ein Hiufungspunkt von (), so
liegen in jeder Umgebung U zwar unendlich viele Folgenglieder, es kénnen aber
auch unendlich viele Glieder auflerhalb von U liegen.

Der néchste Satz ist wiederum nur eine Umformulierung der entsprechenden
Definitionen.

1.7 Satz Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) limz, = a.

(ii) Zu jedem U € $(a) gibt es ein® N := N(U) mit z,, € U fiirn > N.
(iii) Zu jedem € > 0 gibt es ein® N := N(g) mit z,, € B(a,¢) firn > N.

Wenden wir uns nun ersten sehr einfachen Beispielen zu. Um anspruchsvollere
Probleme adidquat behandeln zu konnen, miissen wir zuerst weitere Hilfsmittel
bereitstellen. Wir verweisen jedoch bereits jetzt auf Paragraph 4.

1.8 Beispiele (a) Fiir die reelle Zahlenfolge (1/n),,cnx gilt lim(1/n) = 0.

Beweis Es sei ¢ > 0. Nach Korollar 1.10.7 gibt es ein N € N* mit 1/N < e. Somit gilt
1/n <1/N <efirn > N, also 1/n € (0,¢) CB(0,¢) firn > N. m

(b) Fiir die komplexe Folge (z,) mit

n+2 . 2n
Zn = +1
n+1 n+2
gilt: lim 2z, =1+ 2¢.

Beweis Nach Korollar 1.10.7 gibt es zu gegebenem ¢ >0 ein N € N mit 1/N < ¢/8.
Dann gelten fiir n > N:

n—|—2_1_ 1 <1<£<5
n+1 T n+l TN T8 T2
und
2 _ 4 _ 4«
n+2 n+2 N 2
Dies zeigt
E —(1+2i)\2—‘”+2— ‘2+‘ 2n —2‘2<62+€2<52 n>N
" T in41 n+2 4 4 ’ -

Also ist zn, € Be((1+2i),¢) firn> N. m

3Diese Notation verwenden wir, um anzudeuten, da die Zahl N im allgemeinen von U bzw.
von € abhingt.
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(c) Die konstante Folge (a,a,a,...) konvergiert gegen a.
(d) Die reelle Zahlenfolge ((—1)")nGN ist divergent.
(

e) Es sei X das Produkt der metrischen Ridume (Xj;,d;), 1< j <m. Dann

konvergiert die Folge® (z,) = ((z7,,. .., x,’?))neN genau dann in X gegen den Punkt
a:=(al,...,a™), wenn fiir jedes j € {1,...,m} die Folge (2))nen in X, gegen

a’ € X; konvergiert.

Beweis Zu gegebenem ¢ > 0 liegen fast alle z, in Bx(a,¢) = [[]-, Bx; (a?,€), wenn fiir
jedes j =1,...,m fast alle 7, in Bx, (a’,¢) liegen (vgl. Beispiel 1.2(e)). m

Beschrinkte Mengen

Eine Teilmenge Y C X heifit d-beschriinkt oder beschrénkt in X (beziigl. der
Metrik d), falls es ein M > 0 gibt mit d(z,y) < M fiir alle z,y € Y. Dann ist

diam(Y’) := sup d(z,y) ,
z,yeyY

der Durchmesser von Y, endlich. Wir sagen, die Folge (xz,) sei beschrinkt, falls
ihr Bild { z, ; n € N} beschrénkt ist.

1.9 Beispiele (a) Fiir jedes a € X und jedes r > 0 sind B(a,r) und B(a,r) be-
schrankt in X.

(b) Jede Teilmenge einer beschrénkten Menge ist beschrénkt. Endliche Vereini-
gungen beschrinkter Mengen sind beschrankt.

(c) Eine Teilmenge Y von X ist genau dann beschrinkt in X, wenn es ein 2o € X
und ein r > 0 gibt mit Y C Bx (zo,7). Ist Y # 0, so gibt es ein xyp € Y mit dieser
Eigenschaft.

(d) Beschriinkte Intervalle sind beschrénkt.
(e) Eine Teilmenge Y von K ist genau dann beschrinkt, wenn es ein M > 0 gibt

mit [y < M fiiralley €Y. m

1.10 Satz Jede konvergente Folge ist beschriankt.

Beweis Es gelte x,, — a. Dann gibt es ein N mit x,, € B(a, 1) fiir n > N. Also
folgt aus der Dreiecksungleichung:

A Xp, ) < d(Xp,a) +d(a, zm) <2, m,n > N .

5Im folgenden werden wir oft x7 := pr; (z) fir z € X und 1 < j < m schreiben. Auch im
Fall X; =K wird es aus dem Zusammenhang stets klar sein, ob es sich um die Komponenten
eines Punktes in einem Produktraum oder um Potenzen handelt, so dafl Mif3verstindnisse beim
aufmerksamen Studium ausgeschlossen sind.
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Weiter gibt es ein M > 0 mit d(z;,z) < M fiir j,k < N. Insgesamt erhalten wir
d(@p,Tm) < M +2firmneN. m

Eindeutigkeitsaussagen

1.11 Satz  Es sei (z,) konvergent mit Grenzwert a. Dann ist a der einzige
Héufungspunkt von (z,,).

Beweis Es ist klar, daf} a ein Hiufungspunkt von (z,,) ist. Um nachzuweisen, dafl
es keinen weiteren Hiufungspunkt von (z,,) gibt, betrachten wir ein von a verschie-
denes b. Wegen (M) ist dann e := d(b,a)/2 positiv. Ferner folgt aus a = limz,,,
daB es ein N gibt mit d(a, z,) < € fiir n > N. Mit Satz 1.3 schlieflen wir nun:

d(b,xy) > |d(b,a) — d(a,zy)| > d(b,a) —d(a,z,) >2c —e=¢, n>N.

Somit liegen fast alle Folgenglieder von (x,,) auerhalb von B(b, ). Deshalb kann b
kein Hiufungspunkt von (z,,) sein. m

1.12 Bemerkung Die Umkehrung von Satz 1.11 ist falsch, d.h., es gibt divergente
Folgen mit genau einem Hiufungspunkt, wie die Folge (5,2, é,3, }L, 4,.. ) zeigt. m

Als unmittelbare Konsequenz aus Satz 1.11 erhalten wir:

1.13 Korollar Grenzwerte konvergenter Folgen sind eindeutig bestimmt.

Teilfolgen

Es sei ¢ = (x,,) eine Folge in X, und ¢ : N — N sei strikt wachsend. Dann heift
¢ 01 € XN Teilfolge von . Analog zur oben eingefiihrten Notation (,, )nen fiir die
Folge ¢ schreiben wir fiir die Teilfolge ¢ o ¥ auch (x,, )ren, wobei wir ng := (k)
gesetzt haben. Da v strikt wachsend ist, gilt ng < n; <ng < ---.

1.14 Beispiel Die Folge ((—1)”)neN besitzt z.B. die beiden konstanten Teilfolgen

((—1)2’€)kEN =(1,1,1,...) und ((—1)2*1) 1,-1,—-1,...). =

ken = (=
1.15 Satz Es sei (x,) konvergent mit Grenzwert a. Dann ist auch jede Teilfol-
ge (Tn, )ken von (x,) konvergent, und es gilt limy_, o0 Tp, = a.

Beweis Es seien (2, )ren eine Teilfolge von (z,,) und U eine Umgebung von a.
Wegen a = lim x,, gibt es ein N mit x,, € U fiir n > N. Aufgrund der Definition
einer Teilfolge gilt ny > k fiir £ € N. Also ist ngy > N fiir £ > N, und wir finden
Zn, € U fir k > N. Dies zeigt, daf} (x,, ) fiir & — oo gegen a konvergiert. m
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1.16 Beispiel Es sei m € N mit m > 2. Dann gelten

1

km—>0 (k — o00) und mk—>0 (k — 00) .

Beweis Wir setzen (k) := k™ und v2(k) := m” fiir k € N*. Dann sind die Abbil-
dungen 9; : N — N*, §=1,2, offensichtlich strikt wachsend. Somit sind (k~),enx
und (m "), oy« Teilfolgen von (1/n),cyx . Nun folgt die Behauptung aus Satz 1.15 und
Beispiel 1.8(a). m

Der néchste Satz gibt eine weitere Charakterisierung der Hiufungspunkte
einer Folge.

1.17 Satz Die Folge (x,,) besitzt genau dann a als Hiufungspunkt, wenn es eine
Teilfolge (xn, )ken von (x,) gibt, die gegen a konvergiert.

Beweis Es sei a ein Hiufungspunkt von (z,,). Wir definieren rekursiv eine Folge
natiirlicher Zahlen (ny)xren durch die Vorschrift

ng:=0, ng ::min{mGN; m > ng_1, meIBB(a,l/k;)} , ke N* .
Da a ein Hiufungspunkt von (x,,) ist, sind die Mengen
{meN; m>np_1, om €B(a,1/k)}, ke N*,

alle nicht leer. Nun schliefen wir aus dem Wohlordnungsprinzip, dafl ny fiir jedes
k € N* wohldefiniert ist. Somit ist ¢: N — N, k ~ nj wohldefiniert und strikt
wachsend. Als niichstes zeigen wir, dafl die Teilfolge (x,, )ren gegen a konvergiert.
Dazu sei € > 0. Nach Korollar 1.10.7 finden wir ein K := K(¢) € N* mit 1/k < ¢
fir £ > K. Gemaf} der Definition von ny ergibt sich

Zn, € B(a,1/k) C B(a,e) , k> K.

Deshalb gilt a = limg_.o0 Tp,, -

Gibt es, umgekehrt, eine Teilfolge (z,, )ken von (z,) mit a = limg_, o0 T, , SO
ist @ nach Satz 1.11 ein Haufungspunkt von (x,, )ken, also auch von (z,). m

Aufgaben

1 Es seien d die diskrete Metrik auf K und X := (K, d).

(a) Man gebe Bx (a,r) sowie Bx (a,r) fiir a € X und r > 0 explizit an.
(b) Man finde alle Haufungspunkte einer beliebigen Folge in X.

(¢) Fiir a € X bestimme man alle Folgen in X mit z, — a .

2 Man beweise die Aussagen von Beispiel 1.2(e).
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3 Esist zu beweisen, daf die Folge (zn)n>1 des nach den Bemerkungen 1.1 angefiihrten
motivierenden Beispiels tatsdchlich gegen 1 + ¢ konvergiert.

4 Man beweise die in den Beispielen 1.9 enthaltenen Aussagen.

5 Es sind alle Hiufungspunkte der komplexen Folgen (z,) zu bestimmen mit
(a) zn = ((1+14)/v2)";
(b) zn = (14 (=1)")(n+ Dn~ ' 4 (=1)";
(¢) zn :==(=1)"n/(n+1).
6 Fiir n € N sei
o LR =2
" k 2 ’
falls es ein k € N* gibt mit
B +k—2<2n<k +3k-2.

Man zeige, daB (an) eine wohldefinierte Folge ist, und man bestimme alle Hiufungs-
punkte von (an) (Hinweis: Man berechne die ersten Glieder der Folge explizit, um das
Bildungsgesetz zu verstehen).

7 Fiir m,n € N* sei

d(m,n) ;:{ (m +-n)/mn, m?é”j

0, m=n

Man zeige: (N*,d) ist ein metrischer Raum. Ferner beschreibe man A,, := B(n, 1+ 1/n)
fir n € N*.

8 Essei X:={z€C; |2/ <3} versehen mit der natiirlichen Metrik. Man bestimme
Bx (0,3) und Bx(2,4) und verifiziere Bx(2,4) C Bx (0, 3).

9 Zwei Metriken di und d2 auf einer Menge X heiflen dquivalent, wenn es zu jedem
x € X und jedem € > 0 positive Zahlen 71 und r2 gibt mit

Bi(x,r1) C Ba(z,e) , Ba(z,r2) CBi(z,e) .
Hierbei bezeichnet B; den Ball in (X,d;), j =1,2. Es seien nun (X,d) ein metrischer

Raum und
d(z,y)

= X .
5(z,y) 4 d(ry) z,y €

Man verifiziere, dafl d und § dquivalente Metriken auf X sind. (Hinweis: Die Funktion
t—t/(1+1t) ist wachsend.)

10 Essei X := (0,1). Man beweise:

(a) d(z,y) :=|(1/z) — (1/y)| ist eine Metrik auf X.

(b) Die natiirliche Metrik und d sind dquivalent.

(c) Es gibt keine zur natiirlichen Metrik dquivalente Metrik auf R, welche d auf X
induziert.
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11 Esseien (X;,d;), j =1,...,n, metrische Rdume, und d bezeichne die Produktmetrik
auf X := X3 x --- X X,,. Man verifiziere, da} durch

n

6($,y) :Zdj(wjvyj)? m::(xlv"'vx")er y::(y1,~~~7yn)€X,

Jj=1
auf X eine zu d dquivalente Metrik erklart ist.

12 Fiir z,w € C setze man

5z w) = |z —w|, falls z = Aw fiir ein A >0,
W= || + |w| sonst .

Man zeige, daB & auf C eine Metrik definiert, die SNCF-Metrik.®

13 Essei (zy) eine Folge in C mit Re z,, = 0 [bzw. Im z,, = 0]. Konvergiert (z,) gegen z,
so gilt Rex = 0 [bzw. Imz = 0].

6Benutzern der franzosischen Staatsbahnen (SNCF) ist zweifellos aufgefallen, da8 die schnell-
ste Verbindung zwischen zwei Stiddten (z.B. zwischen Bordeaux und Lyon) oft iiber Paris fiihrt.
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2 Das Rechnen mit Zahlenfolgen

In diesem Paragraphen beschreiben wir die wichtigsten Regeln fiir das Rechnen
mit konvergenten Zahlenfolgen. Interpretieren wir Zahlenfolgen als Vektoren im
Vektorraum s = s(K) = K, so zeigen diese Rechenregeln, daB die konvergenten
Folgen einen Untervektorraum von s bilden. Neben dieser linearen Struktur steht
uns im Fall reeller Zahlenfolgen zusétzlich die Ordnung von R zur Verfiigung.
Hieraus werden wir einen Vergleichssatz ableiten — ein wichtiges Hilfsmittel fiir
Konvergenzuntersuchungen in s(R).

Nullfolgen

Eine Folge (x,,) in K heifit Nullfolge, wenn sie gegen Null konvergiert, d.h., falls es
zu jedem € > 0 ein N € N gibt mit |z,| < € fir alle n > N. Die Gesamtheit aller
Nullfolgen in K bezeichnen wir mit ¢, also

co = co(K) := { (xn) € 85 (x,) ist konvergent mit limx,, = O} .

2.1 Bemerkungen Es seien (z,,) eine Folge in K und a € K.

(a) (zn) ist genau dann eine Nullfolge, wenn (|x,,|), die Folge der Betrige, eine
Nullfolge in R ist.

Beweis Dies ergibt sich unmittelbar aus der Definition. m

Eb) (:En)) konver%iferlt genau dann gegen a, wenn die ,,um a verschobene Folge“
T, — a) eine Nullfolge ist.

Beweis Aus Satz 1.7 wissen wir, dal (z,) genau dann gegen a konvergiert, wenn es zu
jedem € > 0 ein N gibt mit |z, — a| < € fiir n > N. Somit folgt die Behauptung aus (a). m

(c) Gibt es eine reelle Nullfolge (r;,) mit |x,| < r, fiir fast alle n € N, so ist (z,,)
eine Nullfolge.

Beweis Es sei ¢ > 0. Gemé&$ unserer Voraussetzung gibt es M, N € N mit |z, | < rp fiir
n > M und r, < ¢ fiir n > N. Folglich gilt |z,| <efirn>MVN.n

Elementare Rechenregeln

2.2 Satz  Es seien (z,,) und (y,) konvergente Folgen in K mit limz,, = a und
limy,, = b. Ferner sei o € K.

(i) Die Folge (x,, + yn) ist konvergent mit lim(x,, + y,) = a + b.

(ii) Die Folge (auxy,) ist konvergent mit lim(ax,) = aa.
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Beweis Es sei € > 0.
(i) Wegen z,, — aund y,, — bgibt es M, N € Nmit |z, — a| <e/2fiirn > M,
und |y, — b < &/2 fiir n > N. Also gilt

e €
|wn+yn—(a+b)|§|xn—a\—|—|yn—b|<2—1—2:57 n>MVN .

Dies zeigt, daB (z,, + y») gegen a + b konvergiert.

(ii) Wir koénnen uns auf den Fall o # 0 beschrinken, da die Aussage fiir
«a = 0 klar ist. Nach Voraussetzung ist () konvergent mit Grenzwert a. Also gibt
es ein N mit |z, — a| < g/|a| fir n > N. Somit folgt

=c, n>N,

€
own — ac| = |al |z, — a] < Jal
o

was die Behauptung beweist. m

2.3 Bemerkung Wir bezeichnen mit
c:=c(K):={(z,) € s; (x,) ist konvergent }

die Menge aller konvergenten Zahlenfolgen in K. Dann kann Satz 2.2 auf folgende
Weise formuliert werden:
c ist ein Untervektorraum von s, und die Abbildung
lim: c—K, (z,)rlimz,

ist linear.

Offensichtlich ist ker(lim) = ¢o. Also ist ¢o gemé#f Beispiel 1.12.3(c) ein Unter-
vektorraum von c. m

Wir wollen weitere Eigenschaften konvergenter Folgen zusammenstellen. Der
néichste Satz zeigt insbesondere, dafi konvergente Folgen gliedweise multipliziert
werden konnen.

2.4 Satz Es seien (x,,) und (y,) zwei Folgen in K.
(i) Sind (x,) eine Nullfolge und (y,) eine beschrinkte Folge, so ist (x,yy) eine
Nullfolge.

(ii) Aus limx, = a und limy, = b folgt lim(x,y,) = ab.

Beweis (i) Da (y,) beschrinkt ist, zeigt Beispiel 1.9(e), daf es ein M > 0 gibt
mit |y,| < M fiir alle n € N. Da (z,,) eine Nullfolge ist, gibt es zu jedem £ > 0 ein
N € N mit |z,| < /M fiir n > N. Nun folgt

€

MMZ&, n>N.

‘xnyn‘ = |z ‘yn| <

Also ist (z,yn) eine Nullfolge.
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(ii) Wegen z,, — a ist (x, — a) eine Nullfolge, und wegen y, — b ist (y,) nach
Satz 1.10 beschréinkt. Aufgrund von (i) ist ((zn — a)yn)neN deshalb eine Nullfolge.
Da auch (a(yn — b))neN eine Nullfolge ist, schlielen wir nach Satz 2.2, dafl

Tpyn — ab = (zy, — a)yn + a(yn —b) =0 (n — o0)
gilt. Also ist die Folge (x,y,) konvergent und besitzt ab als Grenzwert. m

2.5 Bemerkungen (a) Auf die Voraussetzung der Beschrianktheit der Folge (y,,)
kann in Teil (i) von Satz 2.4 nicht verzichtet werden.

Beweis Es seien z,, := 1/n und y, := n? fiir n € N*. Dann ist (z,,) eine Nullfolge, aber
die Folge (znyn) = (n)nen ist divergent. m

(b) Aus Beispiel 1.12.11(a) wissen wir, da s = s(K) = K" eine Algebra (iiber K)
ist. Der zweite Teil von Satz 2.4 hat deshalb und wegen Bemerkung 2.3 die dqui-
valente Formulierung:

c ist eine Unteralgebra von s und die Abbildung

lim: ¢ — K ist ein Algebrenhomomorphismus .

Schliefllich folgt aus Satz 1.10 und dem ersten Teil von Satz 2.4, daB ¢( ein eigent-
liches Ideal in c ist. m

Der néchste Satz zeigt, zusammen mit Bemerkung 2.5(b), daf bei Zahlenfol-
gen, deren Glieder als Quotienten dargestellt sind, Grenzwerte dadurch berechnet
werden konnen, dafl man die Zahler- und Nennergrenzwerte getrennt berechnet
und anschliefend den Quotienten bildet, falls letzterer definiert ist.

2.6 Satz FEs sei (z,,) eine konvergente Folge in K mit Grenzwert a € K*. Dann
sind fast alle Glieder von (x,) von Null verschieden, und 1/z, — 1/a (n — o0).

Beweis Wegen a # 0 ist |a] > 0, und wir finden ein N € N mit |z, — a| < |a|/2
fiir n > N. Somit gilt nach der umgekehrten Dreiecksungleichung

lal

. n=N,

la] = |zn| < [2n —af <
d.h., |zn| > |a|/2 > 0 fir fast alle n. Dies beweist die erste Aussage. Ferner folgt
aus |x,| > |a|/2 auch
‘ 1 1 ’ |z, — al 2

— = < — >N . 2.1
v " al " faallal = jap P02 >y
Geméf Voraussetzung ist (|z, — a|) eine Nullfolge. Also ist nach Satz 2.2 auch
(2|zn, — al/|al?) eine Nullfolge. Nun folgt die Behauptung aus (2.1) und den Be-

merkungen 2.1(b) und (c). m
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Vergleichssitze

Unsere néchsten Betrachtungen sind reellen Zahlenfolgen gewidmet. Dabei wollen
wir insbesondere untersuchen, inwieweit die Grenzwertbildung bei konvergenten
Folgen mit der Ordnungsstruktur von R vertréglich ist. Als einfaches, aber sehr
niitzliches Hilfsmittel zur Bestimmung von Grenzwerten werden wir in diesem
Zusammenhang den Vergleichssatz 2.9 beweisen.

2.7 Satz Es seien (z,,), (yn) konvergente Folgen in R. Ferner gelte x,, <y, fiir
unendlich viele n € N. Dann folgt:
limz, <limy, .

Beweis Wir setzen a :=limz, und b :=limy, und nehmen an, es gelte a > b.
Dann ist € := a — b positiv und wir finden, geméfl Voraussetzung, ein n € N mit

a—c/d <z, <y,<b+e/d,
also € = a — b < £/2, was nicht moglich ist. m
2.8 Bemerkung Satz 2.7 ist fiir ,echte Ungleichheitszeichen® nicht richtig, d.h.,
aus o, <y, folgt nicht lim x,, < limy,.
Beweis Es seien z,, := —1/n und y, := 1/n fiir n € N*. Dann gilt zwar z,, < y, fiir alle

n € N*, aber limz, = limy, = 0. m

2.9 Satz Es seien (), (yn) und (z,) reelle Zahlenfolgen mit x,, < y, < z, fiir fast
allen € N, und es gelte lim x,, = lim z,, =: a. Dann konvergiert auch (y,) gegen a.

Beweis Es sei € > 0. Dann gibt es mq, ms mit
T, >a—€, n>m und Zn<a+e, m>msy.

AuBlerdem gibt es ein mg, so dafl x, < y, < z, fiir alle n > mg richtig ist. Setzen
wir N := max{mg, m1, ma}, so gilt

a—e<zp <y, <zp<a+te, n>N.

Also liegen fast alle Glieder von (y,,) in der e-Umgebung B(a, ) von a. m

Folgen komplexer Zahlen

Es sei (z,,) eine konvergente Folge in R mit lim x,, = a. Dann gilt lim |z,,| = |a|. In
der Tat: Ist (x,,) eine Nullfolge, so ist nichts zu beweisen. Gilt a > 0, so sind fast alle
Glieder von (z,,) positiv (vgl. Aufgabe 3). Also folgt lim |z, | = limz,, = a = |al.
Ist schlielich a < 0, so sind fast alle Folgenglieder von (z,,) negativ, und wir finden

lim |z, | = lim(—2,) = —lima, = —a = |a .
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Der néchste Satz zeigt, dafl dieser Sachverhalt auch fiir komplexe Zahlenfol-
gen richtig ist.

2.10 Satz Es sei (z,,) eine konvergente Folge in K mit lim x,, = a. Dann konvergiert
auch (|z,|), und es gilt lim |z, | = |al.

Beweis Es sei € > 0. Dann gibt es ein N mit |z, —a| < ¢ fiir n > N. Somit gilt
aufgrund der umgekehrten Dreiecksungleichung:

|lzn| = lal| < |zn —al <&, n>N.
Dies bedeutet: |z,| € Br(|a|,€) fiir n > N. Also konvergiert (|,|) gegen |a|. m

Konvergente Folgen in C kénnen auf natiirliche Weise durch die Konvergenz
der zugehorigen Real- und Imaginérteilfolgen charakterisiert werden.
2.11 Satz Fiir eine Folge (z,,) in C sind die beiden folgenden Aussagen édquivalent:
(i) (xy,) ist konvergent.
(ii) (Re(zy)) und (Im(z,)) sind konvergent.
In diesem Fall gilt

lim,, = limRe(z,) + ¢ limIm(zy,) .
Beweis ,,(i)=(ii)“ Es sei (z,,) konvergent mit x = lima,,. Dann ist (|z, — x|)
nach den Bemerkungen 2.1 eine Nullfolge. Andererseits gilt wegen Satz 1.11.4
|Re(xr) — Re(x)| < |zp — x| .
Somit ist nach Bemerkung 2.1(c) auch (Re(z,) — Re(z)) eine Nullfolge, d.h.,

(Re(w,,)) konvergiert gegen Re(). Analog schlieBen wir, daff (Im(z,)) gegen Im(x)
konvergiert.

,(il)=>(i)“ Es seien (Re(z,)) und (Im(zy,)) konvergent mit a := lim Re(zy,)
und b := lim Im(z,,). Setzen wir z := a + b, so gilt

l2n — 2| = /| Re(zn) — al? + | Im(zy,) — b|2 < |Re(zy) — a| + |Im(zy,) — b] .
Aus dieser Abschiitzung folgt nun leicht, dal (z,) in C gegen x konvergiert. m

Wir wollen zum Schlufl dieses Paragraphen die oben gewonnenen Sitze an
Beispielen illustrieren.
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2.12 Beispiele (a) lim, oo T} =1

Beweis Wir schreiben (n+1)/(n + 2) in der Form (1+1/n)/(1 +2/n). Wegen
lim(1+1/n) =lim(14+2/n) =1
(warum?) folgt die Behauptung aus den Sétzen 2.4 und 2.6. m

(b) Timp oo (o, 22 +17 270 ) = 2i.
Beweis Es sei

3n . 2n?
@n+1)2 T2y
Fir den Realteil von z, konnen wir dann schreiben

3n 3/n

(n+1)2  (2+1/n)2 "
Nun ist lim(2 4+ 1/n) = 2. Also folgt aus Satz 2.4, daB8 lim(2 + 1/n)? = 4 gilt. Da ande-
rerseits (3/n) eine Nullfolge ist, finden wir aufgrund der Sétze 2.4 und 2.6:
3n
(2n +1)2

Die Folge der Imaginérteile von x,, erfiillt wegen Beispiel 1.8(a) und Satz 2.6 die Relation

Iy = neN.

Re(zn) = —0 (n—o0).

2n? 2 2 (n— o0)
= — — .
n?2+1 141/n?

Jetzt folgt die Behauptung aus Satz 2.11. m
(c) (i"/(1+1in)) ist eine Nullfolge in C.

Beweis Wiederum schreiben wir zuerst:

" 1 "
= N* .
1+in ni+1/n’ ne

Gemif Satz 2.4 geniigt es somit zu zeigen, dafl die Folge (z"/(z + 1/11))nENX beschrinkt
ist. Dazu bemerken wir zuerst, daf3 gilt:

1 1
‘H-‘:¢LF221, neN*.
n n
Dann konnen wir abschitzen:
‘ i ‘ |i"| 1

_ _ NX
i+1/n neNT,

- - <1,
|t +1/n] |t +1/n| —

was die Beschrénktheit zeigt. m

Aufgaben

1 Man untersuche die Konvergenz der Folgen (x,) in R und bestimme gegebenenfalls
die Grenzwerte fiir

(a) Tn == Vn+1—4/n.
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() @n == (=1)"V/n(vn+1—/n).

14+2+3+-+n n
(¢) zpn :=

n+2 2’
(2-1/vn)"? = (1+1/n*)"
1—-1/n2 —1/y/n '
(e) =, := (100 4 1/n)>.
2 Man beweise mittels der binomischen Entwicklung von (14 1)", daf (n®/2") eine
Nullfolge ist.

(d) zn =

3 Es sei (zn) eine konvergente reelle Folge mit positivem Grenzwert. Man verifiziere,
daf fast alle Folgenglieder von (z,) positiv sind.

4 Es sei (z;) eine konvergente Folge in K mit Grenzwert a. Man beweise:
1 n
li i=a.
i, 2% =
j=

5 Fir m € N* seien
s(K™) := Abb(N,K™) = (K™)"
und
c(K™) :={ (zn) € s(K™) ; (zn) ist konvergent } .
Man zeige:
(a) ¢(K™) ist ein Untervektorraum von s(K™).

(b) Die Abbildung

lim: ¢(K™) = K™, (zn)+— lim (z,)

ist definiert und linear.
(¢) Fiir (\n) € ¢(K) und (z,) € ¢(K™) mit A\, — o und z, — a gilt Apzn — aa in K™
(Hinweis: Beispiel 1.8(¢)).

6 Essei (z) eine konvergente Folge in K mit Grenzwert a. Ferner seien p, ¢ € K[X] mit
g(a) # 0. Man beweise: Fiir die rationale Funktion r := p/q gilt:

r(xn) — r(a) (n— o0) .

Insbesondere gilt fiir jedes Polynom p, da die Folge (p(z)),,  fiir n — oo gegen p(a)
konvergiert.

7 Es sei (zn) eine konvergente Folge in (0, co) mit Grenzwert = € (0,00). Man beweise
fiir jedes r € Q die Beziehung

(zn)" — 2" (n— 00).

(Hinweis: Fiir 7 = 1/q seien y, := (,)" und y := z". Dann folgt die Relation

aus Aufgabe 1.8.1.)
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8 Es sei (zn,) eine Folge in (0, c0). Man zeige, da88 (1/z,) genau dann eine Nullfolge ist,
wenn es zu jedem K > 0 ein N gibt mit z, > K fiir n > N.
9 Es seien (ay) eine Folge in (0, 00) und

n

Ty = Z(ak-i-l/ak) , neN.
k=0

Dann ist (1/z,) eine Nullfolge. (Hinweis: Fiir a > 0 gilt a + 1/a > 2 (vgl. Aufgabe 1.8.10).
Ferner beachte man Aufgabe 8.)
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3 Normierte Vektorriume

Wir wollen in diesem Paragraphen das Problem der Abstandsmessung noch ein-
mal aufnehmen und diese Fragestellung in Vektorriumen studieren. Es ist nahe-
liegend, in Vektorrdumen Metriken zu verwenden, welche der linearen Struktur
angepaft sind. Lassen wir uns von einfachen

geometrischen Uberlegungen leiten und be- Y

zeichnen wir mit ||z|| die Linge eines Vek-
tors z in R?, so fithrt die Addition, z + v,
zweier Vektoren x und y zur Dreiecksunglei-
chung |l +y]| < [lz] + 1yl vty

8

Weiter kénnen wir fiir 2 € R? und a > 0 die Multiplikation az als Streckung
oder Stauchung des Vektors z um den Faktor « betrachten. Ist o < 0, so wird
der Vektor x um den Faktor —a gestreckt oder gestaucht und zusétzlich seine
Richtung umgekehrt.

5x/2 T 0 —2x

- >

A

Fiir die Lénge des Vektors oz gilt dann offenbar ||ax| = a||z| falls & > 0, und
loz|| = —a||z|| falls a < 0, also insgesamt ||ax|| = |af ||z|].

SchlieBlich ist die Liinge jedes Vektors in R? nichtnegativ, d.h., ||z| > 0 fiir
x € R?, und der einzige Vektor der Linge 0 ist der Nullvektor.

Normen

Bei den oben angestellten Betrachtungen haben wir nur die lineare Struktur von R?
verwendet und diese elementargeometrisch interpretiert. Somit lassen sich diese
Uberlegungen ohne weiteres auf beliebige Vektorriume iibertragen. Dies fithrt uns
zum Begriff der Norm bzw. des normierten Vektorraumes.

Es sei E ein Vektorraum iiber K. Eine Abbildung ||-||: E — R™ heifit Norm,
falls folgende Eigenschaften erfiillt sind:

(Ny) |lz]| =0 <=z =0.
(N2) |[Az]| = |Al|lz]], =€ E, A €K (positive Homogenitét).
(N3) |lz+yll < |l=ll + llyll, z,y € E (Dreiecksungleichung).

Das Paar (E,|-]|), bestehend aus dem Vektorraum F und der Norm ||-||, heifit
normierter Vektorraum.' Ist aus dem Zusammenhang unmifiverstindlich klar, mit
welcher Norm E versehen ist, so bezeichnen wir (E, ||-||) einfach wieder mit E.

IFalls nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt wird, verstehen wir von nun an unter einem
Vektorraum stets einen K-Vektorraum.
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3.1 Bemerkungen Essei E := (E,||-||) ein normierter Vektorraum.

(a) Durch
d:ExE—R", (z,9)~ |z—y|

wird auf E eine Metrik, die von der Norm induzierte Metrik, definiert. Jeder
normierte Vektorraum ist also ein metrischer Raum.

(b) Es gilt die umgekehrte Dreiecksungleichung:
lz =yl > [llzll = Iyl ,  zyeE.

Beweis Fiir die von der Norm ||-|| induzierte Metrik gilt nach Satz 1.3 die umgekehrte
Dreiecksungleichung. Also folgt

o = yll = d(z,y) > |d(z,0) — d(0,y)| = [l|=]| - [lyll] -
firz,yc E. m

(c) Aufgrund von (a) gelten alle Aussagen, die in Paragraph 1 fiir metrische Rdume
gemacht wurden, auch fiir F. Insbesondere sind also die Begriffe ,,Umgebung®,
,Haufungspunkt* und ,, Konvergenz* in E wohldefiniert.

Zur Illustration wollen wir die Definition der Konvergenz einer Folge in E
mit Grenzwert x explizit formulieren:

Ty =2 ME<Ve>03INeN: |z, —2|| <eVn>N.

Ferner ergibt eine genaue Uberpriifung der Beweise von Paragraph 2, daf alle Aus-
sagen, bei denen nicht von der Korperstruktur von K oder der Ordnungsstruktur
von R Gebrauch gemacht wurde, ohne weiteres auf Folgen in E iibertragen werden
konnen.

Insbesondere gelten die Bemerkungen 2.1 und die Sétze 2.2 und 2.10 in jedem
normierten Vektorraum. m

Bille
Fiir a € E und r > 0 bezeichnen wir mit
Be(a,r) :=B(a,r):={z € E; |lr—al <r}
den offenen und mit
Br(a,r) :=B(a,r) :={z € E; ||lxr—a| <r}

den abgeschlossenen Ball um a mit Radius . Man beachte, daf3 die offenen bzw.
abgeschlossenen Biille beziigl. (E, ||-]|) mit den entsprechenden offenen bzw. ab-
geschlossenen Billen beziigl. (E, d) iibereinstimmen, falls d die von ||-|| induzierte
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Metrik ist. Weiter schreiben wir
B:=B(0,1)={2€E; |z <1} bzw. B:=B(0,1)={ze€E; |z|| <1}

fiir den offenen bzw. den geschlossenen Einheitsball in F. Geméf3 den fiir beliebige
Verkniipfungen (vgl. (I.4.1)) vereinbarten Notationen gelten die Relationen

rB=B0,r), rB=B(0,r), a+rB=B(a,r), a+rB=B(ar).

Beschrinkte Mengen

Eine Teilmenge X von E heifit beschriinkt in F (oder normbeschrénkt), wenn sie
in dem von der Norm induzierten metrischen Raum beschréankt ist.

3.2 Bemerkungen Essei E := (E,||-||) ein normierter Vektorraum.

(a) X C F ist genau dann beschrinkt, wenn es ein r > 0 gibt mit X C rB. Letz-
teres ist genau dann der Fall, wenn ||z|| < r fir jedes € X gilt.

(b) Sind X und Y nicht leer und beschrénkt in E, so gilt dies auch fir X UY,
X +Y,und AX mit A € K.

(c) Beispiel 1.2(d) zeigt, daB es auf jedem von 0 verschiedenen Vektorraum V eine
Metrik gibt, beziiglich derer V' beschrinkt ist. Hingegen folgt aus (N3), dafl es
auf V' keine Norm geben kann, beziiglich derer V' normbeschrénkt ist. m

Beispiele

Nach diesen Uberlegungen wollen wir die Beispiele der Vektorriume aus Para-
graph [.12 wieder aufgreifen und einige dieser Réume mit geeigneten Normen
ausstatten.

3.3 Beispiele (a) Offenbar ist der Betrag |-| eine Norm, die Betragsnorm, auf
dem Vektorraum K.

Vereinbarung Wird nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt, so ist K stets
mit der Betragsnorm versehen, d.h. K := (K, |-|), wenn K als normierter Vek-
torraum angesehen wird.

(b) Es sei F ein Untervektorraum eines normierten Vektorraumes E := (E, ||-||).
Dann definiert die Restriktion |||z := ||-||| F von [|-|| auf F eine Norm auf F. Also
ist F':= (F,||-||r) ein normierter Vektorraum mit dieser induzierten Norm. Sind
keine Miflverstindnisse zu befiirchten, so verwenden wir fiir die auf F' induzierte
Norm ebenfalls das Symbol ||-||.
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(c) Es seien (Ej, ||-|l;), 1 <j < m, normierte Rdume tiber K. Dann wird durch
|]| 0o == nax ll;ll; x=(x1,...,&m) EE:=FE1 X+ X Ep,, (3.1)

eine Norm auf dem Produktvektorraum E definiert, die Produktnorm. Die von
dieser Norm induzierte Metrik stimmt mit der Produktmetrik aus Beispiel 1.2(e)
tiberein, wenn d; die von ||-||; auf E; induzierte Metrik bezeichnet.

Beweis Es ist klar, dafi (N1) erfiillt ist. AuBlerdem ergibt sich aus der positiven Homo-
genitdt der [|-||; fir A € Kund z € E:

Nl = max Ayl = mas sl = 1N mass el = M el
also (N2). SchlieBlich folgt aus = +y = (1 +y1,...,Zm + Ym) und der Dreiecksunglei-
chung fiir die Normen ||-||;

o+ ylloe = max oy +usll; < mavx (laslly + s ls) < llalle + oll

fiir z,y € E, somit (N3). Folglich wird durch (3.1) tatséichlich eine Norm auf dem Pro-
duktvektorraum E definiert. Die letzte Behauptung ist klar. m

(d) Fiir m € N* ist K™ ein normierter Vektorraum mit der Maximumsnorm

|Z]oo 1= nax ;] , = (T1,...,Tm) EK™.

Im Fall m = 1 ist (K', | |o0) = (K, |-|) =

Beweis Dies ist ein Spezialfall von (c). m

Riume beschrinkter Abbildungen

Es seien X eine nichtleere Menge und (E, ||-||) ein normierter Vektorraum. Eine
Abbildung v € EX heifit beschrinkt, wenn das Bild von u in E beschriinkt ist.
Fiir u € EX setzen wir

[ulloc = [[uflo,x := sup [Ju(z)]| € RT U {oo} . (3.2)
zeX

3.4 Bemerkungen (a) Fiir u € EX sind die folgenden Aussagen idquivalent:
(i) w ist beschrinkt;

(ii) w(X) ist beschrénkt in E;

(iii) 3r>0: |lu(z)|| <r, z € X;
(iv) [[uflos < oo

(b) Offensichtlich ist id € K* nicht beschrinkt, d.h., es gilt [|id|s = co. m

v
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Das Beispiel der letzten Bemerkung zeigt, daf || || auf dem Vektorraum EX
keine Norm definiert, wenn E nicht trivial ist. Wir setzen deshalb

B(X,E) := {u e BEX ; uist beschréinkt} ,

und nennen B(X, E) Raum der beschrinkten Abbildungen von X in E.

3.5 Satz B(X,E) ist ein Untervektorraum von EX und |||« ist eine Norm
auf B(X, E), die Supremumsnorm.

Beweis Die erste Aussage folgt aus Bemerkung 3.2(b). Zum Nachweis der Giiltig-
keit der Normaxiome fiir ||-|| o halten wir zuerst fest, dafl wegen Bemerkung 3.4(a)
die Abbildung ||« : B(X, E) — R wohldefiniert ist. Um Axiom (Ny) fiir |||
zu verifizieren, schlieffen wir wie folgt:

uls =0 <= (Ju()]| =0, 2 € X) <> (u(z) =0, v € X) <= (u=0in BEX) .

Dabei haben wir natiirlich verwendet, da8 ||-|| eine Norm auf E ist. Weiter gilt fiir
u € B(X,F)und a € K:

laulloo = sup{ [lau(z)|| s € X } =sup{|a| Ju(z)]| ; 2 € X } = o] Jul, -

Somit erfiillt ||-||o auch (Nz).
Schliefllich gelten fiir u,v € B(X, E) und « € X die beiden Abschéiitzungen
lu(x)]] < JJulloo und ||Jv(x)]| < ||v]|oo- Deshalb finden wir:
[u+ vl = sup{ lu(z) +v(@)|| ; z € X }
< sup{ [lu(@)[| + lv(@)] 5 = € X } < lullo + V]l -

Also erfiillt ||||co auch das Axiom (N3). m

Vereinbarung B(X, E) wird stets mit der Supremumsnorm || || versehen, d.h.

B(X,E) = (B(X,E), |-|) - (3.3)

3.6 Bemerkungen (a) Ist X :=N, so ist B(X, F) der normierte Vektorraum
der beschrinkten Folgen in E. Im Spezialfall E := K bezeichnet man B(N,K)
mit £, d.h.,

loo = l(K) := B(N,K)
ist der normierte Vektorraum der beschrénkten Zahlenfolgen, versehen mit der
Supremumsnorm

[(Tn)llco = sup |@n|, (Tn) € loo -
neN

(b) Da nach Satz 1.10 jede konvergente Folge beschrinkt ist, folgt aus Bemer-
kung 2.3, dal ¢y und ¢ Untervektorrdume von £, sind. Also gilt: ¢y und ¢ sind
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normierte Vektorrdume beziiglich der Supremumsnorm, und ¢y C ¢ C {, als Vek-
torrdume.

(c) Ist X ={1,...,m} fiir ein m € N*| so gilt
B(X,E) = (E™, |-llos) ,

wobel ||+]|eo die Produktnorm von Beispiel 3.3(c) ist (und offensichtliche Identifi-
kationen verwendet wurden). Also sind die Notationen konsistent. m

Innenproduktriume

Wir betrachten nun den normierten Vektorraum E := (R?, |-|). Gemif unseren
oben eingefithrten Bezeichnungen ist der Einheitsball von E die Menge

Br ={zcR?; |x|oo§1}:{(x1,x2)eR2; —1<z,m3<1}.

Also ist Bg, geometrisch gesehen, ein Quadrat in der Ebene mit Seitenldnge 2

und Mittelpunkt 0. In jedem normierten Vektorraum (F,||-||) bezeichnet man
die Menge {z € F'; ||z|]| =1}, d.h. den ,Rand* des

Einheitsballes, als Einheitssphire in (F)|-]|). Fiir R
unseren Raum FE wird sie durch die Randlinie des A
Quadrates der nebenstehenden Abbildung beschrie- 1

ben, also durch alle Punkte der Ebene, die vom
Nullpunkt den Abstand 1 besitzen. Dieser Abstand
wird natiirlich in der von |- | induzierten Metrik ge-
messen! Die geometrischen Erscheinungsformen die-
ses ,,Balles* und dieser ,,Sphéire“ laufen sicherlich
unseren elementargeometrischen Vorstellungen von -1
Biillen und Sphéren (d.h. Kreisen im ebenen Fall)

zuwider. Es ist uns von der Schule her geldufig, dafl

wir ,runde® Kreise bekommen, wenn wir vom Ursprung aus alle Vektoren einer
konstanten Lénge auftragen, falls wir die Lénge wie iiblich nach dem Satz des
Pythagoras als die Wurzel aus der Quadratsumme der Komponentenléingen be-
stimmen (vgl. auch Paragraph I.11 fiir B¢). Diese ,,Lingenmessung® wollen wir
nun auch auf K™ iibertragen, und diesen Vektorraum mit einer aus historischen
und praktischen Griinden duflerst wichtigen Norm versehen. Dazu benétigen wir
einige Vorbereitungen.

v
~

Es sei F ein Vektorraum iiber dem Koérper K. Eine Abbildung
C([):ExE—-K, (z,9) (z]y) (3.4)

heifit Skalarprodukt oder inneres Produkt auf F, falls sie die folgenden Eigen-
schaften besitzt:?

2Tst K = R, so setzen wir o := o und Re o := « fiir € R in Ubereinstimmung mit Satz .11.3.
In diesem Fall kénnen also das ,, Konjugiertkomplexzeichen* und das Symbol Re ignoriert werden.



166 II Konvergenz

(SP1) (z]y) = (y[2), z,y € E.

(SP2) (Ax+ pylz) = Mx|z) + p(y|2), z,y,z€ E, A,pek

(SP3) (z|x) >0, z € E, und (z]|z) =0<= 2z =0.

Ein Vektorraum F, versehen mit einem Skalarprodukt (-|-), heifit Innenprodukt-

raum und wird mit (E, (-|-)) bezeichnet. Ist aus dem Zusammenhang klar, von
welchem Skalarprodukt die Rede ist, so schreiben wir oft einfach E fiir (E, (-|-)).

3.7 Bemerkungen (a) Im reellen Fall K = R lautet (SP;):

(z|y) = (y|z), =zyekE.

Mit anderen Worten: Die Abbildung (3.4) ist symmetrisch, wenn E ein reeller
Vektorraum ist. Im Fall K = C driickt man (SP;) dadurch aus, dafi man sagt, die
Abbildung (3.4) sei hermitesch.

(b) Aus (SP;) und (SP2) folgt
(x| Ay + pz) = Mz ly) + p(z|2) , r,y,z€ B, ANpek, (3.5)

d.h., fiir jedes feste z € E ist die Abbildung (z]|-) : E — K konjugiert linear. Da
(SP1) bedeutet, daf (-|z): E — K fiir jedes feste x € E linear ist, sagt man,
(3.4) sei eine Sesquilinearform. Im reellen Fall K = R bedeutet (3.5) einfach, dafl
(z|-): E — R linear ist fiir € E. In diesem Fall sagt man, (3.4) sei eine Biline-
arform auf F.

Schliefllich driickt man (SP3) dadurch aus, dafi man sagt, die Form (3.4)
sel positiv (definit). Mit diesen Bezeichnungen kénnen wir sagen: Ein Skalarpro-
dukt ist eine positive hermitesche Sesquilinearform auf E, falls E ein komplexer
Vektorraum ist; bzw. eine positive symmetrische Bilinearform, falls E ein reeller
Vektorraum ist.

(¢) Fiir 7,y € E gilt:? (z £ y|z £ y) = (z|z) £ 2Re(z|y) + (y]y).
(d) (z|0)=0firz € E. m

Fir m € N und z = (21,...,2,) und y = (y1,...,¥m) in K™ setzen wir

m
(@ly) =D ;-
j=1

Es ist nicht schwierig nachzupriifen, da§ hierdurch ein Skalarprodukt auf K™ de-
finiert wird, das euklidische innere Produkt auf K™.

3Es handelt sich hier um zwei Aussagen. Die erste (bzw. zweite) erhilt man, wenn man
iiberall das Vorzeichen + (bzw. —) einsetzt. Diese Konvention wollen wir im weiteren immer
verwenden: Treten in Formeln die Zeichen 4+ und F auf, so ist entweder iiberall das obere oder
tiberall das untere Vorzeichen zu lesen.
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Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

Nach diesen Vorbereitungen beweisen wir die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung,
ein wichtiges Resultat, welches in jedem Innenproduktraum giiltig ist.

3.8 Theorem (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung) Es sei (E, (-|-)) ein Innenpro-
duktraum. Dann gilt

(@]y)]* < (@]2)(yly), zyeE, (3.6)

und in (3.6) steht genau dann das Gleichheitszeichen, wenn x und y linear abhén-
gig sind.

Beweis (a) Fiir y = 0 folgt die Behauptung aus Bemerkung 3.7(d). Es sei also
y # 0. Fir o € K gilt dann:

0 < (z—aylz —ay) = (z|r) - 2Re(z|ay) + (ay|ay)
= (z|2) —2Re(a(z]y)) + ol (y]y) -
Wiéhlen wir speziell a := (x|y)/(y]|y), so folgt
(z]y) |(@]y)[” |(z]y)[?
(yly) (vy)? (wly)
also (3.6). Gilt = # ay, so lesen wir aus (3.7) ab, daf} in (3.6) ein echtes Ungleich-
heitszeichen steht.

(3.7)

0< (e]x) —2Re( > M (xly)) + (v]v) = (x]x) -

)

(b) Schliefllich seien 2 und y linear abhingige Vektoren in E. Dann gibt
es (a, ) € Kz\{(0,0)} mit ax + By = 0. Ist a # 0, so folgt x = —(8/a)y, und
wir finden

@l = 2 1wP = (<2u] = Py) wiv) = @lowi)

Ist andererseits 8 # 0, so gilt y = —(«/f)x, und eine analoge Rechnung ergibt
wieder |(z[y)> = (z|z)(y|y). w

3.9 Korollar (Klassische Cauchy-Schwarzsche Ungleichung) Es seien &1, ...,&n
und 11, ...,n, Elemente von K. Dann gilt

m 2 m m
> am| < (X16”) (3 k) (3.8)
j=1 j=1 j=1
und Gleichheit tritt genau dann ein, wenn es «, 8 € K gibt mit («, 5) # (0,0) und
Oégj —‘rﬂ?’]j =0, 5=1,...,m.

Beweis Dies folgt durch Anwenden von Theorem 3.8 auf K™, versehen mit dem
euklidischen inneren Produkt. m
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Es sei (E, (-]-)) ein beliebiger Innenproduktraum. Dann folgt aus (z|z) > 0,
daB ||| := \/(z|x) > 0 fiir alle 2 € E wohldefiniert ist. Ferner gilt:

|z]| =0 <= ||z]? =0 <= (z|z) =0<=2=0.

Somit erfiillt ||-]] das Normaxiom (Np). Auch der Nachweis von (Ng) fiir ||-|| ist
nicht schwierig. Fiir o € K und = € E gilt ndmlich

laz]| = v/(ax|az) = \/IOZI = |l |lz]| .
Der niichste Satz zeigt, daf8 die Abbildung ||-||: E — RT auf E in der Tat eine
Norm definiert. Beim Beweis der Dreiecksungleichung fiir ||-|| werden wir dabei

auf die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung zuriickgreifen.

3.10 Theorem Es seien (E, (-|-)) ein Innenproduktraum und
|z] =/ (z]z), z€E.
Dann ist ||-|| eine Norm auf E, die vom Skalarprodukt (-|-) induzierte Norm.

Beweis Nach den obigen Betrachtungen geniigt es, die Dreiecksungleichung fiir ||-||
nachzuweisen. Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung ergibt

(@y)| <V (|2)yly) = Vil 1y = [l ly] -
Deshalb folgt:

lz+yl* = (x+ylz+y) = (x|z) + 2Re(z[y) + (y]y)
< lz|? 4+ 2@ |y)| + llyl* < ) + 21| |yl + lly]?

= (I + lly1)?
d.h., wir haben ||z + y|| < [|z[| + [ly[| gezeigt. m

Aufgrund von Theorem 3.10 treffen wir folgende

Vereinbarung Jeder Innenproduktraum (E, (-|-)) wird stets als normierter
Vektorraum mit der von (-|-) induzierten Norm aufgefafit.

Eine von einem Skalarprodukt induzierte Norm nennt man auch Hilbertnorm.

Zusammenfassend erhalten wir aus den Theoremen 3.8 und 3.10:

3.11 Korollar Jeder Innenproduktraum ist ein normierter Vektorraum, und es
gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

@yl <l=llllyl ,  xyeE.
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Euklidische Riume

Ein besonders wichtiges Beispiel stellt das euklidische innere Produkt auf K™ dar.
Da wir sehr oft mit dieser Struktur arbeiten werden, ist es bequem, die folgende
Absprache zu treffen:

Vereinbarung Wird nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt, so versehen wir
K™ mit dem euklidischen inneren Produkt (-|-) und der induzierten Norm*

2| = \/(z|z) = \/z] w2, z= (o, 2m) €K™
der euklidischen Norm. Im reellen Fall schreiben wir auch z « y fiir (x|y).

Wir haben also bis jetzt auf dem Vektorraum K™ zwei Normen, ndmlich die
Maximumnorm

ol = max fay = (@1 am) €K

und die euklidische Norm |-|, eingefiithrt. Wir wollen nun durch
m

|z]1 ::Z|xj\, x=(21,...,2m) €K™,
j=1

eine weitere Norm erkldren. Dafl es sich dabei wirklich um eine Norm handelt,
ist nicht schwierig nachzupriifen und bleibt dem Leser als Ubungsaufgabe iiber-
lassen. Der niichste Satz zeigt, als weitere Anwendung der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung, wie die euklidische Norm mit den Normen |-|; und |-|o verglichen
werden kann.

3.12 Satz Es sei m € N*. Dann gelten die Abschétzungen

ol < J2l < Vmlzlo ., el <lol<|ah, weKR™.

1
vm
Beweis Aus der offensichtlichen Beziehung |v3|? < Z;"Zl lz;? fir k=1,...,m
folgt sofort |z|ee < |z|. Weiter gelten trivialerweise die Ungleichungen

2 2
> | S(E \wj\) und E ;1 < m max fa;* = m( max |z;])

=1 j=1 j=1

4Diese Notation ist im Fall m = 1 konsistent mit der Bezeichnung |-| fiir den Absolutbetrag
in K wegen (z|y) = zy fiir 2,y € K! = K. Sie ist nicht konsistent mit der Bezeichnung |a| fiir
die Lange eines Multiindexes av € N™. Aus dem Zusammenhang wird aber stets klar sein, welche
Interpretation die richtige ist.
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Somit haben wir |z| < |z|; und |z| < /m|z|, gezeigt. Aus Korollar 3.9 folgt

2l = Y1 foyl < (3012) (X ) = vm el
j=1 j=1 j=1

was die Behauptung zeigt. m

Aquivalente Normen

Es sei E ein Vektorraum. Wir nennen zwei Normen ||-||; und ||-||2 auf E &quivalent,
falls es ein K > 1 gibt mit

el < el < Kl . we B (39)
In diesem Fall schreiben wir ||| ~ |||z
3.13 Bemerkungen (a) Es ist nicht schwierig nachzupriifen, dafi die Relation ~
eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Normen eines festen Vektorraumes ist.
(b) Die qualitative Aussage von Satz 3.12 kénnen wir in der Form
[~ [~ oo auf K™
darstellen.

(c) Um auch die quantitativen Aussagen von Satz 3.12 zu verdeutlichen, bezeich-
ne B™ den reellen offenen euklidischen Einheitsball, d.h.

]Bm = ]BR’NL

)

und BY" bzw. B, den Einheitsball in (R™,|-|1) bzw. in (R™, || ). Dann folgt aus
Satz 3.12

B™ Cc BZ C vVmB™ , B CB™ CVmB]".
Im Fall m =2 sind diese Inklusionen in den nachstehenden Skizzen graphisch
veranschaulicht:

v

A
K/ﬂ V2
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Man beachte:
B” =Bl x---xB =(-1,1)". (3.10)
4

o0
~ ~~
m

Fiir B™ oder B gibt es keine analoge Darstellung.

(d) Es seien E = (E,||-]|) ein normierter Vektorraum und ||-||; eine zu ||-|| dqui-
valente Norm auf E. Setzen wir Ey := (E,||-||1), so gilt
Up() =g, (a), a€F,

d.h., der Umgebungsbegriff hingt nur von der Aquivalenzklasse der Norm ab;
dquivalente Normen liefern dieselben Umgebungen.

Beweis (i) Gemé&fl Bemerkung 3.1(a) sind die Mengen 4z (a) und g, (a) fiir jedes a € E
wohldefiniert.

(ii) Aus (3.9) folgt K 'Bg, C Br C KBg,. Somit gilt fiir a € F und r > 0:
Bg, (a, K~ 'r) C Be(a,r) C Bg, (a, KT) . (3.11)
(iii) Zu U € Ug(a) existiert ein r > 0 mit Bg(a,r) C U. Wegen (3.11) folgt dann
Bg, (a, K~'r) C U, d.h., es gilt U € ig, (a). Dies zeigt Ur(a) C Ug, (a).
Ist umgekehrt U € Ug, (a), so gibt es ein § > 0 mit Bg, (a,0) C U. Setzen wir

r:=3§/K > 0, dann folgt aus (3.11), daBl Bg(a,r) C U. Also gilt U € Ug(a), d.h., wir
haben auch g, (a) C Up(a) gezeigt. m

(e) Die komplexen Zahlen C := R + ¢ R konnen als Menge (sogar als additive abel-
sche Gruppe) vermoge

C3z=x+iy« (r,y) € R?

mit der Menge R? (bzw. (R?,+)) identifiziert werden, wie Bemerkung 1.11.2(c)
zeigt. Allgemeiner konnen fiir m € N* die Mengen C™ und R*™ vermoge

(Cm 2> (Zl,'uvzm) = (1'1 +iy1,~~~7$m +7’ym) — (xlayl,"'axmaym) S Rzm
identifiziert werden.5 Beziiglich dieser kanonischen Identifikation gilt
Bem = B2™ = Bgem

und folglich
HUem = Upem .

Somit kénnen bei topologischen Fragen, d.h. bei Untersuchungen, in welchen Aus-
sagen iiber Umgebungen von Punkten gemacht werden, die Mengen C™ und R*™
miteinander identifiziert werden.

<

(f) Die Begriffe ,Hiufungspunkt“ und ,,Konvergenz“ sind topologische Konzep-
tionen, d.h., sie verwenden nur den Umgebungsbegriff und sind somit invariant
unter Ubergang zu dquivalenten Normen. m

5Wir weisen darauf hin, daB der komplexe Vektorraum C™ nicht mit dem reellen Vektor-
raum R?™ identifiziert werden kann (warum nicht?)!
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Konvergenz in Produktriumen

Als Konsequenz der obigen und fritherer Uberlegungen wollen wir noch eine ein-
fache, aber sehr niitzliche Beschreibung konvergenter Folgen in K™ angeben.

3.14 Satz  Es seien m € N* und z,, = (z%,...,2™) € K™ fiir n € N. Dann sind
dquivalent:
(i) Die Folge (z,)nen konvergiert in K™ gegen x = (x!,... 2™).

(ii) Fiir jedes k € {1,...,m} konvergiert die Folge (x%),cn in K gegen z*.

Beweis Dies folgt unmittelbar aus Beispiel 1.8(e) und den Bemerkungen 3.13(c)
und (d). m

Die Aussage (ii) von Satz 3.14 wird oft als komponentenweise Konvergenz der
Folge (z,,) bezeichnet. Etwas unprizise, dafiir aber sehr einprigsam, kann Satz 3.14
somit wie folgt formuliert werden: Eine Folge in K™ konvergiert genau dann, wenn
sie komponentenweise konvergiert. Also geniigt es im Prinzip, die Konvergenz von
Zahlenfolgen — und wegen Bemerkung 3.13(e) sogar von reellen Zahlenfolgen —
zu studieren. Aus vielerlei Griinden, die beim weiteren Studium dem Leser von
selbst klarwerden sollten, ist eine solche ,, Vereinfachung“ jedoch meistens nicht
angebracht.

Aufgaben

1 Es sei ||| eine Norm auf dem K-Vektorraum E. Dann wird durch ||z||r := | Tz||,
z € E, fiir jedes T' € Aut(E) eine Norm ||-||7 auf E definiert. Insbesondere ist fiir jedes
a € K* die Abbildung E — Rt z+ |laz|| eine Norm auf E.

2 Die Folge (z,) konvergiere im normierten Vektorraum E = (E, ||-]|) gegen z. Man
beweise, daf} die Folge (||zx]|) in [0, 00) gegen ||z|| konvergiert.

3 Man verifiziere die Aussagen von Bemerkung 3.4(a).

4 Man beweise, dafl in jedem Innenproduktraum (E, a )) folgende Parallelogramm-
identitét gilt:

2(ll=l” + lyl*) = llz + yl* + e =y, @yeE.

5 Fiir welche A := (A1,...,Am) € K™ definiert die Abbildung
(I)A: K" xK™ - K, (w,y)HZ)\k:pkyk
k=1

ein Skalarprodukt auf K"?

6 Essei (E,(-|)) ein reeller Innenproduktraum. Man beweise die Ungleichungen

(z]y)
Nzl iyl

Wann gilt Gleichheit? (Hinweis: Man quadriere die erste Ungleichung.)

([l + Iyl <lle+yll < llzl +llyll, 2y € E\{O}.
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7 Es sei X ein metrischer Raum. Eine Teilmenge Y von X heifit abgeschlossen, wenn
fiir jede Folge (y») in Y, die in X konvergiert, gilt: limy, € Y.

Man zeige, dafl co ein abgeschlossener Untervektorraum von £, ist.

8 Es seien ||-||1 und ||-||2 dquivalente Normen auf dem Vektorraum E. Ferner sei
dj(it,’y) = Hx_y||j7 ,yelk, j=12.
Man zeige, dafl d1 und d2 dquivalente Metriken auf E sind.

9 Esseien (Xj,d;), 1< j <mn, metrische Riume. Man zeige, daf3
n 1/2
(2.9) = (D dila5,9:)%)
j=1

mitx = (z1,...,%n), ¥y = (Y1,...,yn) und z,y € X := X1 X --- X X, zur Produktmetrik
von X &dquivalent ist.

10 Es sei (E,(-])) ein Innenproduktraum. Zwei Elemente z,y € E heifien orthogonal,
wenn (z|y) = 0 gilt. Wir verwenden in diesem Fall die Notation = L y. Eine Teilmenge
M C E heiflit Orthogonalsystem, wenn = L y fiir alle z,y € M mit x # y gilt. Schlielich
heiBt M Orthonormalsystem, falls M ein Orthogonalsystem ist mit |lz| = 1 fir x € M.

Es sei {zo,...,2m} C E ein Orthogonalsystem mit x; # 0 fiir 0 < j < m. Man
beweise:

(a) {zo,...,Tm} ist linear unabhéngig.
() X, kaQ =37, llzxl® (Satz des Pythagoras).

11 Es sei F' ein Untervektorraum eines Innenproduktraumes F. Man beweise, dafl das
orthogonale Komplement von F', d.h.

Fr={zeE;zly yeF},
ein abgeschlossener Untervektorraum von F ist.
12 Esseien B = {uo,...,um} ein Orthonormalsystem im Innenproduktraum (E, (-]-))
und F := span(B). Ferner sei

m

pr: E—F xHZ(ﬂuk)uk .

k=0
Man beweise:
(a) z —pr(z) € F', z€E.
(b) 1o — pr(@)]| = infyer llo — yl, @ € B.
(©) lle = pr(@)? = llel — Spg (2|, = € B,
(d) pr € Hom(E, F) mit p% = pp.
(e) im(pr) = F, ker(pr) = Ftund E=F @ F~*.
(Hinweis: (b) Fiir jedes y € F gilt wegen Aufgabe 10 und (a) die Beziehung
o —ylI* = [lz — pr (@) + lpr(z) —y[*.)
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13 Mit den Bezeichnungen von Aufgabe 12 verifiziere man:
(a) Fiir z € B gilt >0 [(z|uw)]® < |||
(b) Fiir z € F gelten

m

=) (elur)ur und Jal* =) |(z|u)l?
k=0

k=0

(Hinweis: Um (a) zu beweisen, kann die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung verwendet
werden.)

14 Fiir m,n € N* bezeichnet K™*" die Menge aller (m x n)-Matrizen mit Eintréigen
aus K. Wir kénnen K™*" als die Menge aller Abbildungen von {1,...,m} x {1,...,n}
in K auffassen. Dann ist K™*" gem#fl Beispiel 1.12.3(e) mit den punktweisen Ver-
kniipfungen ein Vektorraum. Hierbei sind a4 und A + B fiir o € K und A, B € K™*"
die aus der Linearen Algebra bekannten Operationen der Multiplikation einer Matrix mit
einem Skalar und der Addition zweier Matrizen. Man zeige:

(a) Durch
A= (30D laanl?) A= [ap] €K™
j=1k=1
wird auf K™*" eine Norm definiert.

(b) Die folgenden Abbildungen definieren &quivalente Normen:

(@) lajk] — Z;nzl Dop=1 lasl;

(B) lajr] — maxi<j<m > p_y lajel;
() lajr] = maxice<n D275, |ajel;
(9) [ajr] — maxi<j<m |ajil-

1<k<n

15 Es seien E und F normierte Vektorrdume. Man zeige:

B(E, F) N Hom(E, F) = {0} .
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4 Monotone Folgen

In diesem Paragraphen werden wir uns vorwiegend mit reellen Zahlenfolgen be-
fassen. Jede Folge in R, also jedes Element von s(R) = ]RN, ist eine Abbildung
zwischen geordneten Mengen. Somit ist der Begriff einer monotonen Folge wohl-
definiert (man vergleiche dazu die Definitionen vor Beispiel 1.4.7). Eine Folge (z,,)
ist demnach wachsend® |[bzw. fallend], wenn z,, < 7,41 [bzw. x, > x,.1] fiir alle
n € N gilt.

Beschrinkte monotone Folgen

Neben der Ordnung des Korpers R steht uns auch dessen Ordnungsvollstéindigkeit
zur Verfiigung. Es zeigt sich, dafl aus der Ordnungsvollstindigkeit von R bereits
folgt, dafl jede beschrénkte monotone Folge konvergiert:

4.1 Theorem Jede wachsende [bzw. fallende] beschréinkte Folge (x,) in R kon-
vergiert, und es gilt

ZTn Tsup{z, ; n€N} [bzw. Zp | inf{z, ; nEN}] .

Beweis (i) Es sei (x,,) eine wachsende und beschriinkte Folge. Dann ist die Teil-
menge X := {x, ; n € N} von R beschriinkt und nicht leer. Somit ist x := sup(X)
eine wohldefinierte reelle Zahl, da R ordnungsvollstéindig ist.

(ii) Es seie > 0. Nach Satz 1.10.5 gibt es ein N mit zy >  — ¢. Da (z,,) wach-
send ist, finden wir z,, > xny > = — ¢ fiir alle n > N. Zusammen mit x,, < z folgt

Ty € (x —e,x+¢) =Br(z,¢) , n>N.

Also konvergiert x,, in R gegen x.

(iii) Ist schlieBlich (z,,) eine fallende und beschrénkte Folge, so setzen wir
x:=inf{z, ; n € N}. Dann ist (y,) := (—z,) wachsend und beschriankt, und es
gilt —z = sup{ y,, ; n € N }. Deshalb folgt aus (ii), dafi —x,, = y, — —2 (n — 0),
und wir schliefen mit Satz 2.2: x, = -y, — . n

In Satz 1.10 haben wir gesehen, dafl die Beschrianktheit eine notwendige Be-
dingung fiir die Konvergenz einer Folge ist. Theorem 4.1 zeigt, dafl die Beschrankt-
heit auch hinreichend ist fiir die Konvergenz monotoner Folgen. Andererseits ist
die Monotonie einer beschrénkten Folge keineswegs notwendig fiir ihre Konvergenz,
wie das Beispiel der Nullfolge (—1)"/n zeigt.

IFiir eine wachsende [bzw. fallende] Folge (x,) verwenden wir oft das einprigsame Sym-
bol (zn) 1 [bzw. (zn) | ]. Ist (x5) zusitzlich konvergent mit Grenzwert x, so schreiben wir auch
zn |z [bzw. z, | z| anstelle von =, — z.
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Einige wichtige Grenzwerte

4.2 Beispiele (a) Es sei a € C. Dann gelten:

a” — 0, falls |a| < 1,
a”—1, fallsa =1,
(a™)nen divergiert , falls |a| > 1, a#1.

Beweis (i) Nehmen wir zuerst an, die Folge (a”)nen konvergiere. Mit Hilfe von Satz 2.2
schlieen wir dann

lim ¢" = lim "™ =a lim a™ .
n—oo n—oo n—oo

Somit gilt entweder lim,,—oc a™ = 0 oder a = 1.

(ii) Betrachten wir den Fall |a| < 1. Dann ist die Folge (|a|") = (|a"|) fallend
und beschréinkt. Wegen Theorem 4.1 und aufgrund von (i) ist (|a”|) eine Nullfolge,
dh.a” =0 (n— o0).

(iii) Gilt @ =1, so ist ™ =1 fiir n € N. Also folgt a™ — 1 (n — o0).

(iv) Es sei nun |a| =1 und a # 1. Wiirde (a”) konvergieren, so wire (|a™|)
nach (i) eine Nullfolge, was wegen |a™| = |a|™ = 1 nicht méglich ist.

(v) Es gelte schlieBlich |a| > 1. Dann ist 1/|a| < 1, und deshalb folgt aus (ii), dafl
(1/]a™|) eine Nullfolge ist. Somit gibt es ein N mit 1/[a™| <1 fiir n > N, d.h., es gilt
|a™| > 1 fiir n > N. Nun folgt wiederum aus (i), daB (a™) divergiert. m

neN

(b) Es seien k € N und a € C mit |a| > 1. Dann gilt

. P
lim =0,
n—oo q"

d.h., fiir |a| > 1 wéchst die Funktion n ~— a™ schneller als jede Potenz n +— n*.

Beweis Fiir o := 1/|a| € (0,1) und z,, := n*a™ gilt

k k
x"+1:<n+1>a:<l+l>a, n€N* |
n

Tn n
und somit Tpy1/Tn | afiirn — co. Essei 8 € (a,1). Dann gibt es ein N mit zp41/7, < 8

fiir n > N. Folglich gelten

N1 < Brn ., a2 < Banir < Blan

Ein einfaches Induktionsargument liefert z, < 8" N zy fiir n > N, und wir erhalten

k
_ x
=x, <" Nwwzﬂxﬁ", n>N.

Nun folgt die Behauptung aus Bemerkung 2.1(c), da (8" )nen geméB (a) eine Nullfolge
ist. m

[on
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(c) Fiir a € C gilt

n

lim ¢ = 0.
n—oo n!
Die Fakultit n — n! wéchst also schneller als jede der Funktionen® n — a”.

Beweis Fiir n > N > |a| folgt

N n N n—N N n
_ lal 11 lal _ lal ( la| > N (Ia|> .
N! k= NIAN+1 NI \N
k=N+1

an
n!

Aus Beispiel (a) und Bemerkung 2.1(c) ergibt sich nun die Behauptung. m

(d) limy oo /n=1.
Beweis Es sei ¢ > 0. Dann ist nach (b) die Folge (n(1+¢)~") eine Nullfolge. Also gibt

es ein N mit n

<1, n>N,
(L+e)m -

dh.,
1<n< (14", n>N.
Da nach Bemerkung 1.10.10(c) die n-te Wurzel wachsend ist, folgt

1< Yn<1+e, n>N,
was die Behauptung ergibt. m

(e) Fiir a > 0 ist lim, o0 {/a = 1.

Beweis Aus dem Satz von Archimedes folgt, dafl es ein N gibt mit 1/n < a < n fiir
n > N. Deshalb gilt

1

n
Setzen wir @, :=1/{/n und y, := {/n fiir n € N*, so folgt limz, = limy, = 1 aus (d)
und Satz 2.6. Nun liefert der Vergleichssatz 2.9 die Behauptung. m

:Q/lsvas Yn, n>N.
n

(f) Die Folge ((1+1/n)") konvergiert. Fiir ihren Grenzwert

1\"

e:= lim (1 + ) ,
n—oo n

die Eulersche Zahl, gilt 2 < e < 3.

Beweis Fiir n € N* setzen wir e, := (14 1/n)™.

(i) In einem ersten Schritt beweisen wir, dafl die Folge (en) wachsend ist. Dazu
betrachten wir

=)L)
en  \n+1 n—+1

=) = )T

(4.1)

2Wir werden in Paragraph 8 einen weiteren, sehr kurzen Beweis dieser Tatsache geben.
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Den ersten Faktor nach dem letzten Gleichheitszeichen in (4.1) schétzen wir mit Hilfe
der Bernoullischen Ungleichung (vgl. Aufgabe 1.10.6) wie folgt ab:

1 n+1 1 n
1- > >1- = .
( (n+1)2 - n+1 n+1
Somit ergibt sich aus (4.1) die gewiinschte Ungleichung e, < en41.

(ii) Wir zeigen, dafl 2 < e, < 3 gilt. In der Tat liefert der binomische Satz

n

= (10,) =X (= X (D 42

k=0 k=1

Ferner gilt fir 1 < k < n:
ny\ 1 1n-(n—=1)---(n—k+1) 1 1
() SR
k) nk k! n-m--+-n k! 2k—1

Deshalb folgt aus (4.2) (vgl. Aufgabe 1.8.1)

n 1\n
1\ k-1 1- 1
R T TR LSS
k=1 2 2
SchlieBlich® ist 2 = e; < e, fiir n > 2. Die Uberlegungen in (i) und (i) erlauben es nun,
Theorem 4.1 anzuwenden, um die Behauptung zu erhalten. m

Die Eulersche Zahl e spielt in der Analysis eine wichtige Rolle. Thr Wert
kann theoretisch mit der Folge (e, ) bestimmt werden. Es zeigt sich aber, daf die
Folge (ey,) nicht sehr schnell konvergiert. In der Tat lautet der numerische Wert
von e (wenn nur die ersten Dezimalziffern* explizit angegeben werden)

2,71828 18284 59045 23536 ...
Vergleicht man diesen Wert mit den numerischen Werten einiger Glieder von (ey,),
€1 =2 5 €10 — 2,59374 5 €100 — 2,70481 s €1000 — 2,71692 s

so erkennt man, daf fiir n = 1000 der Fehler e — e, noch 0,0014 ... betrigt (vgl.
dazu das niichste Beispiel).

(g) In diesem Beispiel stellen wir die Eulersche Zahl e als Grenzwert einer deutlich
schneller konvergierenden Folge dar:

"1
e:nlgr;OkZ_ok!.

Beweis (i) Wir setzen x,, := ) _;_, 1/k!. Offensichtlich ist die Folge (x») wachsend. Fer-
ner zeigt der Beweis von (f), daB gilt: e, <z, < 3 fiir n € N*. Somit konvergiert nach
Theorem 4.1 die Folge (), und fiir ihren Grenzwert e’ gilt e < e’ < 3.

3Hier und bei #hnlichen Aussagen bleibt es dem Leser iiberlassen, die Giiltigkeit des echten
Ungleichheitszeichens nachzupriifen.

4An dieser Stelle greifen wir etwas vor und verwenden die aus dem téglichen Leben bekann-
ten ,,Dezimalbriiche“. Eine vollstédndige Diskussion dieser Darstellung der Zahlen werden wir in
Paragraph 7 geben.
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(ii) In einem néchsten Schritt verifizieren wir die Ungleichung e’ < e, woraus dann
die Behauptung folgt. Dazu fixieren wir m € N*. Fiir n > m gilt

Setzen wir
m
1 1 k—1
/ =1 E (]__ )(]__ > >
Tmon +k:1 Kl n n s nz>m,

so gelten 27, ,, 1 m fiir n — cound 27, ,, < e, fiir n > m. Wegen e, 1 e folgt aus Satz 2.7,
daB z,, < e gilt. Diese Uberlegungen sind fiir jedes m € N* richtig. Also ist e eine obe-
re Schranke fir X := {x;, ; m € N}. Andererseits wissen wir aus Theorem 4.1, da8§
e’ = limz, = sup X gilt, und wir finden deshalb ¢’ < e. m

Wie wir bereits erwihnt haben, konvergiert die Folge (z,) deutlich schnel-
ler gegen e als die Folge (e,). Tatséichlich kann man folgende Fehlerabschétzung
beweisen (vgl. Aufgabe 7):

O<e—z, < , neN* .

nn!

Fiir n = 6 erhalten wir wegen 1/(6!6) = 0,00023... bereits einen kleineren Fehler
als in Beispiel 4.2(f) fiir n = 1000.

Aufgaben
1 Esseien ay,...,ax € RT. Man beweise:
nli_}rr;<> Yal + -+ a} = max{ai,...,ar} .

2 Man verifiziere
1-1/n)" —1/e (n— o0) .

(Hinweis: Man beachte lim (1 — 1/n*)" = 1 und Satz 2.6.)
3 Fiir jedes r € Q gilt
(1+7r/n)" —=e" (n— o00).

(Hinweis: Man unterscheide die Falle » > 0 und r < 0 und verwende die Aufgaben 2
und 2.7.)
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4 Fiir a € (0,00) definiere man die reelle Folge (z,) rekursiv durch o > a und
Tt = (Tn +a/xn)/2, neN.

Man beweise, dafl (x,) monoton fallend gegen /a konvergiert.®

5 Es seien a,zo € (0,00) und
Tnt1 :=a/(l+zy) , neN.

Man zeige, daff die Folge () konvergiert und bestimme ihren Grenzwert.

6 Man zeige die Konvergenz der Folge

20>0, 1>0, Zpi2:=/Tpt1Tn, n€eN.

7 (a) Fiir n € N* beweise man folgende Fehlerabschitzung:

n

1

1
0<672k!<nn!'
k=0

(b) Man verwende obige Abschétzung zum Nachweis, da8 die Eulersche Zahl e irratio-
nal ist.

(Hinweise: (a) Fiir n € N* sei y, 1= ZZI;"H 1/k!. Man zeige ym — € — »_,_, 1/k! und
beachte (m +n)!ym < >.p (n+1)'"% . (b) Man fiihre einen Widerspruchsbeweis.)

8 Es sei (zn) rekursiv gegeben durch
20:=1, zpy1:=14+1/zyn, neN.
Man zeige, dafl die Folge (z) konvergiert und bestimme ihren Grenzwert.

9 Die Fibonacci-Zahlen f,, sind rekursiv definiert durch
fo::(), f1::1, fn+1::fn+fn71, nENX.

Man beweise, dal lim( fn4+1/f») = g ist, wobei g den Grenzwert von Aufgabe 8 bezeichnet.

10 Es seien

1
T+ . Tn-1, n € N*.

To: =5, z1:=1, Tnt1i= o 3

Man verifiziere, da8 (x,) konvergiert und bestimme lim z,,. (Hinweis: Man leite einen
Ausdruck fiir , — xp4+1 her.)

5Dieses Niherungsverfahren zur Bestimmung von +/a heifit babylonisches Wurzelziehen oder
Verfahren von Heron. Die Folge (z,) konvergiert sehr rasch gegen +/a, wie folgendes Beispiel fiir
zo = a = 4 belegt:

z1 =205, 22=205, 23=200609..., @4 = 2,000 000 093 ...

Auflerdem beachte man, daf3 alle x,, rational sind, falls a und der ,Startwert“ xo rational sind.
In Paragraph IV.4 werden wir das Heronsche Verfahren geometrisch interpretieren und die Kon-
vergenzgeschwindigkeit abschétzen.
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5 Uneigentliche Konvergenz

Die Ordnung der erweiterten Zahlengeraden R erlaubt es, gewissen in R divergen-
ten Folgen die Werte +oo als Hiaufungspunkte bzw. als Grenzwerte zuzuordnen.
Um diese topologischen Begriffe von R auf R auszudehnen, miissen wir uns jedoch
zuerst geeignete Umgebungen der Elemente 400 in R beschaffen.

Die Konvergenz gegen +oo

Weil uns auf R keine geeignete Metrik zur Verfiigung steht,! ergiinzen wir das
System aller Umgebungen in R ad hoc durch folgende Festlegung: Eine Teilmen-
ge U C R heifit Umgebung von oo [bzw. von —oo], falls es ein K > 0 gibt mit
(K,00) CU [bzw. mit (—oo,—K) C U]. Die Menge aller Umgebungen von 400
bezeichnen wir mit $#(+o00), d.h.,

U(+00) :={U C R ; U ist Umgebung von 4+ oo} .

Es sei nun (x,) eine Folge in R. Dann heifit +oo Hiufungspunkt bzw. Grenzwert
von (z,), falls jede Umgebung U von +oo unendlich viele bzw. fast alle Glieder
von (xy,) enthélt. Ist oo der Grenzwert von (x,,), so schreiben wir wie iiblich

lim z, = +o00 oder ZTp, — oo (n — 00) .

n—oo
Die Folge (z,,) konvergiert in R, falls es ein z € R gibt mit lim,, .~ z, = =, wobei
der Grenzwert in R zu bilden ist, falls z zu R gehort. Die Folge (x,,) heifit diver-
gent in R, falls sie in R nicht konvergiert. Mit diesen Festlegungen konvergiert jede
in R konvergente Folge auch in R, und jede in R divergente Folge, die in R liegt,
divergiert in R. Hingegen gibt es in R divergente Folgen, die in R (gegen +oco)
konvergieren. In diesem Fall spricht man von uneigentlicher Konvergenz. Diese
sprachliche Trennung soll insbesondere darauf hinweisen, dafl wir unsere bisherigen
Erkenntnisse iiber konvergente Folgen in metrischen Rdumen nicht auf uneigent-
liche konvergente Folgen anwenden koénnen, und letztere daher einer gesonderten
Untersuchung bediirfen.

5.1 Beispiele (a) Es sei (z,,) eine Folge in R. Dann gilt
T, 00 <= VK >0dNgeN:z, >KVn>Ng.

(b) Es gelten

lim (n? —n) =oco und lim (-2") = —o0 .

n—oo n—oo

(c) Die Folge ((—n)")
somit in R. m

neN hat die Haufungspunkte co und —oo, und divergiert

ISelbstverstindlich kénnen auf R verschiedene Metriken eingefiihrt werden. Die uns bis jetzt
bekannten sind fiir unsere Zwecke aber nicht geeignet (vgl. auch Aufgabe 5).
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5.2 Satz Es sei (z,,) eine Folge in R*. Dann gelten:
(i) 1/z, — 0, falls &, — oo oder x,, — —o0.
(i) 1/xy — oo, falls &, — 0 und z, > 0 fiir fast alle n € N.

(iii) 1/, — —oo, falls 2, — 0 und z,, < 0 fiir fast alle n € N.

Beweis (i) Es sei € > 0. Dann gibt es ein N mit |z,| > 1/¢e fiir n > N, und wir
finden die Abschéitzung

1/@n] =1/]z,] <€, n>N.

Also konvergiert (1/x,) gegen 0.
(ii) Es sei K > 0. Dann gibt es ein N mit 0 < z, < 1/K fiir n > N. Somit
ergibt sich
1/x, > K , n>N,

und die Behauptung folgt aus Beispiel 5.1(a).

Die Aussage (iii) kann analog verifiziert werden. m

5.3 Satz Jede in R monotone Folge (x,,) konvergiert in R, und es gilt

i sup{z, ; n € N}, falls (x,,) monoton wéchst ,
imax, = i
inf{z, ; ne N}, falls (xy,) monoton fillt .

Beweis Wir betrachten eine monoton wachsende Folge (x,,). Ist {z,, ; n € N}
nach oben beschrinkt, so konvergiert geméfi Theorem 4.1 die Folge (x,) in R
gegen sup{ z, ; n € N}. Ist hingegen { x,, ; n € N} nicht nach oben beschrinkt,
dann gibt es zu jedem K > 0 ein m mit z,, > K. Da (x,) monoton wichst, gilt
somit x,, > K fiir n > m, d.h., (x,) konvergiert gegen co. Der Fall einer monoton
fallenden Folge wird analog behandelt. m

Limes superior und Limes inferior

5.4 Folgerung und Definition Es sei (x,) eine Folge in R. Fiir jedes n € N

setzen wir
Yn :=supxg :=sup{ay; k>n},
k>n

zp = inf xp ;= inf{zk ; k>n},
k>n
und erhalten so zwei neue Folgen (y,) und (z,). Offensichtlich sind (y,) eine
monoton fallende und (z,) eine monoton wachsende Folge in R. Gemifl Satz 5.3
existieren deshalb die Grenzwerte

limsup z,, := lim z, := lim (supxk) ,
n—oo n—oo n—oo k>n
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der Limes superior, und

liminf x,, := lim x, := lim (inf .’L‘k) ,
n—00 n—00 n—oo "k>n

der Limes inferior, der Folge (x,,) in R. Auflerdem gelten

limsup x, = inf (sup ack) und liminfzx, = sup(inf .’L‘k) ,
neN E>n neN k>n

wie wir ebenfalls aus Satz 5.3 erschen. m

Die beiden Werte Limes superior und Limes inferior einer Folge lassen sich
wie folgt charakterisieren:

5.5 Theorem FEine Folge (z,,) in R besitzt einen kleinsten Haufungspunkt z. und
einen gréften Hiufungspunkt z* in R. Zudem gelten die Gleichheiten
liminfx, =z, und limsupz, =zx" .

Beweis Wir setzen o™ := lim sup x,, und y,, := supy,, v fiir n € N. Dann ist (y,)
eine monoton fallende Folge mit

* = inf y, . 1
o= kv oy
Wir unterscheiden drei Falle:
(i) Es sei * = —oo. Dann gibt es zu jedem K > 0 ein n mit

—K >y, =supuwy ,
k>n
da sonst z* > — K| fiir ein geeignetes K > 0 gelten wiirde. Also ist zj € (—o0, —K)
fiir kK > n, d.h., * = —oo ist der einzige Hiufungspunkt von (x,,).

(ii) Es sei z* € R. Wegen Satz 1.10.5 und (5.1) finden wir zu jedem £ > z*
ein n mit £ > y,, > xy, fiir k > n. Folglich ist kein Haufungspunkt von (z,,) grofer
als z*. Es geniigt deshalb nachzuweisen, dafl * selbst ein Hiufungspunkt von (z,,)
ist. Dazu sei € > 0. Wegen

SUp T = Yn > T, neN|

k>n
finden wir, wiederum aufgrund von Satz 1.10.5, zu n ein k > n mit z > z* — . Da
wir bereits wissen, dafl kein Haufungspunkt von (z,,) grofier als «* ist, muf das
Intervall (z* —¢e,2* +¢€) unendlich viele Folgenglieder von (z,) enthalten, d.h.,
x* ist ein Haufungspunkt von (z,,).

(iii) Schliefllich betrachten wir den Fall 2* = co. Wegen (5.1) gilt dann y,, = 0o
fiir alle n € N. Folglich gibt es zu jedem K > 0 und n ein £ > n mit x5 > K. Also
ist 2* = co ein Haufungspunkt von (z,,), und offensichtlich der grofte.

Der Nachweis, daf z, := liminf z,, der kleinste Hiufungspunkt von (z,,) ist,
kann durch analoge Argumente erbracht werden. m
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5.6 Beispiele

(a) lim )" =1 und lim )" = —1.

(b) limn(~1" = oo und limn(~V" = 0. m

5.7 Theorem Es sei (x,) eine Folge in R. Dann gilt
z, —rinR < limz, <limz, .
Der Grenzwert x ist in diesem Fall bestimmt durch

r =limz, =limz, =limz, .

Beweis ,=“ Konvergiert (r,,) in R gegen x, so ist x der einzige Hiufungspunkt
von (z,), und die Behauptung ergibt sich aus Theorem 5.5.

<= Es gelte limz,, <limz,. Dann ist, wiederum wegen Theorem 5.5, der
einzige Haufungspunkt von (x,,) durch

¢ :=limx, = limz,

gegeben. Im Fall = —oco [bzw. x = o] gibt es daher zu jedem K > 0 ein k mit
Tn < —K [bzw. x, > K] fiir n > k. Also ist limz,, = —oco [bzw. limz,, = ]

Ist hingegen x aus R, so sei € > 0. Aus Theorem 5.5 und Satz 1.10.5 folgt dann,
dafl es hochstens endlich viele j € N und endlich viele £ € N gibt mit z; <z —¢
und x > x +¢€. Also enthélt jede Umgebung U von z fast alle Folgenglieder
von (z,), d.h. limz, =z. =

Der Satz von Bolzano-Weierstraf3

Wenden wir Theorem 5.5 auf eine beschrinkte Folge an, so ergibt sich der Satz
von Bolzano-Weierstraf}, den wir nun in etwas allgemeinerer Form beweisen.

5.8 Theorem (Bolzano-Weierstrafl) Jede beschréinkte Folge in K™ besitzt eine
konvergente Teilfolge bzw. einen Hiaufungspunkt.

Beweis Wir betrachten zuerst den Fall K =R und fithren einen Induktions-
beweis nach m. Der Induktionsanfang ergibt sich fiir m =1 aus Theorem 5.5
und Satz 1.17. Um den Induktionsschritt m — m + 1 zu vollziehen, sei (z,) eine
in R™! beschriinkte Folge. Also existiert M := sup{ |z,| ; n € N} in [0, 00). Fer-
ner schreiben wir jedes z € R™"! gemift R™" = R™ x R in der Form z = (x,y)
mit z € R™ und y € R. Somit erhalten wir aus z,, = (2, y») eine Folge (x,,) in R™
und eine Folge (y,,) in R. Wegen

max{|enl, [ynl} < lznl = Vien2 + a2 <M, neN,
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erkennen wir, da8 (x,) in R™ und (y,) in R beschriankt sind. Verwenden wir
nun unsere Induktionsvoraussetzung, so finden wir eine Teilfolge (z,, ) von (zy,)
und ein € R™ mit ,, — x fir K — co. Da mit (y,) auch die Teilfolge (yy, )
beschrankt ist, folgt, ebenfalls aus der Induktionsvoraussetzung, dafl es eine Teil-
folge (ynkj) von (yn, ) und ein y € R gibt mit Yni, =Y fiir j — oo. Setzen wir

schlieBlich z := (x,y) € R™", so folgt aus den Sitzen 1.15 und 3.14, daB die Teil-
folge (xnkj ,ynkj) von (z,) fir j — oo gegen z konvergiert. Dies beschlieBt den
Beweis des Falles K = R.

Der verbleibende Fall K = C ergibt sich aus dem eben Bewiesenen durch
Identifikation von C™ mit R*™. m

Aufgaben

1 Essei (z) eine Folge in R, und es seien x4 := lim 2, und z* := lim z,,. Man beweise,
daf} es zu jedem € > 0 ein N gibt mit

Tx—e<an <z +e, n>N,

falls z. und z* endlich sind. Wie ist die Aussage in den Fillen . = —oco und z* = oo zu
modifizieren?

2 Es seien (z,) und (yn) Folgen in R und
z.=limz, , 2" :=limz,, y:=limy,, v :=limy,.
Man verifiziere folgende Aussagen:

(a) im(—zp) = —T+.

() im(zn +yn) < 2" +y*, Im(zn + yn) > T« + yx, falls (2, y") und (z«, y«) verschie-
den sind von (oo, —0c0) und (—o0, 00).

(¢) Aus z, > 0 und y, > 0 fiir n € N folgt
0 < zays <lim(zpyn) < @y” <lim(znyn) <z'y",

falls (2., y.) & {(0,00),(00,0)}, (24, y") # (00,0) und (¢*,y*) # (0, 00) gelten.
(d) Konvergiert (y») in R gegen y, so folgen

lim(zn, +yn) =2" +y, lim(@,+yn)=a«+y,

und
Im(znyn) = Y« , y<0.

(e) Aus z, < yn fiir n € N folgen lim z,, < limy, und lim z, < lim y,.

3 Fiir n € Nsei x :=2"(1+ (—1)") 4+ 1. Man bestimme

limz,, limz,, lm(znyi/zn), Im(znii/zn), lim Yz,, lm Yz, .
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4 Essei (z,) eine Folge in R mit z, > 0 fiir n € N. Man beweise die Beziechungen

Tn+1 . N . , . Tn+1
<lim ¥z, <lim ¥z, <lim .
In In

lim

(Hinweis: Fiir ¢ < lim(xn+1/%n) gilt Trny1/zn > ¢ fiir n > n(q).)
5 (a) Man verifiziere, dafl die Abbildung

-1, r = —o00,
p:R—[-1L1], ¢@)={ ¢/Q+]), zcR,
1, r =00,

strikt monoton wachsend und bijektiv ist.
(b) Man zeige, dafl die Abbildung

d:RxR—R", (z,9) = lo(z) - o(y)|
eine Metrik fiir R ist.
6 Fiir die Folgen
(zn) = (0,1,2,1,0,1,2,1,0,1,2,1,...) und (ya):=(2,1,1,0,2,1,1,0,2,1,1,0,...)
bestimme man

limx, +limy, , lim(x,+yn) ,

limz, +limy, , lim(z,+yn), limz,+limy, .
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6 Vollstéandigkeit

Ausgehend vom Begriff der Umgebung haben wir in Paragraph 1 konvergente
Folgen eingefiihrt. Bei deren Definition treten — gleichsam als Zentren der Umge-
bungen — Grenzwerte solcher Folgen explizit auf. In diesem Paragraphen werden
wir Cauchyfolgen einfiihren, welche es ermoglichen, die Konvergenz nachzuwei-
sen, ohne die Grenzwerte zu kennen. Es liegt also im Wesen dieses Begriffes, dafl
er zur Bestimmung von Grenzwerten konkreter Folgen i.allg. nicht geeignet ist.
Vielmehr stellen Cauchyfolgen ein wichtiges Hilfsmittel bei Strukturuntersuchun-
gen dar. Auflerdem bilden sie die Grundlage der in Paragraph 1.10 angekiindigten
Cantorschen Konstruktion der reellen Zahlen.

Cauchyfolgen

Im folgenden bezeichnet X = (X, d) stets einen metrischen Raum.

Eine Folge (x,,) in X heiit Cauchyfolge, falls es zu jedem € > 0 ein N € N gibt
mit d(y, zy) < € fiir myn > N.

Ist (x,,) eine Folge in einem normierten Vektorraum E = (E, ||-||), so ist (zy)
offensichtlich genau dann eine Cauchyfolge, wenn es zu jedem £ > 0 ein N gibt mit
|zn — xm]|| < € fiir m,n > N. Insbesondere erkennen wir, dafl Cauchyfolgen in F
Htranslationsinvariant“ sind, d.h., sind (z,) eine Cauchyfolge und a ein beliebiger
Vektor in E, so ist auch die ,um a verschobene“ Folge (x,, + a) eine Cauchyfolge.
Dies zeigt insbesondere, dafl Cauchyfolgen nicht mit Umgebungen beschrieben
werden konnen.

6.1 Satz Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge.

Beweis Es sei (z,,) eine konvergente Folge in X mit Grenzwert xz. Dann gibt es
zu e >0 ein N mit d(z,,x) < e/2 fiir n > N. Aus der Dreiecksungleichung folgt
die Abschitzung

d(wn,xm)gd(acn,x)—l—d(x,xm)<;—l—;:e, m,n > N .
Also ist (x,,) eine Cauchyfolge. m

Die Umkehrung von Satz 6.1 ist nicht richtig, d.h., es gibt metrische Rédume,
in denen nicht jede Cauchyfolge konvergiert. Dazu betrachten wir folgendes

6.2 Beispiel Wir definieren die rationale Folge (x,) rekursiv durch zy := 2 und
Tn41 i= y(Tn +2/zy) fiir n € N. Dann ist (2,,) eine Cauchyfolge in Q, die in Q
nicht konvergiert.
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Beweis Offensichtlich gilt z, € Q fiir n € N. Weiter wissen wir aus Aufgabe 4.4, dafl
(x,) in R gegen v/2 konvergiert. Somit ist (z,,) nach Satz 6.1 eine Cauchyfolge in R, also
auch in Q.

Andererseits kann (z,) in Q nicht konvergieren. Gébe es nédmlich ein ¢ € Q mit
Zn — a in Q, so folgte auch x, — a in R, und somit, wegen der Eindeutigkeit des Grenz-
wertes, a = v/2 € R\Q. Dies ist wegen a € Q nicht moglich. m

In den nichsten zwei Sitzen werden wir weitere Eigenschaften von Cauchy-
folgen kennenlernen.

6.3 Satz Jede Cauchyfolge ist beschrénkt.

Beweis Es sei (z,,) eine Cauchyfolge. Dann gibt es ein N € N mit d(zp, 2m) < 1
fiir m,n > N. Geméaf der umgekehrten Dreiecksungleichung gilt somit

d(xn,x0) — d(zg, zn) < d(zp,zNn) <1, n>N.

Also finden wir fiir n > N die Abschiitzung d(z,, o) < 1+ d(zg, zn), d.h., (z,) ist
beschrankt in X. m

6.4 Satz  Besitzt eine Cauchyfolge eine konvergente Teilfolge, so ist sie selbst
konvergent.

Beweis Es seien (z,) eine Cauchyfolge und (z,, )ren eine konvergente Teilfol-
ge mit Grenzwert z. Ferner sei € > 0. Dann gibt es ein N mit d(zp,Tm) < /2
fir m,n > N. Weiter gibt es ein K mit d(z,,,x) < &/2 fiir k> K. Setzen wir
M = KV N, so folgt

d(xn, ) < d(Tpn, Tny, ) + d(@n,y,, ) < ;—l— =c, n>M,

d.h., (z,,) konvergiert gegen z. m

Banachriume

Ein metrischer Raum X heif3t vollstindig, wenn jede Cauchyfolge in X konvergiert.
Ein vollstdndiger normierter Vektorraum heiffit Banachraum.

Mittels des Satzes von Bolzano-Weierstrafl konnen wir die Existenz vollsténdi-
ger metrischer Rdume sicherstellen.

6.5 Theorem K" ist ein Banachraum.

Beweis Wir wissen bereits aus Paragraph 3, da$ K™ ein normierter Vektorraum
ist. Also geniigt es, die Vollstiindigkeit zu zeigen. Dazu sei (x,,) eine Cauchyfolge
in K. Dann ist (x,) nach Satz 6.3 beschréinkt. Der Satz von Bolzano-Weierstrafl
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sichert also die Existenz einer konvergenten Teilfolge. Wegen Satz 6.4 ist (zy,)
somit konvergent. m

6.6 Theorem FEs seien X eine nichtleere Menge und E = (E, ||-||) ein Banachraum.
Dann ist auch B(X, E) ein Banachraum.

Beweis Es sei (uy,) eine Cauchyfolge im normierten Vektorraum B(X, E) (vgl.
Satz 3.5). Ferner sei € > 0. Dann gibt es ein N := N(&) mit ||u, — um||oo < € fiir
m,n > N. Insbesondere gilt deshalb:

lun(z) — um (@) ||lE < ||Jtn — Um|loo < €, mn>N, xzx€X. (6.1)

Dies zeigt, daB fiir jedes € X die Folge (un(x)) eine Cauchyfolge in E ist. Somit
folgt aus der Vollstéindigkeit von E, daf es zu jedem = € X einen Vektor a, € F
gibt mit u,(z) — a, fiir n — co. Geméf Korollar 1.13 ist a, in E eindeutig be-
stimmt. Also ist u € EX durch u(zx) := a, fiir * € X wohldefiniert.

Unser Ziel ist es nachzuweisen, daf§ die Cauchyfolge (u,,) in B(X, E) gegen u
konvergiert. Dazu zeigen wir zuerst, daB v € EX beschrinkt ist. In der Tat: Fiir
m — oo folgt aus (6.1)

lun(z) —u(@)||e <€, n>N, ze€X, (6.2)
(vgl. Satz 2.10 und Bemerkung 3.1(c)), und wir finden
lu(@)le <&+ lun(@)lle <e+llunllec,  z€X.

Dies zeigt, da§ die Abbildung u: X — FE beschrinkt ist, also zu B(X, E) gehort.
Schliefilich folgt nach Supremumsbildung in (6.2), daf ||u, — u)|ec < € fiir n > N
gilt, d.h., (u,) konvergiert in B(X, E) gegen u. m

Als unmittelbare Konsequenz der letzten beiden Theoreme kénnen wir fest-
halten: Fiir jede nichtleere Menge X sind

B(X,R), B(X,C), B(X,K™)
Banachrdume.
6.7 Bemerkungen (a) Die Vollstindigkeit eines normierten Vektorraumes E' ist
invariant unter Ubergang zu dquivalenten Normen, d.h., sind ||-||; und ||-||2 dqui-

valente Normen auf E, so ist (E,||-||1) genau dann vollstindig, wenn (E, ||-||2)
vollstandig ist.

(b) Der Vektorraum K™, versehen mit der Norm |-|; oder mit der Norm |-|so, ist
vollstandig.

(c) Ein vollstandiger Innenproduktraum (vgl. Theorem 3.10) heifit Hilbertraum.
Insbesondere zeigt Theorem 6.5, dal K™ ein Hilbertraum ist. m
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Die letzte Bemerkung werden wir in Paragraph II1.3 erheblich verschirfen,
indem wir beweisen, daf§ auf K™ alle Normen #quivalent sind.

Die Cantorsche Konstruktion der reellen Zahlen

Wir schlieflen diesen Paragraphen mit der Konstruktion eines weiteren Modells der re-
ellen Zahlen R. Die nachfolgenden Ausfithrungen kénnen beim ersten Lesen iibergangen
werden, da im weiteren von dieser Konstruktion kein Gebrauch gemacht werden wird.

Zuerst bemerken wir, dafl alle Aussagen dieses Kapitels iiber Folgen richtig bleiben,
wenn wir in Satz 1.7(iii), in den Definitionen von Nullfolgen und Cauchyfolgen sowie in
den Beweisen jeweils ,,zu jedem e > 0“ ersetzen durch ,fiir e = 1/N mit N € N*“. Dies
ist eine Konsequenz von Korollar 1.10.7.

Nun stellen wir uns auf den Standpunkt, wir seien lediglich im Besitz der rationalen
Zahlen. Gemif Theorem 1.9.5 ist Q = (Q, <) ein angeordneter Koérper. Folglich impliziert
Satz 1.8.10, daBl Q mit der vom Betrag |-| induzierten Metrik ein metrischer Raum ist.
Aufgrund der vorangehenden Feststellungen sind somit

R:={rc¢€ QY ; rist Cauchyfolge }

und
c:={re QY ; rist Nullfolge }
wohldefinierte Mengen. Aus Satz 6.1 folgt ¢o C R.

Durch Beispiel 1.8.2(b) wissen wir, daB Q" ein kommutativer Ring mit Eins ist.
Wir bezeichnen mit a die konstante Folge (a,a,...) in QY. Dann ist 1 das Einselement
des Ringes Q. Gemsi Beispiel 1.4.4(c) ist Q" mit der punktweisen Ordnung auch eine
geordnete Menge. Da diese Ordnung nicht total ist, ist QY aber kein angeordneter Ring.

6.8 Lemma R ist ein Unterring von QV, der die Eins 1 enthélt, und co ist ein eigentliches
Ideal in R.

Beweis Es seien r = (r;,) und s = (s,) Elemente von R, und N € N*. Da jede Cauchy-
folge beschriinkt ist, gibt es ein B € N* mit

Irn] < B, |su|<B, neN.
Setzen wir M := 2BN € N*| so existiert gem#fl Voraussetzung ein ng € N mit
|rn —Tm| <1/M , |spn—sm|<1/M, m,m > no .
Hiermit erhalten wir die Abschitzungen
|7 4+ 80— (Tm 4 $m)| < |rn — Tm| + |80 — sm| < 2/M <1/N

und
[Pnsn — TmsSm| < |rn|[$n — Sm| + |[Tn — Tm||$m| < 2B/M = 1/N

fiir m,n > ng. Also gehoren 4+ s und r - s zu R, was zeigt, da R ein Unterring von Q
ist. Es ist klar, da8 R das Einselement 1 enthilt. Aus den Sétzen 2.2 und 2.4 (mit K
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ersetzt durch Q) und aus Satz 6.3 folgt, daB ¢o ein Ideal in R ist. Wegen

(n-ll-1>neNec0\{o} ’ 1€ R\eo

ist ¢o eigentlich. m

Aus Aufgabe 1.8.6 wissen wir, dal R kein Kérper sein kann. Wir bezeichnen mit R
den Restklassenring von R nach dem Ideal co, d.h. R = R/co (vgl. Aufgabe 1.8.6). Es ist
offensichtlich, da§ die Abbildung

Q—R, a—lal=a+co, (6.3)

welche jeder rationalen Zahl a die Restklasse [a] der konstanten Folge a in R zuordnet,
ein injektiver Ringhomomorphismus ist. Somit kénnen (und werden) wir Q als Unterring
von R auffassen, indem wir Q mit seinem Bild unter der Abbildung (6.3) identifizieren.

Wir versehen nun R mit einer Ordnung. Dazu nennen wir r = (r,) € R strikt
positiv, wenn es N € N* und ng € N gibt mit r, > 1/N fiir n > no. Dann setzen wir
P :={r €R; rist strikt positiv} und definieren eine Relation < auf R durch die
Festlegung

[r] <[s]:<=>s—rePUco . (6.4)

6.9 Lemma (R, <) ist ein angeordneter Ring, der auf Q die natiirliche Ordnung induziert.

Beweis Es ist leicht zu sehen, dafi durch (6.4) eine Relation auf R definiert wird, d.h.,
dafl jene Definition unabhingig ist von den speziellen Reprasentanten. Ferner ist klar,
dafl die Relation < reflexiv ist, und man priift auch die Transitivitdt leicht nach. Um
die Antisymmetrie zu zeigen, seien [r] < [s] und [s] < [r]. Dann mul r — s zu ¢g gehoren,

da sonst r — s und s — r strikt positiv sein miifiten, was nicht méglich ist. Daher stimmen
[r] und [s] tiberein. Also ist < eine Ordnung auf R.

Es seien r,s € R, und weder r — s noch s — r sei strikt positiv. Dann gibt es zu
jedem N € N* ein n > N mit |r, — sn| < 1/N. Also besitzt r — s eine Teilfolge, die in Q
gegen 0 konvergiert. Folglich ist » — s gem&f Satz 6.4 selbst eine Nullfolge, d.h. r — s € ¢o.
Dies impliziert, da R vermoge < total geordnet ist.

Wir iiberlassen dem Leser den einfachen Nachweis, dal < mit der Ringstruktur
von R vertraglich ist.

Schlielich seien p,q € Q mit [p] < [¢]. Dann gilt entweder p < ¢, oder g — p ist
eine Nullfolge, was p = ¢ impliziert. Somit induziert die Ordnung von R die natiirliche
Ordnung von Q. m

6.10 Satz R ist ein Korper.

Beweis Es sei [r] € R*. Es bleibt zu zeigen, daf} [r] invertierbar ist. Wir kénnen anneh-
men (warum?), dafl r zu P gehort. Also gibt es ng € N und M € N* mit r, > 1/M fiir
n > ng. Folglich ist s := (s») mit

0, n <mno,
Sn =
" 1/7‘n7 n>mno,
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ein Element von Q. Da r eine Cauchyfolge ist, finden wir zu N € N* ein n; > no mit
[Tn — Tm| < 1/(NM?) fiir m,n > ni. Hieraus folgt

Tn —Tm

‘§M2|rn—7“m|<1/N, m,n > ni .

|sn = sm| =
TnTm

Also gehort s zu R. Da offensichtlich die Beziehung [r][s] = [rs] = 1 gilt, folgt, daB [r]

invertierbar ist mit [r]™* = [s]. m

Wir wollen nun zeigen, dafl R ordnungsvollstédndig ist. Dazu beweisen wir als Vor-
bereitung zwei weitere Hilfssétze.

6.11 Lemma Jede wachsende und nach oben beschrénkte [bzw. fallende und nach unten
beschrinkte] Folge in Q ist eine Cauchyfolge.

Beweis Es seir = (r,,) eine wachsende Folge in Q, und es gebe ein M € N* mit r,, < M
fiir n € N. Wir kénnen annehmen, dafl ro = 0 gilt (warum?).

Es sei N € N*. Dann sind nicht alle der Mengen
Iy:={neN; (k—1)/N<r,<k/N}, k=1,...,MN ,
leer. Also ist
K:=max{ke{l,...,MN}; I, #0 }
wohldefiniert, und es gelten die Aussagen:
rm <K/N, nmneN, dno €N:rpy > (K —1)/N .
Somit erhalten wir aus der Monotonie der Folge (r,) die Abschétzung

K K-1_1
N N — N’

was beweist, dafl » zu R gehort. Der Nachweis fiir fallende Folgen wird analog gefiihrt. m

0<rn—1m < n>m2>ng,

6.12 Lemma Fiir jede wachsende und nach oben beschrinkte [bzw. fallende und nach
unten beschrinkte] Folge (pi) in R existiert sup{ pr ; k € N} [bzw. inf{ pr ; k € N}].

Beweis Es geniigt, den Fall wachsender Folgen zu betrachten. Gibt es ein m € N mit
Pk = pm fiir k > m, so ist sup{ px ; k € N} = p,n. Andernfalls finden wir rekursiv eine
Teilfolge (px,)jen von (px) mit py, < px,,, fiir j € N. Aufgrund der Monotonie der Fol-
ge (px) geniigt es, die Existenz von sup{ px, ; j € N} nachzuweisen. Folglich kénnen wir
annehmen, dafl pr < pr41 fir k € N gilt.

Jedes pi hat die Form [r*] mit 7* = (7%),en € R. Zu k € N finden wir nj, € N und
Ni € N mit rf*1 — ¢k > 1/Ny, fiir n > ny, wobei die Folge (ng)ren wachsend gewiihlt

werden kann. Da es sich bei r* und 77! um Cauchyfolgen handelt, finden wir ms, > nj mit
rk ok < ! rk+1—rk+1< 1 n > mg
n miy 4Nk ) my n 4Nk ) p .
Fiir s, :=r}, +1/(2Ny) gilt deshalb
1 1
rﬁ+1—sk>4Nk, sk—rfb>4Nk, n>mg .
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Folglich sind die Relationen
o= <lsi) = su[1] < "' =, kEN, (6.5)

erfiillt. Wir setzen s := (s;). Nach Konstruktion ist s eine wachsende Folge in Q. Da die
Folge (pr) nach oben beschrinkt ist, gilt dies wegen (6.5) auch fiir s. Also gehort s gemif
Lemma 6.11 zu R, und (6.5) zeigt, daf die Abschitzung pix < [s] fiir k£ € N richtig ist.

SchlieBlich sei p € R mit pr < p < [s] fiir & € N. Dann folgt aus (6.5)
Sk[1]<pk+1§p<[8], keN,

was unmoglich ist. Also gilt [s] =sup{pr ; kEN}. m

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir leicht das folgende Resultat beweisen, wel-
ches aufgrund der Eindeutigkeitsaussage von Theorem 1.10.4 erneut die Existenz der
reellen Zahlen garantiert.

6.13 Theorem R ist ein ordnungsvolistindiger angeordneter Erweiterungskorper von Q.

Beweis Aufgrund von Lemma 6.9 und Satz 6.10 miissen wir nur noch die Ordnungs-
vollstdndigkeit von R zeigen.

Es sei also A eine nichtleere nach oben beschriankte Teilmenge von R, und v € R sei
eine obere Schranke von A. Mit Hilfe des ,,Verfahrens der Intervallhalbierung® konstru-
ieren wir rekursiv eine wachsende Folge («;) und eine fallende Folge (3;) wie folgt: Wir
wihlen ag € A und setzen (o := v sowie vo := (o + Bo)/2. Gibt es ein a € A mit a > 7o,
so setzen wir aj ;= und B := fo, andernfalls a; := ap und (1 := . Im néchsten
Schritt wenden wir dieses ,,Halbierungsverfahren“ auf das Intervall zwischen a; und 1
an, etc. Dann haben die Folgen («;) und (3;) die gewiinschten Eigenschaften. Aufler-
dem gilt: _

O<ﬁj—a]‘§(ﬁ0—ao)/2], jeN. (66)
Da («;) nach oben durch v und (8;) nach unten durch ao beschrinkt sind, existieren
a:=sup{a;; j € N} und 8 :=inf{ S, ; j € N} aufgrund von Lemma 6.12. Ferner folgt
aus (6.6) durch Ubergang zum Infimum

0<pB-a<inf{(fo—a)/2"; jeEN}=0.

Also ist a = (.
SchlieBlich gilt gem&f Konstruktion a < §; fiir alle a € A und j € N. Hieraus folgt
a<inf{p;; jeN}=p=a=sup{a;; jEN} <~, a€A.

Da dies fiir jede obere Schranke v von A gilt, folgt o = sup(A). m

Aufgaben
1 Essei (o, 8) € R% Fiir k € N setze man

) (B, k gerade ,
= (8,a) , k ungerade ,

und s, = > p_, k™ *zy, fiir n € N*. Man zeige, daB (s,) konvergiert.
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2 Esseien X := (X, d) ein vollstdndiger metrischer Raum und (z,) eine Folge in X mit
der Eigenschaft, daf es ein a € (0,1) gibt mit

d(Tnt1,2n) < @d(Tn, Tn-1) , neN*.
Man beweise, daB (x,) konvergiert.

3 Man zeige, daf} jede Folge in R eine monotone Teilfolge besitzt.
4 Man beweise (vgl. Aufgabe 3.7):

(a) Jede abgeschlossene Teilmenge eines vollstdndigen metrischen Raumes ist ein voll-
standiger metrischer Raum (mit der induzierten Metrik).

(b) Jeder abgeschlossene Untervektorraum eines Banachraumes ist selbst ein Banachraum
(mit der induzierten Norm).

(¢) £oo, ¢ und ¢o sind Banachriume.
(d) Es sei M ein vollstindiger metrischer Raum, und D C M sei (beziigl. der induzierten
Metrik) vollstindig. Dann ist D abgeschlossen in M.

5 Man verifiziere, dal die Ordnung < auf R = R/co transitiv und mit der Ringstruktur
von R vertréglich ist.

6 Fiir n € N* sei 2, := Y"7_, k~'. Man beweise:

(a) Die Folge (xr) ist keine Cauchyfolge in R.

(b) Fiir jedes m € N* gilt limp (Tn+m — zn) = 0.

(Hinweis: (a) Man weise nach, da8 (z,) nicht beschrinkt ist.)

7 Bsselx, := Y 7_, k2 fiir n € N*. Man beweise oder widerlege: (z,,) ist eine Cauchy-
folge in Q.
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7 Reihen

Es sei (z,,) eine Folge im Banachraum! (E, |-|). In der Regel gibt es zwei Moglich-
keiten, die Konvergenz von (z,) nachzuweisen. Entweder hat man eine Vermutung
iiber den Grenzwert x und weist direkt nach, da§ |« — x,| gegen Null konvergiert,
oder man verifiziert, daf (x,,) eine Cauchyfolge ist, und zieht dann die Vollstéindig-
keit von E heran.

Wir wollen diese beiden Moglichkeiten in den folgenden zwei Paragraphen zur
Untersuchung spezieller Folgen, der Reihen, verwenden. Dabei werden wir sehen,
daB die einfache rekursive Struktur der Reihen zu sehr handlichen Konvergenz-
kriterien fithrt. Wir erwidhnen das Wurzelkriterium und das Quotientenkriterium
in beliebigen Banachriumen, sowie das Kriterium von Leibniz fiir alternierende
reelle Reihen.

Konvergenz von Reihen

Es sei (xf) eine Folge in E. Dann definieren wir eine neue Folge (s,) in E durch

n
sn::E Ty , neN.
k=0

Die Folge (sy) heiit Reihe in E, und sie wird mit ) xj oder >, z; bezeichnet.
Dann sind s,, die n-te Partialsumme und zj der k-te Summand der Reihe " zy.
Eine Reihe ist also nichts anderes als eine Folge spezieller ,,Bauart“, deren Glieder
rekursiv durch

S0 ‘= Xo , Sp41 = Sp + Tp41 TLGN,

definiert sind. Eine Reihe ist die Folge ihrer Partialsummen.

Die Reihe Y x4 heifit konvergent, wenn die Folge (s, ) ihrer Partialsummen
konvergiert. Dann heifit der eindeutig bestimmte Grenzwert von (s,) Wert der
Reihe Y° z;, und wird oft mit Y.,z bezeichnet.? Schlieflich ist die Reihe Y
divergent, wenn die Folge (s,,) ihrer Partialsummen in E divergiert.

7.1 Beispiele (a) Die Reihe > 1/k! konvergiert in R. Gemé&8 Beispiel 4.2(g) hat
sie den Wert e, d.h. e = Y7 ( 1/k!.

(b) Die Reihe Y 1/k? konvergiert in R.

'Tm folgenden werden wir die Norm in einem Banachraum E oft mit |-| statt mit ||-|| bezeich-
nen. Bei aufmerksamem Lesen und unter Beriicksichtigung des Kontextes sind Verwechslungen
mit der euklidischen Norm ausgeschlossen.

2Gelegentlich ist es niitzlich, die ersten m Glieder der Reihe >k @k wegzulassen. Fiir die-
se neue Reihe schreiben wir dann } 7, . x, oder (sn)n>m. Hiufig wird es vorkommen, dafl
xo nicht definiert ist (zum Beispiel, wenn xj = 1/k gilt). Dann verstehen wir unter 3" z;, die
Reihe Y, < @
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Beweis Offensichtlich ist die Folge (s») der Partialsummen monoton wachsend. Da fiir
jedes n € N*

"1 - 1 - 1 1 1
= <1 -1 ( - > —14+1- <2
0= e SIED gy = (g ) S, <
k=1 k=2 k=2
gilt, ist die Folge (s,) beschrinkt. Somit ergibt sich die Behauptung aus Theorem 4.1. m

Es ist anschaulich klar, daf§ eine Reihe nur dann konvergieren kann, wenn die
zugrunde liegende Folge eine Nullfolge ist. Dieses notwendige Kriterium wollen wir
im folgenden Satz festhalten.

7.2 Satz Konvergiert die Reihe Y xy, so ist (xy) eine Nullfolge.

Beweis Es sei Y konvergent. Nach Satz 6.1 ist dann die Folge (sy,) der Parti-
alsummen eine Cauchyfolge. Somit gibt es zu e > 0 ein N € N mit |s,, — s;n| < &
fiir m,n > N. Insbesondere gilt

n+1 n

|5n+1_5n‘:’Zxk_zxk‘:‘xn+l|<€7 n>N,
k=0 k=0

d.h., (z,,) ist eine Nullfolge. m

Die harmonische und die geometrische Reihe

Die Umkehrung von Satz 7.2 ist falsch, wie das folgende Beispiel zeigt.

7.3 Beispiel Die harmonische Reihe Y 1/k divergiert in R.

Beweis Aus der Abschétzung fiir die Partialsummen
|s2n — $n| = > = neN*

folgt, daB (s,) keine Cauchyfolge ist. Also divergiert, wieder wegen Satz 6.1, die Fol-
ge (sn), d.h. die harmonische Reihe. m

Als einfache Anwendung des Satzes 7.2 erhalten wir eine vollsténdige Be-
schreibung des Konvergenzverhaltens der geometrischen Reihe >" a*, a € K.

7.4 Beispiel Es sei a € K. Dann gilt:

1
k
= 1.
E at = la| <
k=0

Fiir |a|] > 1 ist die geometrische Reihe divergent.
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Beweis Aus Aufgabe 1.8.1 kennen wir die Identitidten

n n+1
k 1—a
n = = B N.
s E a l—a n e

Gilt |a| < 1, so folgt aus Beispiel 4.2(a), daf3 (s,) fiir n — oo gegen 1/(1 — a) konvergiert.

Gilt andererseits |a| > 1, so ist auch |a*| = |a|* > 1, und die Reihe Y, a” divergiert
gemaf Satz 7.2. m
Rechenregeln

Reihen sind spezielle Folgen. Somit gelten alle Rechenregeln, die wir fiir konver-
gente Folgen hergeleitet haben, auch fiir Reihen. Insbesondere iibertrigt sich die
Linearitit der Abbildung lim (vgl. Paragraph 2 und Bemerkung 3.1(c)).

7.5 Satz Es seien Y aj und Y by konvergente Reihen und « € K.
(i) Die Reihe Y (ay + by) konvergiert. Fiir ihren Wert gilt

oo (oo} oo
D (ax+be) =3 jar+ ) b
k=0 k=0

k=0

(ii) Die Reihe Y (aay) konvergiert. Fiir ihren Wert gilt

o0 o0
Z(aak) =« Zak .
k=0 k=0

Beweis Wir setzen s, := >, _ap und ¢, := Y ,_, by fiir n € N. Nach Vorausset-
zung gibt es s,t € E mit s,, — s und t,, — t. Betrachten wir die beiden Identitéten

n n

Sp+ 1t = Z(ak +br), as,= Z(aak) ,

k=0 k=0

so folgen beide Aussagen aus Satz 2.2 und Bemerkung 3.1(c). m

Konvergenzkriterien

So, wie wir die Rechenregeln fiir konvergente Folgen auf Reihen iibertragen ha-
ben, kénnen wir auch die wichtigsten Konvergenzkriterien fiir Folgen auf Rei-
hen anwenden.



198 II Konvergenz

7.6 Theorem (Cauchy-Kriterium) Die folgenden zwei Aussagen sind dquivalent:
(i) > ay ist konvergent.
(ii) Zu jedem € > 0 gibt es ein N € N mit

m
’Zxk‘<€, m>n>N .
k=n+1

Beweis Offensichtlich gilt s,,, — s, = Z;n:nﬂ xy, fiir m > n. Somit ist (s,,) genau
dann eine Cauchyfolge in E, wenn Aussage (ii) wahr ist. Die Behauptung ergibt
sich nun aus der Vollstédndigkeit von E. m

Fiir reelle Reihen mit nichtnegativen Summanden gilt das folgende einfache Kon-
vergenzkriterium.

7.7 Theorem Es sei  xj eine Reihe in R mit xy, > 0 fiir k € N. Dann ist _ xj
genau dann konvergent, wenn (s,) beschrénkt ist. In diesem Fall hat die Reihe
den Wert sup,,cy Sn.-

Beweis Da die Summanden der Reihe nicht negativ sind, ist die Folge (s;,)
der Partialsummen wachsend. Somit konvergiert (s,) gemiB Theorem 4.1 ge-
nau dann, wenn (s,) beschrinkt ist. Die letzte Aussage erhalten wir aus dem-
selben Theorem. m

Ist > x eine Reihe in R mit nichtnegativen Summanden, so schreiben wir
>z < 00, falls die Folge der Partialsummen beschriankt ist. Mit dieser Schreib-
weise lautet die erste Aussage von Theorem 7.7:

ka <00 &= Zack konvergiert, .

Alternierende Reihen

Eine Reihe > yx in R heifit alternierend, falls y; und yr41 entgegengesetzte Vor-
zeichen haben. Eine alternierende Reihe kann immer in der Form + Y (—1)¥z, mit
x> 0 geschrieben werden.

7.8 Theorem (Leibnizsches-Kriterium) Es sei (zx) eine fallende Nullfolge mit
nichtnegativen Gliedern. Dann konvergiert die alternierende Reihe > (—1)*z) in R.

Beweis Die Folge der Partialsummen mit geraden Indizes (s, )nen ist wegen

S9n+42 — S2n = —Tap41 + Tapg2 <0, neN,
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fallend. Analog gilt
S9n43 — S2n+1 = Tant2 — Tant+3 > 0, neN.
Also ist (S2n+1)neny wachsend. Ferner gilt so5,41 < 825, und wir schlieflen:
Son+1 < S und  S2, >0, neN.

Geméifl Theorem 4.1 gibt es also reelle Zahlen s und ¢ mit sg, — s und s9,41 — ¢
fiir n — oo. Unser Ziel ist es nachzuweisen, daff die Folge (s,,) der Partialsummen
konvergiert. Dazu beachten wir zuerst

t—s= lim (52n+1 — Sgn) = lim Ton+1 — 0.
n—oo n—oo
Also gibt es zu € > 0 Zahlen Ny, No € N mit
|son —s| <&, 2n> Ny, und [sont1 — 8| <e, 2n+1>Ns.

Somit gilt |s, — s| < e fiir n > Ny V Ny, was die Behauptung beweist. m

7.9 Korollar Unter den Voraussetzungen von Theorem 7.8 gilt die Fehlerabschét-
zung |s — sp| < xpy1, n €N

Beweis Im Beweis von Theorem 7.8 haben wir
inf s9,, = s = sup san4+1
neN neN
gezeigt. Hieraus folgen die Ungleichungen
0 < s9p — 5 < 82 — Sopg1 = Topi1 neN, (7.1)
sowie
0<s—59p-1 < Son — Sopn_1 = Ton s n e N* . (72)

Fassen wir (7.1) und (7.2) zusammen, erhalten wir die Behauptung. m

Korollar 7.9 zeigt, dal der Fehler, der entsteht, wenn der Wert einer alter-
nierenden Reihe durch die n-te Partialsumme ersetzt wird, hochstens gleich dem
Absolutbetrag des ,ersten vernachldssigten Summanden® der Reihe ist. Genauer
zeigen (7.1) und (7.2), dafl der Wert durch die n-te Partialsumme mit fortschrei-
tendem n abwechselnd {iber- und unterschitzt wird.

7.10 Beispiele Die alternierenden Reihen
(@ (-1 /k=1-1+ :1), — 1+ —-- (alternierende harmonische Reihe)
(b) D /@h+1) =1 =545 —7+—
konvergieren geméfl dem Leibnizkriterium. Fiir ihre Werte gilt:

oo (oo}

-1 k+1 -1 k
ST cege SV T
k 2k+1 4

k=1 k=0

(vgl. Anwendung IV.3.9(d) und Aufgabe V.3.11). m
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g-al-Entwicklungen

Unsere Kenntnisse iiber Reihen erlauben eine Darstellung der reellen Zahlen als
Dezimalbruchentwicklungen, oder allgemeiner, als g-al-Entwicklungen. Dabei soll
folgendes Vorgehen formalisiert werden: Die rationale Zahl

24 4 ! + s + 0 + ’ + !
10 102 108 10*  10°
konnen wir in eindeutiger Weise als Dezimalbruch darstellen:

1 3 0 7 1
24,13071 := 2-10" +4-10° ‘
, 1307 0" + 0+101+102+103+104+105
Formal kénnen wir auch ,,unendliche Dezimalbriiche® wie
7,52341043 ...

zulassen, falls ein Algorithmus zur Bestimmung weiterer ,Stellen“ bekannt ist.
FEin solches Vorgehen bedarf jedoch einer weiteren Prézisierung, wie folgendes Bei-
spiel belegt:

=9 9 & 9 1
3,999...=3 =3 107%F=3 . =4.
’ +;10k +10k§ +10 -

Schliellich sei angemerkt, dafl die Zahl 10 als ,,Basis“ der obigen Entwicklungen
hochstens aufgrund historischer, kultureller oder praktischer Griinde, aber keines-
wegs aufgrund mathematischer Uberlegungen ausgezeichnet ist. So kénnen wir z.B.
auch Dualbruchentwicklungen wie

101,10010...=1-2240-2'+1-2°41.2724+0.27240-27341-27440-27° +. ..
betrachten.

Im folgenden sollen diese einleitenden Uberlegungen priizisiert werden. Fiir je-
de reelle Zahl z € R bezeichnet [x] := max{k € Z ; k < x } die grofite ganze Zahl,
welche x nicht {ibersteigt. Es ist eine einfache Konsequenz des Wohlordnungssat-
zes 1.5.5, daf die Abbildung

[:R—=2Z, 2w [a],

die GauBBklammer, wohldefiniert ist.

Es sei nun g € N mit g > 2 fest gewéhlt. Dann nennen wir die g Elemente
der Menge {0,1,...,g — 1} g-al-Ziffern. Fiir jede Folge (zx)enx von g-al-Ziffern,
d.h., fiir x, € {0,1,...,9 — 1}, k € N*, gilt offensichtlich folgende Abschétzung:

n 00
ngxkg_kg(g_l)zg_kzlv TLENX'
k=1 k=1

Somit konvergiert nach Theorem 7.7 die Reihe >~ 2,¢9~%, und fiir ihren Wert 2 gilt

0 < z < 1. Diese Reihe heifit g-al-Entwicklung der reellen Zahl z € [0, 1]. Ist speziell



II.7 Reihen 201

g = 10 bzw. g = 2 gewéhlt, so spricht man von einer Dezimal(bruch)entwicklung
bzw. einer Dual(bruch)entwicklung von x.

Es ist iiblich, fiir g-al-Entwicklungen der Zahl z € [0,1] die Schreibweise

e}
N 2 : —k
0,1‘11‘21‘31‘4... = Trg
k=1

zu verwenden, falls es klar ist, welche Wahl von g getroffen wurde. Ist m € N, so
ist leicht zu sehen, daf es eine eindeutige Darstellung der Form

L
mzzngjv yke{ovla"-ag_l}’ ngggv (73)
7=0

gibt.? Dann ist

oo L . oo
r=m+ Zl‘kg_k = Zngj + Zl‘kg_k
k=1 =0 k=1

eine nichtnegative reelle Zahl, und die rechte Seite dieser Darstellung heifit wieder
g-al-Entwicklung von z und wird in der Form

YelYe—1---Yo, L1223 . ..

geschrieben (falls g fest gewéhlt ist). Analog ist

—YeYe—1.--Y0, L1X2T3 . . .

die g-al-Entwicklung von —zx. Schliefllich heifit eine g-al-Entwicklung periodisch,
falls es £ € N und p € N* gibt mit x4, = xy fiir k > £.

7.11 Theorem FEs sei g € N mit g > 2. Dann besitzt jede reelle Zahl x eine g-al-
Entwicklung. Diese ist eindeutig, wenn Entwicklungen, welche x; = g — 1 fiir fast
alle k € N erfiillen, ausgeschlossen werden. Ferner ist x genau dann eine rationale
Zahl, wenn ihre g-al-Entwicklung periodisch ist.

Beweis (a) Es geniigt, den Fall z > 0 zu betrachten. Dann gibt es ein r € [0, 1)
mit x = [z] + r. Aufgrund der obigen Bemerkungen kénnen wir also ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit annehmen, daf§  zum Intervall [0,1) gehort.

(b) Um die Existenz einer g-al-Entwicklung von z € [0, 1) zu beweisen, gehen
wir von der rekursiven Definition

x1 = [gx], xp = [gk (az — ’ixjg_j)} , k>2, (7.4)

3Vgl. Aufgabe 1.5.11. Um Eindeutigkeit zu erhalten, miissen ,fiihrende Nullen“ weggelassen
werden. So werden z.B. 0-3%3 4+0-324+1-31 +2-3% und 1-3' +2- 39 als identische Tertialdar-
stellungen von 5 angesehen.
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aus, welche den (von der Schule her bekannten) ,Divisionsalgorithmus® formali-
siert. Mit obiger Setzung gilt offensichtlich z; € N. Wir wollen nachweisen, dafl
durch (7.4) g-al-Ziffern definiert werden, d.h. wir behaupten:

zr €{0,1,...,9— 1}, keN*. (7.5)

Um dies einzusehen, schreiben wir zuerst

Qk (33 - Zl‘jg*j) = gkaz — mgk*l - aczgkiz - l’k—zgz — Tk-19
j=1
) (7.6)
= 9" *(glgr —21) —w3) =+ —wh2g” —whag
— g(- . .g(g(ggg —x1) — .Tz) — = xk—1>

(vgl. Bemerkung 1.8.14(f)). Setzen wir rg := z und ry := gri_1 — xy fiir k € N*|
so folgen aus (7.6) die Identitéten

k—1
g (x — Z:cjg*j) =grp1, keN<. (7.7)
j=1
Also finden wir xy = [gri—_1] fiir k € N*. Dies beweist unsere Behauptung (7.5),
denn es gilt ja

Tk =gTk—1 — Tk = gTk—1 — [g’l"k,ﬂ S [0, 1) s keN.

Mit den eben gewonnenen g-al-Ziffern zj bilden wir die Reihe Y. zxg~*. Unser
Ziel ist es nachzuweisen, dafl ihr Wert gleich « ist. In der Tat, aus xy = [grk—1]
und (7.7) folgt

k—1

Oﬁxkﬁgrqugk(x—z%g*j), ke N*
j=1
und wir schlieflen auf
x—Zajjg*jEO, E>2. (7.8)

Andererseits gilt auch 7, = g* (m — Z;:ll J;jg_j) — 1z <1, also

ac—Zacjg <g 1+, kE>2. (7.9)
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Fassen wir (7.8) und (7.9) zusammen, so ergibt sich
k-1
ng—ijg_]<g_k+1, k>2.
j=1

Wegen limy_.o ¢~ F1 = 0 haben wir also z = Y32, z,¢~%, d.h. die gewiinschte
g-al-Entwicklung, erhalten.*

(¢) Um die Eindeutigkeit zu verifizieren, nehmen wir an, es giibe g-al-Ziffern
Tk, yk €4{0,1,...,9— 1}, k€ N* und ein ky € N* mit

(oo} oo
doag ™t =) wg ",
k=1 k=1

sowie T, # yr, und xp = yi fiir 1 < k < ky — 1. Dies impliziert

oo

(Tho = Uko)9 0= Y (yk—zr)g ™" (7.10)
k=ko+1

Wir kénnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dafl xx, > yx,, also
1 <z, — Yi,, gilt. Ferner erfiillen alle g-al-Ziffern xp und yi, die Abschétzung
yr — T < g — 1, und es gibt ein k1 > ko mit yi, — zk, < g — 1, da wir den Fall,
daf fast alle g-al-Ziffern gleich g — 1 sind, ausschlieflen. Somit folgt aus (7.10) die
Abschétzung

oo
97 < (T — k)9 P < (g—1) Y g =g,
k=ko+1

welche offensichtlich nicht richtig sein kann. Damit ist die Eindeutigkeit bewiesen.

(d) Essei Y_po; z1g~ " eine periodische g-al-Entwicklung von z € [0,1). Dann
gibt es £ € N und p € N* mit z44, = xy, fiir k > £. Es geniigt nachzuweisen, daf
2’ ==Y 77, 2,9~ " eine rationale Zahl ist. Setzen wir

l4+p—1

Xo = Z xkgik S Q )
k=t

so finden wir aufgrund der Voraussetzung xy, = xj, fiir £ > ¢ folgende Identitat:

oo o0
—k —k
g’ —a' = gtro+ Y kg = g
k=0+p k=¢

o0 o0

=g w0 + mepg*k - Zxkgfk = gPxo .
k=t k=¢

Also ist 2’ = gPxo(gP — 1)7! rational.

4Man iiberlege sich, daB dieser Algorithmus den Fall, da88 =), = g — 1 fiir fast alle k gilt, nicht
ergeben kann,
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Nun nehmen wir an, p und ¢ seien positive natiirliche Zahlen mit p < ¢ und
x = p/q. Dann setzen wir s := p und behaupten:
Es gibt s, € {0,1,...,¢ — 1} mit r, = sx/q , keN. (7.11)

In der Tat, fiir k = 0 ist die Aussage richtig. Es seien also k € N und 7 = s /q mit
0<sp<qg—1. Wegen zr1 = [grr] = [gsk/q] gibt es ein sg41 € {0,1,...,¢— 1}
mit gsp = qTr41 + Sk+1, und wir erhalten
gSk Sk+1
Tk+1 = 9Tk — Tk+1 = q = Tp+1 = .

Folglich ist (7.11) richtig. Da fiir s, nur die ¢ Werte 0,1,...,¢ — 1 zur Verfiigung
stehen, gibt es ko € {1,...,¢ — 1} und jo € {ko, ko +1,...,ko + ¢} mit s, = Sk,.
Also gilt rjy 41 = Tk, WaS Tjy4i = Tho+i fur 1 < i < jo — ko nach sich zieht. Somit
folgt aus w1 = [gry] fiir kK € N*| daB die g-al-Entwicklung von z periodisch ist. m

Die Uberabzihlbarkeit von R

Mit Hilfe von Theorem 7.11 kénnen wir nun leicht nachweisen, daf§ R nicht abz&hl-
bar ist.

7.12 Theorem Die Menge der reellen Zahlen R ist iiberabzdhlbar.

Beweis Nehmen wir an, R sei abzihlbar. Wegen Beispiel 1.6.1(a), Satz 1.6.7 und
{1/n; n>2}cC(0,1) ist dann das Intervall (0,1) eine abzihlbar unendliche
Menge, d.h. (0,1) = {z, ; n € N}. Aulerdem kénnen wir geméf Theorem 7.11
jedes z,, € (0,1) in eindeutiger Weise als Tertialbruch x,, = 0, xy,125,2 - . . darstel-
len, wobei fiir unendlich viele k € N* die Tertialziffern z,, 5 € {0,1,2} von 2 ver-
schieden sind. Wiederum aufgrund von Satz 1.6.7 ist dann insbesondere die Menge

X :={0,2p1%Tn2... ; Tnrp #2, n€N, ke N*}

abzihlbar. Da X offensichtlich gleichmichtig wie {0, 1} ist, schlieBen wir, daB
{0, 1} abzihlbar ist. Dies widerspricht Satz 1.6.11. m

Aufgaben
1 Man bestimme die Werte folgender Reihen:

WY mY )
2k 7 4k2 — 1~
2 Man untersuche das Konvergenzverhalten folgender Reihen:

(a)Z\/kz-i-\/lk—\/k’ ®) S0 (V4 1-VE) (C)Z:}w (d)z(k(tgk— .

3 Eine punktférmige Schnecke kriecht auf einem 1m langen Gummiband mit einer kon-
stanten Geschwindigkeit von 5cm/h. Am Ende der ersten und jeder weiteren Stunde wird
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das Band homogen um jeweils einen Meter gedehnt. Wird die Schnecke in endlicher Zeit
das rechte Ende erreichen, wenn sie zu Beginn der ersten Stunde am linken Ende startete?

4 Essel Y ay eine im Banachraum E konvergente Reihe. Man zeige, daf die Folge (r,,)
der Reihenreste r,, := ZZin ax eine Nullfolge ist.

5 Es sei (x) eine monoton fallende Folge, und )" x) konvergiere. Man weise nach, dafl
(kxk) eine Nullfolge ist.

6 Es sei (z) eine Folge in [0, 00). Man beweise die Aquivalenz
Tk
Zwk<oo<:>zl+xk < o0

7 Es sei (di) eine Folge in [0, 00) mit Y 7°  dip = oco.

(a) Was 1aBt sich iiber das Konvergenzverhalten folgender Reihen aussagen?

. dg, . dx
(l)zlerk’ (ll)zl+k2dk'
Ist die Voraussetzung an die Folge (dy) in jedem Fall notwendig?

(b) Man zeige anhand von Beispielen, dafl die Reihen

. d; .. dg
O, N ®X

sowohl konvergieren als auch divergieren kénnen.

(Hinweis: (a) Man unterscheide die Félle lim dx < oo und lim dj = 00.)

8 BEsseis:=) ;2 k2 Man zeige:
R N S R R S SR 5
22 42 52 72 82 102 9

9 Fiir (j,k) € N x N sei

_ @G-y, i#k,
Tjk = .
0, i=k.

Man bestimme fiir jedes j € N* den Wert der Reihe Y32 #jx. (Hinweis: Man zerlege @z
geeignet.)

10 Die Reihe Y ¢, /k! heiflt Cantorreihe, falls die Koeffizienten cj ganzzahlig sind und
0 < cpr1 < k fiir k € N* erfiillen.
Man beweise:

(a) Jede nichtnegative reelle Zahl z kann als Wert einer Cantorreihe dargestellt werden,
d.h., es gibt eine Cantorreihe mit « = Y 7, cx/k!. Diese Darstellung ist eindeutig, falls
fast alle ¢, von k — 1 verschieden sind.
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(b) Fiir die Reihenreste der Cantorreihe mit ¢ = k — 1 gilt

o]

Zk_lzl, neN.

k! n!
k=n+1

(c) Es sei z € [0,1) gemiB (a) dargestellt durch die Cantorreihe 3" ¢i/k!l. Dann® ist z
genau dann rational, wenn es ein ko € N* gibt mit ¢, = 0 fiir k > ko.

11 Man beweise den Cauchyschen Verdichtungssatz: Ist (x1) eine monoton fallende Folge
in [0, 00), so konvergiert 3 zx genau dann, wenn die Reihe 3 2%, konvergiert.

12 Es sei s > 0 rational. Man zeige, dafl die Reihe >, k™% genau dann konvergiert,
wenn s > 1 gilt. (Hinweis: Cauchyscher Verdichtungssatz und Beispiel 7.4.)

13 Man beweise die Aussage (7.3).
14 Es sei

2

n=1, n ungerade ,
Tn = —
-n"°, n gerade .

Man zeige, dafl > z, divergiert. Warum 18t sich das Leibnizkriterium nicht auf diese
Reihe anwenden?

15 Es sei (zn) eine Folge in (0,00) mit lim z, = 0. Man zeige, daf es Nullfolgen (z,)
und (y») in (0, 00) gibt mit

(a) > xn < oo und limz, /2, = 0.

() 3 yn = o0 und limy,, /2, = 0.

Insbesondere gibt es zu jeder noch so langsam [bzw. schnell] konvergierenden Nullfol-
ge (zn) eine Nullfolge (zn) [bzw. (yn)], die geniigend schnell [bzw. langsam] gegen Null
konvergiert, so dal Y xn < 0o [bzw. Y yn = 00] gilt, und die trotzdem eine Teilfol-
ge (zn,) [bzw. (yn,)] besitzt, die langsamer [bzw. schneller] gegen Null konvergiert als
die entsprechende Teilfolge (zn, ) von (zn).

(Hinweise: Es sei (z,) eine Folge in (0, 00) mit lim 2z, = 0. (a) Fiir ¥ € N* wiihle man
ng € N mit z,, < k~3. Man setze nun Tn,, = k=2 fir k € N, und z, = n~2 sonst.

(b) Man wihle eine Teilfolge (zy, ) mit limg z,, = 0, und setze yn, = zﬁk fir £ € N, und
yn = 1/n sonst.)

5Man vergleiche hierzu Aufgabe 4.7(b).
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8 Absolute Konvergenz

Da Reihen spezielle Folgen sind, gelten die Rechenregeln, die wir fiir allgemeine
Folgen gefunden haben, natiirlich auch fiir Reihen. Und weil die Summanden ei-
ner Reihe dem zugrunde liegenden normierten Vektorraum angehéren, kénnen wir
mit Reihen solche zusétzlichen Operationen ausfithren, welche von dieser Tatsache
Gebrauch machen. Beispielsweise kénnen wir der Reihe )z, die Reihe Y |z, | zu-
ordnen. Wihrend aus der Konvergenz der Folge (y,,) auch diejenige der Folge ihrer
Normen, (|yn|), folgt, zieht die Konvergenz der Reihe > x,, diejenige von > |z,
im allgemeinen nicht nach sich. Dies wird z.B. durch das unterschiedliche Kon-
vergenzverhalten der alternierenden harmonischen Reihe, Y (—1)¥*!/k, und der
harmonischen Reihe, Y~ 1/k, belegt. Auflerdem ist bei ,,unendlich vielen“ Opera-
tionen nicht zu erwarten, dafl das Assoziativgesetz der Addition richtig bleibt:

I=14+(-1+D)+(-1+D)+-=1-1)+1-1)+1—-1)+---=0.

Die Situation verbessert sich erheblich, wenn wir konvergente Reihen in R mit
positiven Summanden betrachten, oder allgemeiner: Reihen mit der Eigenschaft,
daB die Reihen der Absolutbetridge (Normen) ihrer Summanden konvergieren.

Wird nicht ausdriicklich etwas anderes vorausgesetzt, bezeichnet >z eine
Reihe in E, wobei im folgenden

E :=(E,|-|) ein Banachraum ist.

Die Reihe Yz heifit absolut konvergent, falls > |zx| in R konvergiert, also falls
gilt: > |zi| < o0.

Zuerst wollen wir diese Bezeichnungsweise rechtfertigen. Als unmittelbare
Konsequenz des Cauchy-Kriteriums gilt ndmlich:

8.1 Satz Jede absolut konvergente Reihe konvergiert.

Beweis Essei )y eine absolut konvergente Reihe in E. Dann konvergiert > |z |
in R. Also erfiillt > |zj| nach Theorem 7.6 das Cauchy-Kriterium, d.h., zu e >0
gibt es ein N mit

m
Z|xk|<s, m>n>N .
k=n-+1

Somit erfiillt auch die Reihe Y x) das Cauchy-Kriterium, denn es gilt ja

m m
’ka‘g Z lzk| < e, m>n>N . (8.1)
k=n-+1 k=n+1

Nun folgt wiederum aus Theorem 7.6, dafl > xy in F konvergiert. m
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8.2 Bemerkungen (a) Die Umkehrung von Satz 8.1 ist falsch, wie das Beispiel der
alternierenden harmonischen Reihe > (—1)**1/k zeigt. Diese Reihe konvergiert,
wie wir in Beispiel 7.10(a) festgehalten haben. Hingegen divergiert die zugehorige
Reihe der Absolutbetrige, d.h. die harmonische Reihe >~ k~! (vgl. Beispiel 7.3).

(b) Die Reihe )"z, heifit bedingt konvergent, falls x5, konvergiert, aber 3 x|
nicht konvergiert. Die alternierende harmonische Reihe ist somit eine bedingt kon-
vergente Reihe.

(c) Fiir jede absolut konvergente Reihe >z gilt die , verallgemeinerte Dreiecks-

ungleichung* . .
DIEED NP
k=0 k=0

Beweis Die Dreiecksungleichung impliziert

n
‘ iUk‘SZka\, neN.
k=0 k=0

Nun folgt die Behauptung unmittelbar aus den Sétzen 2.7, 2.10 und 5.3 (vgl. auch Be-
merkung 3.1(c)).

Majoranten-, Wurzel- und Quotientenkriterium

In der Theorie der Reihen spielen die absolut konvergenten eine besonders wichtige
Rolle, wie wir im folgenden sehen werden. Aus diesem Grund ist das nachstehende
Majorantenkriterium von herausragender Bedeutung, da es uns ein bequemes und
flexibles Mittel zur Verfiigung stellt, um die absolute Konvergenz einer Reihe zu
zeigen.

Es seien " 2 eine Reihe in E und > a eine Reihe in RT. Dann heiBt die
Reihe Y ar Majorante bzw. Minorante! fiir > 2y, falls es ein K € N gibt mit
|zk| < ar bzw. ap < || fir alle k > K.

8.3 Theorem (Majorantenkriterium) Besitzt eine Reihe in einem Banachraum
eine konvergente Majorante, so konvergiert sie absolut.

Beweis Es sei >z eine Reihe in E und ) ay sei eine konvergente Majorante.
Dann gibt es ein K mit |xi| < a, fiir ¥ > K. Nach Theorem 7.6 gibt es zu € > 0
ein N > K mit Y)" . ap <efirm >n>N.Da ) a; eine Majorante fiir ) xy,
ist, finden wir

m m
Z\mk|§ Zak<€, m>n>N .
k=n+1 k=n+1

IMan beachte, dal gemi#f unserer Definition eine Minorante stets nichtnegative Glieder
besitzt.
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Wenden wir nun das Cauchy-Kriterium auf die Reihe Y |zx| an, so erkennen wir,
daB > |zx| konvergiert. Also ist die Reihe ) x4 absolut konvergent. m

8.4 Beispiele (a) Fiir m > 2 konvergiert >, k=™ in R.

Beweis Wegen m > 2 gilt k=™ < k™2 fiir k € N*. Cemii8 Beispiel 7.1(b) ist dann > k™2
eine konvergente Majorante fiir Y k~™. m

(b) Fiir jedes z € C mit |z| < 1 konvergiert die Reihe Y 2* absolut.

Beweis Es gilt |2"| = |2|" fiir kK € N. Wegen |z| < 1 und Beispiel 7.4 ist die geometrische
Reihe 3 |2|* eine konvergente Majorante fiir 3 z*. m

Aus dem Majorantenkriterium ergeben sich weitere wichtige Hilfsmittel zur
Konvergenzuntersuchung von Reihen. Wir beginnen mit dem Wurzelkriterium, ei-
nem hinreichenden Kriterium fiir die absolute Konvergenz von Reihen in beliebigen
Banachraumen.

8.5 Theorem (Wurzelkriterium) Es seien ) xj eine Reihe in E und

o = lim /)2 .

Dann gelten folgende Aussagen:
> xy konvergiert absolut, falls o < 1.
> xy divergiert, falls a > 1.

Fiir « =1 kann Y x;, konvergieren oder divergieren.

Beweis (a) Es gelte o« < 1. Dann ist das Intervall (o, 1) nicht leer und wir kénnen
ein ¢ € (a,1) wihlen. Geméfl Theorem 5.5 ist « der grofite Haufungspunkt der
Folge ({/|zx|). Also finden wir ein K mit {/|zx| < ¢ fiir k > K, d.h., fiir k > K
gilt |71 < ¢*. Deshalb ist die geometrische Reihe Y ¢* eine konvergente Majorante
fiir > ap, und die Behauptung ergibt sich aus Theorem 8.3.

(b) Es gelte a > 1. Wir ziehen wiederum Theorem 5.5 heran, um unendlich
viele k € N mit {/|x;| > 1 zu finden. Somit gilt auch |zx| > 1 fiir unendlich viele
k € N. Insbesondere ist dann (zj) keine Nullfolge, und die Reihe Y zj, divergiert
gemif Satz 7.2.

(c) Um die Aussagen fiir den Fall @ = 1 zu beweisen, geniigt es, eine bedingt
konvergente Reihe in F = R mit @ = 1 anzugeben. Dies leistet die alternierende
harmonische Reihe, denn mit z, := (—1)**1/k gilt nach Beispiel 4.2(d):

%u:{/}c:;kﬂ (k — o0)

Somit folgt @ = lim {/|zx| = 1 aus Theorem 5.7. m
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Der wesentliche Punkt im eben gefithrten Konvergenzbeweis ist das Verwen-
den einer geometrischen Reihe als konvergente Majorante. Diese Idee fiihrt zu
einem weiteren niitzlichen Konvergenzkriterium, dem Quotientenkriterium.

8.6 Theorem (Quotientenkriterium) Es sei > xj eine Reihe in E und es gebe
ein Koy mit x # 0 fiir k > Ko. Dann gelten:

(i) Gibt es ein q € (0,1) und ein K > Ky mit

|~Tk:+1|

<gq k> K,
|2k |

— i

so konvergiert die Reihe Yz}, absolut.
(ii) Gibt es ein K > Ky mit

so divergiert die Reihe )" xj.

Beweis (i) Gemifl Voraussetzung gilt |zx41| < ¢|zg| fiir & > K. Ein einfaches
Induktionsargument ergibt die Abschéitzung

:\l‘K\ k

x| < ¢* ok K9 E>K.

Setzen wir ¢ := \xK|/qK, so erkennen wir ¢ ¢ als konvergente Majorante fiir
die Reihe Y xj, und die Behauptung folgt aus Theorem 8.3.

(ii) Die Voraussetzung impliziert, dal (zx) keine Nullfolge ist. Daher kann
die Reihe )z nicht konvergieren, wie wir in Satz 7.2 festgestellt haben. m

8.7 Beispiele (a) Y k%?27% < 0o, denn mit zy := k227* folgt

k+1)2 2k 1 1
|zkv1|  (B+1) B (1+

2 1
le| — 2FH1 2 2 k) oy (Boo)

Also gibt es ein K mit |zg41]/|zk] < 3/4 fiir k > K. Aus dem Quotientenkriterium
folgt nun die behauptete Konvergenz.

(b) Wir betrachten die Reihe
Z(l)kﬂfl)k_ Lottt ot
2 2 8 4 32 16

k+(—1)F
3"

|Zg41] _ 2, k gerade ,
|| 1/8, k ungerade ,

mit dem allgemeinen Glied zj := ( fiir £ € N. Dann gilt
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und wir erkennen, daf8 die Voraussetzungen von Satz 8.6 nicht erfiillt sind.? Trotz-
dem konvergiert die Reihe, denn es gilt

i 4/ = T §/ ()" = i /(1) =)
wie Beispiel 4.2(e) zeigt.

(c) Fiir jedes z € C konvergiert die Reihe Y 2* /k! absolut.?
Beweis Es sei z € C*. Mit zy, := zk/k! fir £ € N finden wir

lzea| _ |2l

_ < k> 2
le]  k+1-2° 2204

und die Behauptung folgt aus Theorem 8.6. m

Die Exponentialfunktion

Aufgrund des letzten Beispiels kann jeder komplexen Zahl z € C der Wert der
Reihe Y 2% /k! an der Stelle z zugeordnet werden. Die so definierte Funktion heif}t
Exponentialfunktion und wird mit exp bezeichnet, d.h.,

exp: C— C, ZHZI@' .
k=0

Die Reihe Y z*/k! heilt Exponentialreihe. Die Exponentialfunktion ist in der ge-
samten Mathematik von grofler Bedeutung. Wir werden sie und ihre Eigenschaften
im folgenden ausfiihrlich studieren. Bereits hier konnen wir festhalten, daf§ die Ex-
ponentialfunktion fiir reelle Argumente reellwertig ist, d.h. es gilt exp(R) C R. Fiir
die auf R eingeschrénkte Exponentialfunktion exp|R verwenden wir ebenfalls das
Symbol exp.

Umordnungen von Reihen

Es sei 0: N — N eine Permutation. Dann heifit die Reihe ), ;) Umordnung
von ) xp. Die Summanden der Umordnung ), 2, () stimmen also mit denen der
urspriinglichen Reihe tiberein, kénnen aber in einer anderen Reihenfolge auftre-
ten. Ist o eine Permutation von N mit o (k) = k fiir fast alle k € N, so haben > xy,
und 7, () das gleiche Konvergenzverhalten, und ihre Werte stimmen iiberein,
falls die Reihen konvergieren. Fiir Permutationen o : N — N mit o(k) # k fiir un-
endlich viele k € N ist dieser Sachverhalt im allgemeinen nicht richtig. Wir belegen
dies mit folgendem

2Aus praktischen Griinden ist es angebracht, bei Konvergenzuntersuchungen mit dem Quo-
tientenkriterium zu beginnen. Falls dieses versagt, kann das Wurzelkriterium immer noch zum
Ziel fithren (vgl. Aufgabe 5.4).

3Hieraus folgt, zusammen mit Satz 7.2, ein weiterer Beweis der Aussage von Beispiel 4.2(c).
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8.8 Beispiel Esseixy := (—1)*!/k und o : N* — N erfiille o(1) := 1, 0(2) := 2
und
k+k/3, falls 3|k ,

olk) =< k—(k-1)/3, falls 3| (k—1) ,
k+(k—2)/3, falls 3| (k — 2) ,

fiir £ > 3. Man priift leicht nach, dal o eine Permutation von N* ist. Wir erhalten
also mit

S UUEE NS NS N NS U U R
o) = 7974 T3 6 8 5 10 12

eine Umordnung der alternierenden harmonischen Reihe

5 RN
o =1 — I
k 23 4

Wir wollen nachweisen, da§ diese Umordnung konvergiert. Dazu bezeichnen wir
mit s,, bzw. ¢, die n-te Partialsumme von )z bzw. ), 2o (1), und mit s = lim s,,
den Wert von Y . Wegen

o(Bn)=4n, o(Bn—-1)=4n—-2, o(Bn-2)=2n-1, neN*
finden wir dann
¢ 1 1 1+1 1 1+ n 1 1 1
T T 3 8 2n—1 4n—2 4n
( 1 1)+( 1 1)+ +( 1 1 1)
2 4 6 2n—1 4n—-2 4n
=(3-2)* (6~ )+ (ines ™ an)
N 6 in—2 4n
1 1 1 1 1
= (1-,+ e )
2 2 '3 4 2n—1 o
1
= s, .
2

Also konvergiert die Teilfolge (£35),enx von (tm)menx gegen den Wert s/2. Ferner
gilt offensichtlich

lim |t3n+1 - t3n‘ = lim ‘t3n+2 - t3n| =0.
n— o0 n—o0

Hieraus folgt, dafi (¢,,) eine Cauchyfolge ist. Geméfl den Sétzen 6.4 und 1.15
konvergiert deshalb die Folge (¢,,) gegen s/2, d.h.

i SRS S S S S S S N s
e T ST T4 T3 6 85 10 12 T2

Schliellich wollen wir uns davon iiberzeugen, dafl s von Null verschieden ist. In

der Tat, aus Korollar 7.9 ergibt sich [s — 1| = |s — $1]| < —23 = ; n
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Dieses Beispiel zeigt, dal das Kommutativgesetz der Addition fiir ,,unend-
lich viele Summanden“ im allgemeinen nicht gilt, d.h., eine konvergente Reihe
kann nicht beliebig umgeordnet werden, ohne ihren Wert zu verdindern.* Der
néchste Satz zeigt, dafl die Werte absolut konvergenter Reihen unter Umordnungen
invariant sind.

8.9 Theorem (Umordnungssatz) Jede Umordnung einer absolut konvergenten
Reihe Y xy, ist absolut konvergent und besitzt denselben Wert wie Y xy,.

Beweis Zu e > 0 gibt es nach Theorem 7.6 ein N € N mit

m
Z lzk| < e, m>N .
k=N+1

Fiir m — oo ergibt sich deshalb die Abschiitzung ;% v, |ax| < €.

Es sei nun o eine Permutation von N. Fiir M := max{oc~1(0),...,07*(N)}
gilt {o(0),...,0(M)} >{0,...,N}. Somit gilt fiir jedes m > M
m N [eS)
‘Z%(k)—sz‘ < Z lzi| < e (8.2)
k=0

k=0 k=N+1

und auch
m N
‘Zm(m —Z\m] <e. (8.3)
k=0 k=0

Aus (8.3) folgt die absolute Konvergenz von ) x, (. Aus (8.2) erhalten wir, wegen
Satz 2.10 (und Bemerkung 3.1(c)), fiir m — oo

0o N
DIETEDIEAEES
k=0 k=0
Folglich stimmen die Werte der Reihen iiberein. m

Doppelreihen

Als erste Anwendung des Umordnungssatzes wollen wir Doppelreihen ) x;, im
Banachraum FE betrachten. Dazu gehen wir von einer Abbildung z: Nx N — E
aus und schreiben, wie in Paragraph 1, kurz «;, fiir (4, k). Die Abbildung « kann

4Vgl. Aufgabe 4.



214 II Konvergenz

im doppelt-unendlichen Schema

Too Tol To2 To3
T10 Z11 Ti2 T13
T20 X21 T22 T23 ... (8.4)
T30 *31 T32 T33

dargestellt werden. Es gibt offensichtlich verschiedene Moglichkeiten, ein solches
Schema ,aufzusummieren®, d.h. dem Schema (8.4) eine Reihe zuzuordnen, und
es ist keineswegs klar, unter welchen Voraussetzungen solche Reihen konvergieren
und die Grenzwerte von der Summationsreihenfolge unabhéingig sind.

Gemifl Satz 1.6.9 ist die Menge N x N abzédhlbar, d.h., es gibt eine Bijektion
a: N — N x N, eine Abzihlung von N x N. Ist « eine solche Abzihlung, so nen-
nen wir die Reihe ) 24(,) Anordnung der Doppelreihe } 2. Fixieren wir j € N
bzw. k € N, so heiflen die Reihen } -, ;i bzw. >, xj); j-te Zeilenreihe bzw. k-te
Spaltenreihe von > x;;. Konvergiert jede Zeilen- bzw. jede Spaltenreihe, so kénnen
wir die Reihe der Zeilensummen 3, (3pey @jk) bzw. die Reihe der Spaltensum-
men® >, (Zjio xji) betrachten. SchlieBlich nennen wir die Doppelreihe Y- 2y,
summierbar, wenn

n
sup Z || < o0
HENj,k:O

gilt.
8.10 Theorem (Doppelreihensatz) Es sei Yz eine summierbare Doppelreihe.

Dann gelten folgende Aussagen:

i) Jede Anordnung Ta(n) VO Y ki konvergiert absolut gegen einen von
n (n) J
der Abzidhlung o unabhéingigen Wert s € E.

(ii) Die Reihe der Zeilensummen ), (>rey ®jk) und die Reihe der Spaltensum-
men (Z;io xjk) konvergieren absolut, und es gilt

f;(i) zg(gm) s

5Mit diesen Definitionen sind nur der Begriff der Konvergenz fiir die Reihe der Zeilen- bzw.
Spaltensummen und die Konvergenz einer beliebigen Anordnung einer Doppelreihe erklért. Fiir
die Doppelreihe ) x;;, haben wir keinen Konvergenzbegriff im engeren Sinne eingefiihrt. Es ist
zu beachten, dafl die Konvergenz jeder Zeilen- bzw. Spaltenreihe gewéhrleistet sein mufl; um von
der Reihe der Zeilen- bzw. Spaltensummen sprechen zu kénnen.
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Beweis (i) Es seien a: N — N x N eine Abzéhlung von N x N und N € N. Dann
gibt es ein K € N mit

{a(0),...,a(N)} c {(0,0),(1,0),...,(K,0),...,(0,K),....(K,K)} . (85)

Zusammen mit der Summierbarkeit von )z erhalten wir

N K
D e £ D gkl <M
n=0

J,k=0

mit einer geeigneten von N unabhéngigen Konstanten M. Somit ist nach Theo-
rem 7.7 die Anordnung ), x4,y absolut konvergent.

Es sei nun 8: N — N x N eine weitere Abzidhlung von N x N. Dann ist of-
fenbar 0 := a~! o B eine Permutation von N. Setzen wir y,, := To(m) fiir m € N,
so gilt

Yo(n) = Ta(o(n)) = Tam) » ~ NEN,
d.h., die Anordnung ) xg(,) von ) xj; ist eine Umordnung von ) x4 (). Da
wir bereits wissen, dafi die Anordnung ) x,(,) absolut konvergiert, folgt die
verbleibende Aussage aus dem Umordnungssatz 8.9.

(ii) Zuerst halten wir fest, dafl sowohl jede Zeilenreihe Y ;- (zjk, j € N, als
auch jede Spaltenreihe Z;io z;r, k €N, absolut konvergiert. Dies folgt wiederum
aus der Summierbarkeit von ) | ;5 und aus Theorem 7.7. Somit sind die Reihe der
Zeilensummen (3% zjk) und die Reihe der Spaltensummen (Z;io Zjk)
wohldefiniert.

Wir wollen nachweisen, daf} diese Reihen absolut konvergieren. Dazu betrach-
ten wir die Abschétzungen

4 m L m m
Z‘ijk’§22|xjk|§ Z lzje] < M, L<m.
j=0 k=0 7=0 k=0 J,k=0

Fiir m — oo erhalten wir also Z§=0|Z;°=0 zjk| <M, (€N, was die absolute
Konvergenz der Reihe der Zeilensummen ) j (ZZO:O J;jk) beweist. Ein analoges
Argument zeigt die absolute Konvergenz der Reihe der Spaltensummen.

Es seien nun o: N — N x N eine Abzéhlung von N x Nund s := Y7 Ta(n)-
SchlieBlich sei € > 0. Dann gibt es ein N € N mit > >° \ | [Za(n)| < £/2. Ferner
finden wir ein K € N, so dafl (8.5) gilt. Hiermit schliefen wir auf

L m N
DIPIEIED PN
n=0

=0 k=0

)
< Z ‘l‘a(n)|<€/2, lLbm> K .
n=N+1

Nach den Grenziibergdngen m — oo und ¢ — oo erhalten wir

() - Lo

7=0 k=0

<eg/2.
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Beachten wir schlie3lich noch

N 00
‘S—Zl’a(n) < Z |$a(n)‘<€/2>
n=0 n=N+1

so finden wir mit der Dreiecksungleichung

(S0 oo

=0 k=0

Da dies fiir jedes € > 0 gilt, hat die Reihe der Zeilensummen den Wert s. Eine
analoge Argumentation zeigt, dafl auch der Wert von . (Z;‘io acjk) mit s iiber-
einstimmt. Damit ist der Umordnungssatz vollstdndig bewiesen. m

Cauchyprodukte

Doppelreihen treten in natiirliche Weise bei der Produktbildung von Reihen im
Korper K auf. Sind némlich > x; und ) yi zwei Reihen in K, so erhalten wir
durch Multiplikation der Summanden der Reihe ) y; mit jedem z;, j € N, fol-
gendes Schema:

ZToYo ToYi ToY2 ToY3

1Yo T1Y1r T1Y2 T1Ys .-

T2Yo X2Y1 T2Yy2 T2Y3 ... (8.6)

T3Yo T3Yr X3Y2 X3Y3

Konvergieren beide Reihen ) z; und ) yx, so sind die Reihe der Zeilensummen
durch >, ;- > e Yk und die Reihe der Spaltensummen durch Y, vy - Z;io xj
gegeben. Setzen wir schlieBlich x5, := z;y fiir (j,k) € N x N, so finden wir gemi8
dem in (I.6.3 ) angegebenen Verfahren eine Abzihlung 6 : N — N x N; so daf mit
den n-ten Diagonalsummen

Zp 1= Zxkyn,k , neN, (8.7)
k=0

gilt
n

;xam = Enj 20 =D (Y wnvns)

n k=0

Diese spezielle Anordnung 25, der zu Schema (8.6) gehérenden Doppelreihe
heiit Cauchy- oder Faltungsprodukt der Reihen ) z; und > yx (vgl. (8.8) in
Paragraph 1.8).
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Um den Doppelreihensatz auf das Cauchyprodukt von ) z; und ) yi anwen-
den zu kénnen, miissen wir sicherstellen, daf die Doppelreihe ) z;y; summierbar
ist. Ein einfaches hinreichendes Kriterium hierfiir ist die absolute Konvergenz von

> und Y yg.

8.11 Theorem (Cauchyprodukte von Reihen) Die Reihen Y z; und > yi seien
absolut konvergent in K. Dann konvergiert das Cauchyprodukt >~ > TkYn—k
von y_ x; und )y absolut, und es gilt

(g a:j) (ki:(:) yk) = ni_o%kz:%xkyn_k .

Beweis Mit x5 := z;yx fiir (j,k) € N x N gilt
n n n oo o0
Dzl =D legl - lyel <D lagl- D lwel, neN.
4,k=0 j=0 k=0 §=0 k=0
Also ist aufgrund der absoluten Konvergenz von ) z; und )y die Doppelrei-

he )" ;i summierbar. Die Behauptungen ergeben sich nun aus dem Doppelrei-
hensatz 8.10. m

8.12 Beispiele (a) Es gilt die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion:
exp(z) -exp(y) =exp(z +y), x,yeC. (8.8)

Beweis Gemif Beispiel 8.7(c) sind die Reihen 3 27 /5! und 3~ 4* /k! absolut konvergent.
Also folgt aus Theorem 8.11 die Identitét

_ooxj Wyk_oonxkyn—k
exp(a) - exp(y) = (3 Jt ) k) =2 (n— k)!) ' (89)
j=0 k=0 n=0 k=0
Aus der binomischen Formel erhalten wir
k. n—k n n
€z Yy _ 1 Tl' n—k __ 1 n k n—k n
okl (n—k)! nl & K (n— k)" Y n! =0<k>x voo= !(a:—i—y)

Somit ergibt (8.9)
0o + )"
exp(x) - exp(y) = Y @0 exp@+y)

also die Behauptung. m
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(b) Als eine erste Anwendung der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion
konnen wir die Werte der Exponentialfunktion fiir rationale Argumente bestim-
men.% Es gilt namlich

exp(r) =e" , reQ,

d.h., fiir eine rationale Zahl r ist exp(r) gleich der r-ten Potenz der Eulerschen
Zahl e.

Beweis (i) Gemifl Beispiel 7.1(a) gilt exp(1) = >"72 , 1/k! = e. Also folgt aus der Funk-
tionalgleichung (8.8):

exp(2) = exp(1 + 1) = exp(1) - exp(1) = [exp(1)]” = €’

Fin einfaches Induktionsargument liefert nun

exp(k) =", keN.

(ii) Offensichtlich gilt exp(0) = 1. Fiir k € N impliziert die Funktionalgleichung:
exp(—k) - exp(k) = exp(0). Hiermit schlieBen wir auf
exp(—k) = [exp(k)]_l , EeN.
Wegen (i) ergibt sich daher (vgl. Aufgabe 1.9.1)

S s Ry
exp( k)_exp(k:)_ek_(e )r=e", keN,

d.h., es gilt exp(k) = e” fiir k € Z.
(iii) Fiir ¢ € N* schreiben wir (unter Verwendung der Funktionalgleichung)
1 1 1 1\14¢
ezexp(l)zexp(q- > :exp( + -t > = [exp( ﬂ
q q q q

~ -

~
g-mal

und finden exp(1/q) = e'/9. SchlieBlich seien p € N und ¢ € N*. Dann gilt, mit Bemer-
kung 1.10.10(b), die Beziehung:

esn(y) ey oot ) = [ ()] = (7 e

~ ~
p-mal

(vgl. Aufgabe 1.10.3). Aus der Funktionalgleichung und exp(0) = 1 folgt auch

()= on(2)]

Mit dem bereits Bewiesenen und Aufgabe 1.10.3 finden wir schliellich
-1
eXp(*p> = [exp(pﬂ = [6p/q]_l =e P/,
q q

Damit ist alles bewiesen. m

SIn Paragraph II1.6 werden wir eine Verallgemeinerung dieser Aussage beweisen.
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(c) Theorem 8.11 ist fiir bedingt konvergente Reihen 1i. allg. falsch.

Beweis

D*/Vk+1 fiir

Tk =Yk = (—

Z\/k—i—l\/n

Beachten wir die Abschitzung

(k+1)(n—k+1)<

fiir 0 < k < n, so finden wir

|2a| =

k € N gilt

1)n—k _
—k+1

Z\/k+1 Y(n—k+1)

(n+1)°

n+1
—n—+1

=1.

Also kann nach Satz 7.2 die Reihe Zzozl zn, nicht konvergieren. m

(d) Man betrachte die Doppelreihe Y x5 mit

Tijk

= -1,

0

Sie ist nicht summierbar und es gelten

J

bezeichnet, ist divergent.”

0 -1
1 0
1

-1
0 -1
1 0
1

Z(ngk) S

]_k:]-v
j_k:_la
sonst .

;(ngk) 4

Die Reihe ) 50,) , wobei 6: N — N x N die , Diagonalabzihlung“ aus (1.6.3)

-1
0 -1
1 0 -1
1 0
1

n € N* .
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Fiir das Cauchyprodukt der bedingt konvergenten Reihen >z und > y, mit

"In der nachstehenden unendlichen ,Matrix“ deuten die grofien Nullen an, da8 alle nicht

aufgefiihrten Eintrége 0 sind.
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Aufgaben

1 Man untersuche das Konvergenzverhalten folgender Reihen:
E* k K2
@Y g O e ©@X0-DY
2k -1 2k —k 2k —k
(d) Z(k) ’ (e)z(k>2 ’ (f)z(k;>5 ‘

2 Fir welche a € R konvergieren die Reihen

3 Es sei ) zx eine bedingt konvergente Reihe in R. Man zeige, daf die Reihen® > xz'
und )z, divergieren.

4 Man beweise den Umordnungssatz von Riemann: Ist > xj eine bedingt konvergente
Reihe in R, so gibt es zu jeder Zahl s € R eine Permutation ¢ von N mit )7, 25 = s.
Ferner gibt es eine Permutation 7 von N, so da8l >, @, () divergiert. (Hinweis: Man
verwende Aufgabe 3 und approximiere s € R von oben und von unten durch geeignete
Kombinationen von Partialsummen der Reihen Yz} und — Yz, .)

5 Fiir (5,k) € N x N sei

@ #k,
ik 0, j=k.

Man zeige, dafl die Doppelreihe Y z;, nicht summierbar ist. (Hinweis: Man bestimme
die Werte der Reihen der Zeilen- und der Spaltensummen (vgl. auch Aufgabe 7.9).)

6 Es sei

l = 01(K) := <{ (zr) € s ; Y. x) ist absolut konvergent }, ||H1)

mit
oo
@)l o= |zl -
k=0

Man beweise:
(a) £1 ist ein Banachraum.
(b) ¢1 ist ein echter Untervektorraum von foo mit ||-|loc < [|-]|1.

(c) Die von £s auf ¢; induzierte Norm ist zu der ¢1-Norm nicht dquivalent. (Hinweis:
Man betrachte die Folge (£;) mit &; := (zj,x)ken, wobel z;, = 1 fir k < j, und z;, =0
fiir k > j gilt.)

7 Esseilen Y zn, . yn und > z, Reihen in (0, 00) mit > y, < co und Y z, = co. Man
beweise:

8Wir setzen 1 := max{z,0} und = := max{—=z, 0} fiir z € R.
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(a) Gibt es ein N mit

$n+1§yn+1 7 n>N,
Tn Yn
so konvergiert > xn.
(b) Gibt es ein N mit
Tn+1

v
W
3
£
3
Y
=

T Zn
so divergiert > an.

8 Man untersuche das Konvergenzverhalten der Reihen

" n+
Zi‘ln—i- ’ Z3n+6

+1 1

9 Es seien a,b > 0 mit a — b = 1. Man verifiziere, dal das Cauchyprodukt der Reihen®

a—i—Zan und —b—i—Zb”

n>1 n>1

absolut konvergiert. Insbesondere konvergieren die Cauchyprodukte von
242422424+ und —14+14+1+---

absolut.

10 Man beweise folgende Abbildungseigenschaften der Exponentialfunktion:
(a) exp(z) >0, = €R.

(b) exp: R — R ist strikt wachsend.

(¢) Zu jedem & > 0 gibt es z < 0 und y > 0 mit

exp(z) <e und exp(y) >1/e.

(Hinweis: Man beachte die Beispiele 8.12(a) und (b).)

9Man beachte, daB die Reihe a + > a™ divergiert.
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9 Potenzreihen

Wir untersuchen als néchstes die Frage, unter welchen Bedingungen formalen
Potenzreihen wohldefinierte Funktionen zugeordnet werden kénnen. Wie wir be-
reits in Bemerkung 1.8.14(e) festgehalten haben, bedarf die Losung dieser Aufga-
be im allgemeinen Fall, d.h. fiir Potenzreihen, die keine Polynome sind, praziser
Konvergenzuntersuchungen.

a:= Zaka = Zaka (9.1)
k

eine (formale) Potenzreihe in einer Unbestimmten mit Koeffizienten in K. Dann
ist > agz” fiir jedes z € K eine Reihe in K. Wir setzen

Es sei

dom(a) := {z € K; Yaxz" konvergiert in K }

und bezeichnen fiir € dom(a) mit a(x) den Wert der (formalen) Potenzreihe (9.1)
im Punkt z, d.h.

a(z) = Zakxk , x € dom(a) . (9.2)
k=0

Dann ist a: dom(a) — K eine wohldefinierte Abbildung, die durch die (formale)
Potenzreihe (9.1) dargestellte Funktion.

Man beachte, daf fiir jedes a € K[X] stets 0 zu dom(a) gehort. Die folgenden
Beispiele belegen, dafl jeder der Fille
dom(a) =K, {0} C dom(a) C K, dom(a)={0}

auftreten kann.

9.1 Beispiele (a) Es sei a € K[X] C K[X], d.h., es gelte ar =0 fiir fast alle
k € N. Dann gilt dom(a) = K, und a stimmt mit der in Paragraph 1.8 eingefiihrten
polynomialen Funktion {iberein.

(b) Die Exponentialreihe Y z* /k! konvergiert fiir jedes z € C absolut. Fiir die
Potenzreihe

Lk
a:= E k;!X e C[X]
gelten somit dom(a) = C und a = exp.

(c) Nach Beispiel 7.4 konvergiert die geometrische Reihe -, 2" fiir jedes = € Bx
absolut gegen den Wert 1/(1 — ), und sie divergiert, falls  nicht zu Bgx gehért.
Also gelten fiir die durch die geometrische Reihe

a:=)» X*eK[X]

dargestellte Funktion a die Beziehungen: dom(a) = Bg und a(z) = 1/(1 — ) fiir
x € dom(a).
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(d) Die Reihe Y, k!z* divergiert fiir jedes z € K*. Folglich besteht der Definiti-

onsbereich der durch die Potenzreihe a := >~ k! X* dargestellten Funktion a aus
der einpunktigen Menge {0}, und a(0) = 1.

Beweis Fiir z € K* und k € N sei  := k! z*. Dann gilt

|‘T’“+‘1| =(k+1)|z| — oo (k— o0).
Tk

Also divergiert die Reihe Y~z = 3 k! 2* nach dem Quotientenkriterium. m

Der Konvergenzradius

Die spezielle Bauart von Potenzreihen erlaubt es, die Konvergenzkriterien des letz-
ten Paragraphen besonders gewinnbringend einzusetzen.

9.2 Theorem Zu jeder Potenzreihe a =Y ap X* mit Koeffizienten in K gibt es
genau ein p := p, € [0, 00| mit folgenden Eigenschaften:
(i) Die Reihe Y apx® konvergiert absolut fiir x € K mit |z| < p und divergiert
fiir |z| > p.
(ii) Es gilt die Hadamardsche Formel:

1
Pa = . (9.3)
lim {/\ak\
k—o0

Die Zahl* p, € [0, 00| heifit Konvergenzradius von a, und
paBx ={z €K [z| < pa}
ist der Konvergenzkreis von a.

Beweis Wir definieren p, durch (9.3). Dann gehort p, zu [0, 00|, und

lim ’\“/|akack| = |z| lim ¥/|ax| = |2|/pa -
k— o0 k— o0
Nun folgen alle Behauptungen aus dem Wurzelkriterium. m

9.3 Korollar Fiira =Y a, X* € K[X] gilt p,Bx C dom(a) C p,Bx. Insbesondere
stellt die Potenzreihe a in ihrem Konvergenzkreis die Funktion a dar.?

Neben dem Wurzelkriterium steht uns auch das Quotientenkriterium zur
Verfiigung, um die Konvergenz von Potenzreihen sicherzustellen. Dies fithrt zu
folgendem

ISelbstverstandlich verwenden wir in Formel (9.3) die in Paragraph 1.10 festgelegten Rechen-

regeln fiir die erweiterte Zahlengerade R.
2Wir werden in Bemerkung 9.6 sehen, daB paBx i.allg. eine echte Teilmenge von dom(a) ist.
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9.4 Satz Esseia=>), ar X"* eine Potenzreihe, und es existiere lim|ak/ak+1| in R.
Dann kann der Konvergenzradius von a durch die Formel

berechnet werden.

Beweis Da o := lim|ak/ak+1| in R existiert, gilt

k+1
‘ak+1aj ’ _ ‘a'k-‘rl ‘ ‘l‘| N |J?| (k‘ _ OO) ) (94)

apxk ax
Es seien nun z,y € K mit |2| < o und |y| > «. Dann implizieren (9.4) und das

Quotientenkriterium, daB8 die Reihe Y apz* absolut konvergiert, die Reihe 3 apy”
aber divergiert. Geméfi Theorem 9.2 gilt somit « = p,. m

9.5 Beispiele (a) Der Konvergenzradius der Exponentialreihe > (1/k!) X ist co.
Beweis Wegen
} ak | _ ‘ 1/k!
Ak+1 1/(k+1
impliziert Satz 9.4 die Behauptung. m
(b) Es sei m € Q. Dann hat?® 3" k™ X* € K[X] den Konvergenzradius 1.
Beweis Aus den Sdtzen 2.4 und 2.6 folgt leicht:

‘aZil‘:(kil)m_’l (k — o) .

)!‘:k+1*>00 (k — o0)

Somit erhalten wir die Behauptung aus Satz 9.4. m
(c) Es seia € K[X] durch

1 1

L p2 4 9
a=) X" =X A X X0
definiert. Dann gilt p, = 1.
Beweis® Die Koeffizienten aj von a erfiillen:
{ 1/j0,  k=3*, jEN,
ar =
0 sonst .

Aus 1 < j! < 59, Bemerkung 1.10.10(c) und Aufgabe 1.10.3 folgt die Abschitzung
LS s Vit =GV =5 = i
Wegen lim; /5 = 1 (vgl. Beispiel 4.2(d)) finden wir also pa = limy {/|ax| = 1. m
3Hier (und in analogen Fillen) vereinbaren wir, daf der nullte Koeffizient ag der Potenzreihe a

den Wert 0 hat, falls der angegebene Ausdruck aop (in K) nicht definiert ist.
4Man beachte, daB Satz 9.4 hier nicht angewendet werden kann. Warum?
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9.6 Bemerkung Uber das Konvergenzverhalten einer Potenzreihe auf dem , Rand“
{z €K ; |z| = p} des Konvergenzkreises kann keine allgemeine Aussage gemacht
werden. Wir belegen dies wie folgt: Setzen wir in Beispiel 9.5(b) der Reihe nach
m = 0,—1,—2, so erhalten wir die Potenzreihen

i o x*k, (ii) Z;X’“, (ii) Zklzxk,

welche alle den Konvergenzradius p = 1 besitzen. Auf dem Rand des Konvergenz-
kreises gilt hingegen:

(i) Die geometrische Reihe >~ % divergiert gem#f Beispiel 7.4 fiir jedes » € K mit
|z| = 1. Damit ist in diesem Fall dom(a) = Bk.

(ii) Nach dem Leibnizkriterium von Theorem 7.8 konvergiert die Reihe Y (—1)%/k

bedingt in R. In Beispiel 7.3 haben wir andererseits gesehen, daf§ die harmonische
Reihe Y 1/k divergiert. Also gelten: —1 € dom(a) und 1 ¢ dom(a).

(iii) Es sei x € K mit || = 1. Dann sichern das Majorantenkriterium von Theo-
rem 8.3 und Beispiel 7.1(b) die absolute Konvergenz von S k~2z*. Folglich ist
dom(a) = Bg. m

Rechenregeln

Aus Paragraph 1.8 wissen wir, dafl K[X] ein Ring ist, wobei die Summe durch die
»gliedweise Addition“ und die Multiplikation durch das Faltungsprodukt definiert
sind. Der nachfolgende Satz zeigt, dafl diese Operationen mit der punktweisen Ad-
dition und Multiplikation der durch sie dargestellten Funktionen vertraglich sind.

9.7 Satz (Rechenregeln fiir konvergente Potenzreihen) FEs seien a = Y a; X* und
b= > b X* Potenzreihen mit den Konvergenzradien p, und py. Dann gelten fiir
x € K mit |z| < p := min(pg, pp) folgende Formeln:

(o) o0 (o)
Z arpz® + Z b = Z(ak + bk)xk ,
k=0 k=0

Li akx"?] Li bkl'k] - é(g ajbk;fj)l'k ‘

Auflerdem ist fiir den Konvergenzradius pq1p bzw. pe.p der Potenzreihe a + b bzw.
a - b die Abschéitzung pa+s > p bzw. pge.p > p richtig.

Beweis Aufgrund von Theorem 9.2 folgen alle Aussagen unmittelbar aus Satz 7.5
und Theorem 8.11. m
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Der Identititssatz fiir Potenzreihen

Es sei p € K[X]. Der Identitétssatz fiir Polynome (Bemerkung 1.8.19(c)) besagt,
dafl p das Nullpolynom ist, falls p an mindestens Grad(p) + 1 Stellen verschwindet.
Das folgende Theorem dehnt dieses Resultat auf die Klasse der Potenzreihen aus.

9.8 Theorem (Verschwindungssatz fiir Potenzreihen) FEs sei Y. axX* eine Po-
tenzreihe mit positivem Konvergenzradius p,, und es gebe eine Nullfolge (y;) mit
0 < |y;] < po und

aly;) = E:ak;yéC =0, jeN. (9.5)
k=0

Dann gilt ar, = 0 fiir alle k € N, d.h., a = 0 € K[X].

Beweis (i) Fiir beliebiges n € N beweisen wir zuerst eine Abschétzung fir die
durch den ,Reihenrest® >, apX ¥ von a dargestellte Funktion. Dazu wihlen

wir 7 € (0, po) und = € rBx. Die absolute Konvergenz von a auf p,Bx liefert dann

o0 o0 o oo

k k— i
> k| <3 lanl 2 = ol > lal 2" < Jal" 3 lajinl
k=n k=n k=n 7=0

Somit gibt es zu jedem r € (0, p,) und n € N ein

C:=C(rn) =Y _lajn|r’ €[0,00)

§=0

mit

‘Z akxk‘ <Claz|" x € Bg(0,7) . (9.6)

k=n

(ii) Da (y;) eine Nullfolge ist, gibt es ein 7 € (0, p,), so daB alle y; in rBg

liegen. Nehmen wir an, es gébe ein n € N mit a, # 0. Nach dem Wohlordnungs-

prinzip gibt es dann ein kleinstes ng € N mit a,, # 0. Aus (9.6) folgt deshalb die
Abschitzung

la(z) — ap,a™| < Clz[™™ | z e Bg(0,r) .

Nun erhalten wir aus (9.5), daB |an,| < C'|y;| fiir j € N gilt, und wir finden wegen
y; — 0 und Korollar 1.10.7 den Widerspruch: a,, = 0. m

9.9 Korollar (Identitéitssatz fiir Potenzreihen) Es seien

a= Zaka und b= Zkak
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Potenzreihen mit positiven Konvergenzradien p, und py, und es gebe eine Null-
folge (y;) mit 0 < |y;| < min(pq, pp) und a(y;) = b(y;) fir j € N. Dann gilt a = b
in K[X], d.h., a), = by, fiir alle k € N.

Beweis Dies folgt unmittelbar aus Satz 9.7 und Theorem 9.8. m

9.10 Bemerkungen (a) Hat die Potenzreihe a = 3~ a, X* einen positiven Konver-
genzradius, so sind nach dem Identitédtssatz die Koeflizienten aj von a durch die
im Konvergenzkreis dargestellte Funktion a eindeutig bestimmt. Mit anderen Wor-
ten: Wird eine Funktion f: dom(f) C K — K in einem Kreis um den Nullpunkt
iiberhaupt durch eine Potenzreihe dargestellt, so ist letztere eindeutig bestimmt.

(b) Die durch a =} axX ¥ in p,By dargestellte Funktion a ist auf jedem abge-
schlossenen Ball rBx mit r € (0, p,) beschrinkt. Genauer gilt

[e%S)
sup la(@)] < 3 Jax] r*
|z|<r k=0

Beweis Dies ergibt sich aus der Abschétzung (9.6) mit n =0. m

(c) Wir werden in Paragraph I11.6 Potenzreihen kennenlernen, die unendlich viele,
sich nicht hdufende Nullstellen besitzen und trotzdem nicht identisch verschwin-
den. Somit kann auf die Voraussetzung der Konvergenz der Nullstellen in Theo-
rem 9.8 nicht verzichtet werden.

(d) Esseia =Y arXF eine reelle Potenzreihe, d.h. ein Element von R[X]. Wegen
R[X] ¢ C[X] kann a auch als komplexe Potenzreihe aufgefafit werden. Bezeichnen
wir die von a € C[X] dargestellte Funktion mit ac, so gilt offensichtlich ac D a,
d.h.; ac ist eine Erweiterung von a. Gem#fl Theorem 9.2 ist der Konvergenzradi-
us p, unabhingig davon, ob a als reelle oder komplexe Potenzreihe aufgefait wird.
Also gilt:
(—pPa, pa) = dom(a) N pBc C paBe C dom(ag) -

Somit kénnen wir uns génzlich auf die Betrachtung von komplexen Potenzrei-

hen beschrianken. Dann folgt: Besitzt eine Konvergenzreihe reelle Koeflizienten, so
nimmt die durch sie dargestellte Funktion an reellen Stellen reelle Werte an. m

Aufgaben
1 Es sei ai fiir k € N* gegeben durch

Vk2k , k! 1 1 1 1\k
@ e OED L © s @ @ s ()

Man bestimme jeweils den Konvergenzradius der Potenzreihe Y ar X k.

2 Man verifiziere, daB8 die Potenzreihe a = 3" (1 + k) X* den Konvergenzradius 1 besitzt
und da8 fiir die durch a dargestellte Funktion a gilt: a(z) = (1 — 2) 72 fiir |2| < 1.
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3 Die Potenzreihe Zaka besitze den Konvergenzradius p > 0. Man zeige, daf§ die
Reihe 3" (k + 1)ar+1X* ebenfalls den Konvergenzradius p besitzt.

4 Essei Y ay eine divergente Reihe in (0,00), und 3" a, X* besitze den Konvergenzra-

dius 1. Ferner sei
fn—zak(17n> s n€eN” .
k=0
Man beweise, daf die Folge (f») gegen oo konvergiert. (Hinweis: Man benutze die Ber-
noullische Ungleichung, um Terme der Form 1 — (1 — 1/n)™ nach oben abzuschiitzen.)

5 Fiir die Folge (ax) in K gelte die Beziehung
0 < lim|ag| < lim|ag| < oo .

Man bestimme den Konvergenzradius von 3 ax X*.

6 Man zeige, dafl der Konvergenzradius p einer Potenzreihe Y apX k mit ax # 0 fiir
k € N stets folgende Ungleichung erfiillt:

af af

< p < lim|

lim‘

Ak+1 Ak+1

7 Eine Teilmenge D eines Vektorraumes heiffit symmetrisch beziigl. 0, wenn aus x € D
stets —x € D folgt. Ist D symmetrisch, und ist f: D — E eine Abbildung in einen Vek-
torraum F, so heiit f gerade [bzw. ungerade], wenn f(z) = f(—z) [bzw. f(z) = — f(—z)]
fiir alle x € D gilt. Man charakterisiere die geraden und die ungeraden K-wertigen Funk-
tionen, die sich in geeigneten Kreisen um 0 € K durch eine Potenzreihe darstellen lassen,
durch Bedingungen an die Koeffizienten dieser Potenzreihe.

8 Es seien a und b Potenzreihen mit Konvergenzradien p, und p,. Man belege anhand
von Beispielen, dal po+b > max(pa, pp) und pep > max(pa, pp) gelten konnen.

9 Bsseia=) apX* € C[X] mit ap = 1.

(a) Man zeige, daB es ein b= > by X* € C[X] gibt mit ab =1 € C[X]. Man gebe einen
Algorithmus zur sukzessiven Berechnung der Koeffizienten by an.

(b) Es ist zu verifizieren, dal der Konvergenzradius p, von b positiv ist, falls derjenige
von a nicht Null ist.

10 Essei b= b X* € C[X] mit (1 - X — X*)b=1 € C[X].
(a) Man verifiziere, da§ die Koeffizienten by, die Rekursionsvorschrift
bo=1, bi=1, bry1=0brx+br_1, ke N,

erfiillen, d.h., (by) ist die Folge der Fibonacci-Zahlen (vgl. Aufgabe 4.9).

(b) Wie gro8 ist der Konvergenzradius von b?
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Stetige Funktionen

In diesem Kapitel behandeln wir die topologischen Grundlagen der Analysis und
geben erste Anwendungen. Wir beschrénken uns auf die Topologie der metrischen
Réume, auf die wir im vorigen Kapitel in natiirlicher Weise gestoflen sind. Einer-
seits bilden die metrischen Rdume einen umfassenden Rahmen fiir die meisten
Untersuchungen analytischer Natur. Andererseits ist ihre Theorie einfach und
anschaulich genug, um auch Anfinger vor keine grofleren Versténdnisprobleme
zu stellen.

Da bei tieferem Eindringen in die Mathematik der Begriff des metrischen
Raumes nicht immer ausreichend ist, haben wir uns bemiiht, alle Beweise, bei de-
nen dies ohne erheblichen Mehraufwand mdoglich ist, so zu fithren, dafl sie auch
in allgemeinen topologischen Ridumen giiltig sind. Am Ende der jeweiligen Pa-
ragraphen, welche topologischen Fragestellungen gewidmet sind, zeigen wir auf,
inwieweit die fiir metrische Radume formulierten Satze allgemeine Giiltigkeit be-
sitzen. Durch das Studium dieser Ergédnzungen, die beim ersten Durcharbeiten
dieses Buches ausgelassen werden kénnen, erwirbt der Leser Kenntnisse der men-
gentheoretischen Topologie, die in der Regel fiir die weitere Beschéftigung mit der
Mathematik ausreichen, bzw. gegebenenfalls leicht ergénzt werden kénnen.

Im ersten Paragraphen behandeln wir die Grundbegriffe der Stetigkeit von
Abbildungen zwischen topologischen Rdumen. Insbesondere stellen wir mit dem
Folgenkriterium die Beziehung zum vorangehenden Kapitel her, so dafl wir die dort
gewonnenen Kenntnisse iiber konvergente Folgen zur Untersuchung von Funktio-
nen verwenden koénnen.

Paragraph 2 ist dem zentralen topologischen Begriff der Offenheit und den
damit zusammenhingenden Konzeptionen gewidmet. Als eines der Hauptresultate
beweisen wir die Charakterisierung stetiger Abbildungen durch die Aussage, daf}
Urbilder offener Mengen offen sind.

Der néichste Paragraph handelt von kompakten metrischen Réumen. Insbe-
sondere charakterisieren wir die Kompaktheit durch die Folgenkompaktheit. Die
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grofle Bedeutung der Kompaktheit kommt bereits hier in den Anwendungen, die
wir geben, zum Vorschein. Als Konsequenz des Satzes vom Minimum und Ma-
ximum stetiger reellwertiger Funktionen auf kompakten Mengen zeigen wir, dafl
auf K" alle Normen #dquivalent sind und geben einen Beweis des Fundamentalsatzes
der Algebra.

In Paragraph 4 untersuchen wir zusammenh#ngende und wegzusammenhén-
gende Réume. Insbesondere zeigen wir, dafl diese beiden Begriffe im Fall offener
Teilmengen normierter Vektorriume iibereinstimmen. Als (zu diesem Zeitpunkt)
wichtigste Anwendung des Zusammenhangsbegriffes beweisen wir den allgemeinen
Zwischenwertsatz.

Nach diesem Exkurs in die mengentheoretische Topologie, mit dem wir die
Grundlage fiir viele analytische Untersuchungen in den folgenden Kapiteln legen,
wenden wir uns in den beiden verbleibenden Paragraphen dieses Kapitels der Un-
tersuchung von Funktionen zu. Im kurzen fiinften Paragraphen diskutieren wir das
Abbildungsverhalten monotoner Funktionen einer reellen Variablen und beweisen
insbesondere den wichtigen Umkehrsatz fiir stetige monotone Funktionen.

Waéhrend wir in den ersten fiinf Paragraphen relativ abstrakte Untersuchun-
gen durchfithren und nur wenige konkrete Beispiele behandeln, wenden wir uns im
letzten, vergleichsweise langen Paragraphen dem Studium konkreter Funktionen
zu. Ausfiihrlich behandeln wir die Exponentialfunktion und ihre Verwandten: den
Logarithmus, die allgemeine Potenz und die trigonometrischen Funktionen. Neben
einer Fiille wichtiger Einzelresultate werden in diesem Paragraphen praktisch al-
le zuvor bereitgestellten Hilfsmittel eingesetzt, um eine genaue Beschreibung des
Abbildungsverhaltens der komplexen Exponentialfunktion zu gewinnen, was u.a.
auch den Reiz dieses Paragraphen ausmacht.
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1 Stetigkeit

Die Erfahrung zeigt, daf es im allgemeinen &uflerst schwierig ist, das Bild f(X)
einer Abbildung f: X — Y explizit zu beschreiben. Deshalb ist es sinnvoll, qualita-
tive Eigenschaften von Abbildungen zu studieren. Diesem Grundgedanken folgend,
ist es naheliegend zu untersuchen, ob ,, Anderungen“ im Bild f (X) C Y durch ent-
sprechende ,, Anderungen® im Definitionsbereich X kontrolliert werden kénnen.
Dabei ist klar, dal die Mengen X und Y zu diesem Zweck mit einer zusétzlichen
Struktur versehen werden miissen, welche eine Priizisierung des Begriffes , Ande-
rung® zulassen. Hierzu eignet sich die Abstandsmessung in metrischen Rdumen
ausgezeichnet.

Elementare Eigenschaften und Beispiele

Es sei f: X — Y eine Abbildung zwischen den metrischen Réumen® (X,dx)
und (Y, dy). Dann heifft f stetig in zo € X, wenn es zu jeder Umgebung V
von f(zg) in Y eine Umgebung U von zp in X gibt mit f(U) C V.

f

e

Um die Stetigkeit von f in x¢ zu verifizieren, wird also zuerst eine beliebige Umge-
bung V des Bildpunktes f(z¢) vorgegeben. Danach muf} eine Umgebung U von zg
gefunden werden, so dafl f(U) C V, d.h. f(x) € V fiw alle z € U, gilt.

Die Abbildung f: X — Y heifit stetig, falls sie in jedem Punkt von X stetig
ist. Wir sagen, f sei unstetig in xg, wenn f in xg nicht stetig ist. Schliefilich ist f
unstetig, wenn es in mindestens einem Punkt unstetig ist, d.h., wenn f nicht stetig
ist. Die Menge aller stetigen Abbildungen von X nach Y bezeichnen wir mit

C(X,Y).

Offensichtlich ist C'(X,Y’) eine Teilmenge von Y X.

Die eben gegebene Definition der Stetigkeit basiert auf dem Umgebungs-
begriff und ist deshalb sehr einfach und anschaulich. In konkreten Situationen
hingegen ist die folgende dquivalente Formulierung sehr niitzlich.

1Sind keine MiBverstandnisse zu befiirchten, so schreiben wir oft nur kurz d fiir die Metrik dx
in X bzw. die Metrik dy in Y.
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1.1 Satz Die Funktion f: X — Y ist genau dann in x¢y € X stetig, wenn es zu
jedem e > 0 ein® § := §(x9,€) > 0 gibt mit:

d(f(zo), f(x)) <e fiir allex € X mit d(zg,z) <6 . (1.1)

Beweis = Es seien [ stetigin zp und e > 0. Zu V := By (f(z0),¢) € thy (f(20))
gibt es ein U € Ux (zo) mit f(U) C V. GeméaB der Definition einer Umgebung gibt
es ein § := §(xg,€) > 0 mit Bx (xo,d) C U. Somit finden wir

f(]BX(.’Eo,5)) C f(U) cV= By(f(xo),s) .

Ausgeschrieben ergeben diese Inklusionen gerade die Aussage (1.1).

»<=" Es gelte (1.1), und es sei V € iy (f(:co)) Dann gibt es ein € > 0 mit
By (f(z0),€) C V. Wegen (1.1) finden wir ein § > 0, so daB U := Bx (o, §) unter f
in By (f(:ro), 6), also auch in V', abgebildet wird. Folglich ist f stetig in 2. m

1.2 Korollar FEs seien E und F' normierte Vektorrdume und X C E. Dann ist
f+ X — F genau dann stetig in z¢ € X, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein § := §(zg,€) > 0
gibt mit:

|f(z) = f(xo)|lFr <e fiirallex € X mit ||z —xollg <6 .

Beweis Dies folgt unmittelbar aus unserer Vereinbarung, normierte Vektorrdume
als spezielle metrische Ridume aufzufassen. m

F=R
A
f

,,,,,,,,,,,, f(m0)+5
|
|
|
'''''' fl@o) —e fp———————-—- ‘ i
flx1) +er t i i

fon) i i -
T To—0 T xo+9 -
N N
U
X

2Mit der folgenden Bezeichnung deuten wir an, da die positive Zahl § i. allg. von 2o € X und
von € > 0 abhéngt.
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Es gelte F := F := R, und die Funktion f: X — R sei schematisch, wie in
der vorstehenden Skizze, durch ihren Graphen dargestellt.? Dann ist f in x( stetig,
denn zu jedem € > 0 kann durch das angedeutete graphische Verfahren ein § > 0
bestimmt werden, so dafl das Intervall U := (xg — 0, xo + ) unter f in das Intervall
V = (f(z0) — &, f(z0) + €) abgebildet wird.

Hingegen kann es kein § > 0 geben, so daf fiir x € (z1, 21 + J) die Beziehung
|f(x) — f(z1)] < &1 gilt, d.h., f ist unstetig in x1.

1.3 Beispiele In den folgenden Beispielen bezeichnen X und Y stets metrische
Réume.

(a) Die Wurzelfunktion R — RT, z 1+ \/z ist stetig.

Beweis Es seien zo € RT und € > 0. Ist 2o = 0, so setzen wir § := €2 > 0 und finden
|\/a:—\/mo|=\/m<5, z €10,6) .

Gilt hingegen o > 0, so wihlen wir § := §(zo,¢) := min{e\/z0, zo} und erhalten

‘\/:E—\/xo|: — Zo ‘ \373—$0|SE

x
‘ Vv + \/zo Vo
fir z € (o — d, 20+ 6). m
(b) Die GauBklammer [-]: R = R, z+ [z] ist stetig in 2o € R\Z und unstetig
in xg € Z.
Beweis Es gelte 2o € R\Z. Dann gibt es genau ein k € Z mit zo € (k,k + 1). Wihlen
wir § := min{zo — k,k+ 1 — zo} > 0, so gilt offensichtlich

|[z] — [zo]| =0, x € (xo— 0,0 +9) .

Also ist die GauBklammer [-] stetig in zo.

Andererseits gilt fiir zo € Z die Abschitzung |[z] — [zo]| = [z0] — [#] > 1 fiir & < .
Somit kann es keine Umgebung U von zo geben mit |[z] — [zo]| < 1/2 fiir z € U. Also
ist [-] unstetig in zo. m

(c) Die Dirichletfunktion f: R — R, definiert durch

1, xeQ,
f(x)'_{ 0, zeR\Q,

ist nirgends stetig, d.h. in jedem Punkt unstetig.

Beweis Es sei zg € R. Da sowohl die rationalen Zahlen Q als auch die irrationalen Zahlen
R\Q in R dicht liegen (vgl. die Sétze 1.10.8 und 1.10.11), gibt es in jeder Umgebung von zo
ein  mit |f(z) — f(zo)| = 1. Also ist f in zo unstetig. m

3Um die Darstellung zu vereinfachen, bezeichnen wir hier und in #hnlichen Situationen
graph(f) einfach mit f, etc.
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(d) Essei f: X — R stetig in xg € X, und es gelte f(zg) > 0. Dann gibt es eine
Umgebung U von zg mit f(z) > 0 fir z € U.

Beweis Wir setzen ¢ := f(z0)/2 > 0. Dann gibt es eine Umgebung U von zo mit

Flao) — £(@) < |f@) — fao) <= TE)

Somit finden wir die Abschétzung f(z) > f(z0)/2>0firz € U. m

rzelU.

(e) Eine Abbildung f: X — Y heifit Lipschitz-stetig, wenn es ein o > 0 gibt mit

d(f(x), f(y)) < ad(z,y), zyeX.

In diesem Fall ist «v eine Lipschitz-Konstante von f. Jede Lipschitz-stetige Funktion
ist stetig.*

Beweis Sind zo € X und € > 0 gegeben, so withlen wir § := ¢/a. Nun folgt die Stetigkeit
von f aus Satz 1.1. Man beachte, dafl § in diesem Fall von zo € X unabhéingig ist. m

(f) Jede konstante Abbildung X — Y, x> yo ist Lipschitz-stetig.
(g) Die Identitdt id: X — X, x — x ist Lipschitz-stetig.

(h) Es seien Eji,...,E, normierte Vektorrdume. Dann ist F:= E; X --- X E,,
beziiglich der Produktnorm || - || von Beispiel I1.3.3(c) ein normierter Vektorraum.
Jede der kanonischen Projektionen

prp: E—Ep, z=(x1,...,Tm)— Tk , 1<k<m,

ist Lipschitz-stetig. Insbesondere sind die Projektionen pr; : K" — K Lipschitz-
stetig.

Beweis Fiir z = (z1,...,2m) und y = (y1,...,ym) gilt
[pry(2) = pri(y)le, = lzr — vkl < llz -yl

was die Lipschitz-Stetigkeit von pr, zeigt. Zum letzten Teil der Behauptung beachte man
Satz 11.3.12. m

(i) Jede der Abbildungen z — Re(z), z+ Im(z) und z — z ist Lipschitz-stetig
auf C.

Beweis Dies folgt aus der Abschétzung
max{|Re(z1) — Re(22)|,|Im(z1) — Im(22)|} < |21 — 22| = |21 — 22| , z1,22 € C,
die gemafl Satz 1.11.4 gilt. m
() Es sei E ein normierter Vektorraum. Dann ist die Norm(funktion)
I E=R, = |z
Lipschitz-stetig.

4Vgl. Aufgabe 18.
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Beweis Die umgekehrte Dreiecksungleichung
Hzll = llyll] < llz—=yll,  zyekE,

beweist die Behauptung. m

(k) Essei AC X, und f: X — Y sei stetig in z9 € A. Dann ist f|A: A=Y
stetig in zo. Dabei ist A mit der von X induzierten Metrik versehen.

Beweis Dies folgt unmittelbar aus der Stetigkeit und der induzierten Metrik. m

(I) Es sei M C X eine nichtleere Teilmenge von X. Fiir jedes € X heifit

d(z, M) := Wlbrel;fwd(x,m)

Abstand von z zu M. Die Abstandsfunktion
d-,.M): X =R, z—d(xz,M)
ist Lipschitz-stetig.
Beweis Es seien z,y € X. Dann gilt die Ungleichung d(z,m) < d(z,y) + d(y,m) fiir
jedes m € M. Wegen d(z, M) < d(z,m) fiir m € M folgt deshalb
d(z, M) < d(z,y) +d(y,m) , meM,
und wir finden nach Infimumsbildung iiber M die Ungleichung
d(z, M) < d(z,y) + d(y, M) .
Vertauschen wir schliellich die Rollen von z und y, so ergibt sich
|d(z, M) — d(y, M)| < d(z,y) ,
was die Lipschitz-Stetigkeit von d(-, M) beweist. m

(m) In jedem Innenproduktraum (E, (-|-)) ist das Skalarprodukt (-|-): E x E — K
stetig.

Beweis Esseien (z,y), (zo,y0) € E X Eund e € (0, 1). Aus der Dreiecks- und der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung erhalten wir

|(z]y) = (zo|yo)| < |(z = zoly)| +[(zo|y — vo)]
<l = ol llyll + llzoll lly — woll
< d((z,y), (zo,y0)) (lyll + llzoll)
< d((@,y), (0,50)) (lzoll + Ilyoll + lly — voll)
wobei d die Produktmetrik von E x E bezeichnet. Wir setzen M := 1V ||zo|| V |lyo|| und
§:=¢/(1+2M). Dann folgt fiir (z,y) € Bexz((%o,¥0),8) aus der obigen Abschéitzung

die Ungleichung
[(z]y) = (zolyo)| <8(2M +0) <e,

was die Stetigkeit des Skalarproduktes im Punkt (zo,yo) beweist. m
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(n) Es seien E und F normierte Vektorrdume und X C E. Dann ist die Stetigkeit
von f: X — F in zyp € X unabhingig von der Wahl dquivalenter Normen auf E
und auf F.

Beweis Dies folgt leicht aus Korollar 1.2. m

(o) Eine Abbildung f zwischen zwei metrischen Réiumen X und Y heifit isome-
trisch (oder Isometrie), wenn d(f (), f(z')) = d(z, ') fir #,2’ € X gilt, wenn f
also ,die Abstéinde erhilt“. Offensichtlich ist jede Isometrie Lipschitz-stetig und
bijektiv von X auf ihr Bild f(X). Sind E und F normierte Vektorrdume und ist
T: E — F linear, so ist T genau dann eine Isometrie, wenn gilt

[Tzl = [l ,  z€FE.

Ist T auflerdem surjektiv, so ist T" ein isometrischer Isomorphismus von E auf F'.
Offensichtlich ist in diesem Fall T~!': F — E ebenfalls isometrisch. m

Folgenstetigkeit

Der Umgebungsbegriff ist offensichtlich zentral fiir unsere Definition der Stetigkeit.
Er erlaubt es, Anderungen der Argumente einer Funktion und ihrer Bildpunkte
zu quantifizieren. Dieselbe Idee haben wir bereits bei der Konvergenz von Folgen
benutzt. Es ist deshalb naheliegend, die Stetigkeit einer Funktion mit Hilfe von
Folgen zu beschreiben: Eine Funktion f: X — Y zwischen metrischen Rdumen X
und Y heift folgenstetig in = € X, wenn fiir jede Folge (z)) in X mit limzy, = =

gilt: lim f(zy) = f(x).

1.4 Theorem (Folgenkriterium) Es seien X, Y metrische Rdume. Dann ist die
Funktion f: X — Y genau dann in x stetig, wenn sie in x folgenstetig ist.

Beweis ,=-“ Essei () eine Folge in X mit x; — . Ferner sei V' eine Umgebung
von f(z) in Y. Nach Voraussetzung gibt es eine Umgebung U von z in X mit
fU) Cc V. Wegen zp, — x finden wir ein N € N mit z € U fiir k > N. Somit gilt
flzg) € V fir k> N, d.h., f(zr) konvergiert gegen f(x).

»<="“ Wir fiithren einen Widerspruchsbeweis. Es sei also f folgenstetig, aber
unstetig in z. Dann gibt es eine Umgebung V' von f(z) mit der Eigenschaft, dafl
f(U) fiir keine Umgebung U von x in V enthalten ist. Insbesondere gilt deshalb

fB(z, 1/k)NVe#D, keN*.
Somit gibt es zu jedem k € N* ein 2, € X mit d(z,z) < 1/kund f(xx) ¢ V. Also

konvergiert die Folge (z1) gegen z; die Bildfolge ( f (xk)) konvergiert aber nicht
gegen f(z). Dies widerspricht der Folgenstetigkeit von f. m
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Essei f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen metrischen Réumen. Dann
gilt fiir jede konvergente Folge (xj) in X die Gleichung

lim f(zx) = f(limzy) .

Fiir diese Tatsache sagt man auch, dafl ,stetige Funktionen mit Grenzwertbildun-
gen vertriglich sind“.

Rechenregeln

Theorem 1.4 ermoglicht es, unsere Kenntnisse iiber konvergente Folgen, die wir
im letzten Kapitel gewonnen haben, auf stetige Abbildungen zu iibertragen. Um
die entsprechenden Resultate geeignet formulieren zu kénnen, ist es zweckméfig,
einige Definitionen einzufiihren.

Es seien M eine beliebige Menge und F' ein Vektorraum. Ferner seien f und g
zwei Abbildungen mit dom(f),dom(g) C M und Werten in F. Durch

f+g: dom(f +g) := dom(f) Ndom(g) — F, x+ f(z)+g(z)

wird eine neue Abbildung, die Summe von f und g, definiert. In analoger Weise
definieren wir fiir A € K das A-fache von f durch

Af dom(f) — F, z— Af(z).
Schliellich setzen wir im Spezialfall F' = K:
dom(f - g) := dom(f) N dom(g) ,
dom(f/g) = dom(f) N {= € dom(g) ; g(x) #0} .

Dann heiit®
frg:dom(f-g9) =K, z— f(z)-g(z)
bzw.

flg: dom(f/g) =K, s f(z)/g(x)
Produkt bzw. Quotient von f und g.

1.5 Satz Es seien X ein metrischer Raum, F' ein normierter Vektorraum, und
fidom(f)c X —-F, g:dom(g)C X —F

seien stetig in x¢ € dom(f) N dom(g). Dann gelten folgende Aussagen:
(i) f+ g und \f sind stetig in xg.
(il) Gilt F =K, so ist f - g stetig in xg.
(iii) Gelten F =K und g(zg) # 0, so ist f/g stetig in xg.
5Die Abbildungen f+g und \f, bzw. f-g und f/g, sind natiirlich aufgrund der linearen

Struktur von F bzw. der Kérperstruktur von K wohldefiniert. Ferner stimmen die Definitionen
von f + g und Af mit denen von Beispiel 1.12.3(e) iiberein, falls f und g auf ganz M definiert sind.
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Beweis Alle Aussagen ergeben sich aus dem Folgenkriterium von Theorem 1.4,
Satz I1.2.2 und Bemerkung I1.3.1(c), sowie den Sétzen I1.2.4(ii) und II.2.6, wobei
Beispiel 1.3(d) zu beachten ist. m

1.6 Korollar
(i) Rationale Funktionen sind stetig.
(ii) Polynome in n Variablen sind stetig (auf K").

(iii) C(X, F) ist ein Untervektorraum von FX, der Vektorraum der stetigen Ab-
bildungen® von X nach F.

Beweis (i) und (iii) sind unmittelbare Folgerungen aus Satz 1.5. Fiir (ii) ist neben
Satz 1.5 auch Beispiel 1.3(h) zu benutzen. m

1.7Satz Esseia = ap X" eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius p,.
Dann ist die durch a dargestellte Funktion auf p,B stetig.

Beweis Es seien zg € p,Bc und € > 0. Ferner sei |zg| < r < p,. Da geméf Theo-
rem 11.9.2 die Reihe Y |ax| " konvergiert, gibt es ein K € N mit

oo

Z la| 7% < /4 . (1.2)

k=K+1

Also gilt fiir || < r die Abschiitzung

K K oo e}
a(@) — alao)| < Y- ara* =Y aab|+ Y lanllel + Y laxllaol*
k=0 k=0

k=K+1 k=K+1 (13)
(oo}
<p(x) —plzo)l +2 > lax|r*
k=K-+1

wobei wir
K
p = Zaka € ClX]
k=0
gesetzt haben. Wegen Korollar 1.6 finden wir ein 6 € (0,7 — |zo|) mit

Ip(z) — p(zo)| <e/2, |z —xo| <.
Zusammen mit (1.2) folgt somit |a(x) — a(xg)| < € fiir |z — zo| < § aus (1.3), was

wegen B(x,d) C puBc die Behauptung beweist. m

Das folgende wichtige Theorem kann oft verwendet werden, um auf einfache
Weise die Stetigkeit von Funktionen zu beweisen. Dies wird durch die nachfolgen-
den Beispiele illustriert.

6Statt C(X,K) schreiben wir oft C(X), falls keine MiBverstiandnisse zu befiirchten sind.
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1.8 Theorem (Stetigkeit von Kompositionen) Es seien X, Y und Z metri-
sche Rdume. Ferner sei f: X — Y stetig in x € X, und g: Y — Z sei stetig in
f(z) € Y. Dann ist die Komposition go f: X — Z stetig in x.

Beweis Es sei W eine Umgebung von g o f(z) = g(f(x)) in Z. Wegen der Stetig-
keit von g im Punkt f(x) gibt es eine Umgebung V von f(z) in Y mit g(V) C W.
Da f in z stetig ist, finden wir eine Umgebung U von z in X mit f(U) C V.
Insgesamt gilt

gof(U)=g(f(U)) cyg(V)c W,

woraus die Behauptung folgt. m

1.9 Beispiele Es bezeichnen X einen metrischen Raum und E einen normierten
Vektorraum.

(a) Essei f: X — E stetig in 2. Dann ist die Norm von f,
Ifl: X =R, z—|f),

stetig in xg.

Beweis Nach Beispiel 1.3(j) ist ||-|| : £ — R Lipschitz-stetig. Wegen || f|| = ||-|| o f folgt
die Behauptung aus Theorem 1.8. m

(b) Esseig: R — X stetig. Dann ist die Abbildung g: £ — X, z — g(||z|) stetig.
Beweis Man beachte, da g =g o ||-] gilt. m

(c) Die Umkehrung von Theorem 1.8 ist falsch, d.h., aus der Stetigkeit von go f
folgt i. allg. nicht, daf} f oder g stetig ist.

Beweis Wir setzen Z := [-3/2,—1/2] U (1/2,3/2] und definieren f: Z — R durch
$+1/27 $€[—3/2,—1/2],
fz) =
e—1/2, wxe(1/2,3/2.
Ferner betrachten wir I := [—1,1] und g: I — R mit
y_1/27 ye[_170]7
9(y) =
y+1/2, y € (0,1] .

Es ist nicht schwierig zu tiberpriifen, daf§ f: Z — R stetig und g: I — R in 0 unstetig
sind. Trotzdem sind die Kompositionen f o g = idr und g o f = idz stetig. Wir iiberlassen
es dem Leser, ein einfaches Beispiel anzugeben, in dem auch f unstetig ist. m

(d) Die Funktion f: R = R, x> 1/v/1+ 22 ist stetig.

Beweis Wegen 1/\/1 +22 = /1/(1 +22) fir x € R folgt die Behauptung aus Korol-
lar 1.6.(i), Satz 1.5.(iii), Theorem 1.8 und Beispiel 1.3(a).

(e) Die Exponentialfunktion exp: C — C ist stetig.
Beweis Dies folgt aus Satz 1.7 und Beispiel I1.9.5(a). m
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1.10 Satz Es seien X ein metrischer Raum und m € N*. Dann ist die Abbildung
f=1,--., fm): X = K™ genau dann in x stetig, wenn jede Komponentenab-
bildung fr: X — K in z stetig ist. Insbesondere ist f: X — C in x stetig, wenn
Re f und Im f in z stetig sind.

Beweis Es sei (z,,) eine Folge in X mit z,, — z. Gem&8 Satz I1.3.14 gilt dann
f(rn) — f(x) <= fr(zn) E)fk(x) ,k=1,....m.

Nun folgt die Behauptung aus dem Folgenkriterium. m

Einseitige Stetigkeit

Es seien X eine Teilmenge von R und z¢ € X. Die Ordnungsstruktur von R erlaubt
es, einseitige Umgebungen von zy zu betrachten. Genauer nennen wir fiir § > 0
die Menge X N (xg — d,x0] [bzw. X N [zg, 20 + §)] linksseitige [bzw. rechtsseitige]
6-Umgebung von zy. Es sei nun Y ein metrischer Raum. Dann heifit f: X — Y
einseitig stetig, genauer linksseitig [bzw. rechtsseitig] stetig in xo, wenn es zu
jeder Umgebung V von f(xg) in Y ein § > 0 gibt mit f(X N (zg — 6, xo}) cVv
[bzw. f(X N [zo,z0+4)) C V].

Wie in Satz 1.1 geniigt es, e-Umgebungen von f(z¢) in Y zu betrachten, d.h.,
f: X =Y ist genau dann linksseitig [bzw. rechtsseitig] stetig in zg, wenn es zu
jedem & >0 ein § > 0 gibt mit d(f(xo), f(z)) < ¢ fiir alle z in der linksseitigen
[bzw. rechtsseitigen] 6-Umgebung von z.

Es ist klar, daf} stetige Abbildungen einseitig stetig sind. Hingegen ist zu be-
achten, da8 zur Uberpriifung der einseitigen Stetigkeit einer gegebenen Funktion f
nur das Bild einer — im Vergleich zur Stetigkeit — kleineren Menge kontrolliert
werden mufl. Es ist deshalb nicht zu erwarten, daf einseitig stetige Abbildungen
stetig sind.

1.11 Beispiele (a) Die GauBklammer R — R, z + [z] ist stetig in # € R\Z und
rechtsseitig, aber nicht linksseitig stetig in « € Z.

(b) Die Abbildung

-1, <0,
sign: R—-R, z+— 0, z=0,
1, x>0,

ist in 0 weder linksseitig noch rechtsseitig stetig. m

Im néchsten Satz verallgemeinern wir das sehr niitzliche Folgenkriterium von
Theorem 1.4 auf einseitig stetige Abbildungen.
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1.12 Satz Es seien X C R, Y ein metrischer Raum und f: X — Y. Dann sind
die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) f ist linksseitig [bzw. rechtsseitig] stetig in x € X.

(ii) Fiir jede Folge (z,,) in X mit x,, — x und x, <  [bzw. x,, > x] konvergiert
die Folge (f(zn)) gegen f(z).

Beweis Die Argumentation des Beweises von Theorem 1.4 148t sich ohne weiteres
iibertragen. m

Mit Hilfe der einseitigen Stetigkeit 148t sich die Stetigkeit einer Abbildung
charakterisieren. Es gilt ndmlich:

1.13 Satz Es seien X C R und Y ein metrischer Raum. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(i) f ist stetig in xg.

(ii) f ist linksseitig und rechtsseitig stetig in x.

Beweis Die Implikation ,,=* ist klar.

»,<=" HEs sei € > 0. Die linksseitige bzw. rechtsseitige Stetigkeit von f in zg
garantiert die Existenz einer positiven Zahl 6~ bzw. 6 mit d(f(z), f(z0)) < ¢ fiir
z € XN (xg— 38 ,x0] bzw. x € X N [z, 20 + ). Setzen wir § := min{d~,d+}, so
gilt d(f(x), f(z0)) < ¢ fiir alle x € X N (xg — 6, 0 + ). Also ist f stetig in z¢. m

Aufgaben
1 Die Funktion Zack : R — R sei definiert durch
Zack(zx) ;== |[x +1/2] — | , zER,

wobei [-] die GauBklammer bezeichnet. Man skizziere den Graphen von Zack. Aulerdem
zeige man:

(a) Zack(x) = |z| fiir || < 1/2.
(b) Zack(z + n) = Zack(z), z € R, n € Z.
(c) Zack ist stetig.

2 Es sei ¢ € Q. Man beweise, da die Funktion (0,00) — (0,00),  + 27 stetig ist.”
(Hinweis: Man beachte Aufgabe 11.2.7.)

3 Essel o: R— (=1,1), z+— x/(1+ |z|). Man zeige, dal ¢ bijektiv ist, und daBl ¢
und ¢! stetig sind.
4 Man beweise oder widerlege: Die Funktion
0, z<V2,
Q—R, z~—
r:Q { 1, z>V2,
ist stetig.

"In Paragraph 6 werden wir die Funktion z + z9 in groferer Allgemeinheit untersuchen.
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5 Es seien di und d2 Metriken auf X und Xj; := (X,d;), j=1,2. Dann heiit d;
stirker als do, wenn fiir jedes z € X gilt: Ux, (z) D Ux,(x), d.h., wenn jeder Punkt
mehr d;-Umgebungen als d2-Umgebungen besitzt. In diesem Fall sagt man auch, ds2 sei
schwicher als d;.

Man zeige:

(a) di1 ist genau dann stérker als d2, wenn die natiirliche Injektion ¢: X1 — X5, z+—
stetig ist.

(b) di und d2 sind genau dann dquivalent, wenn d; zugleich stirker und schwiicher als d2
ist, d.h., falls fiir jedes z € X gilt: Ux, (z) = Ux, (z).

6 Essei f: R— R ein stetiger Homomorphismus der additiven Gruppe (R, +). Man
zeige®, daB f linear ist, d.h., da8 es ein a € R gibt mit f(z) = az, = € R.

(Hinweis: Fiir n € N gilt f(n) = nf(1). Daraus schliefe man, dafl f(q) = ¢f(1) fir g € Q
gilt und beachte dann Satz 1.10.8.)

7 Die Funktion f: R — R sei durch

1, z>1,
flz)=1< 1/n, 1/(n+1)<z<1l/n, neN*,
0, <0,

definiert. Wo ist f stetig, bzw. linksseitig oder rechtsseitig stetig?

8 Es sei X ein metrischer Raum, und f,g € R¥ seien stetig in zo. Man beweise oder
widerlege:

|f|7 f+::0vf7 f_::OV(_f)7 ng7 f/\g (14)
sind® stetig in xo. (Hinweis: Beispiel 1.3(j) und Aufgabe 1.8.11.)

9 Esseien f: R— R und g: R — R wie folgt definiert:

f(z) = 1, x rational , (z) = T, x rational ,
EY , x irrational , = , z irrational .
Wo sind die Funktionen f, g, |f|, |g| und f - g stetig?
10 Essei f: R — R gegeben durch
) = 1/n, z € Q mit teilerfremder Darstellung © = m/n ,
Y o, zeR\Q.

Man zeige, dafl f in jedem irrationalen Punkt stetig, aber in jedem rationalen Punkt
unstetig ist.'® (Hinweise: Fiir jedes 2 € Q gibt es gemiB Satz 1.10.11 eine Folge =, € R\Q
mit x, — z. Also kann f in z nicht stetig sein.

8Man kann beweisen, daB es unstetige Homomorphismen von (R, +) gibt (vgl. Band III,
Aufgabe IX.5.6).

9Vgl. Beispiel 1.4.4(c).

10Man kann zeigen, daf es keine Funktion von R nach R gibt, die in jedem rationalen Punkt
stetig und in jedem irrationalen Punkt unstetig ist (vgl. Aufgabe V.4.5).
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Es seien € R\Q und € > 0. Dann gibt es nur endlich viele n € N mit n < 1/e. Deshalb
gibt es ein § > 0, so daB kein ¢ =m/n mit n <1/e in (x —§,z+ J) liegt. D.h., fiir
y=m/n € (x—48z+9) gilt f(y) = f(m/n) =1/n < e.)

11 Man betrachte die Abbildung

2 2
0,0
f:RQ_)R’ (ZE,y)l—) xy/(x +y)v (xvy)#(v)v
0, (z,y) =(0,0),
und setze fiir ein festes xp € R:
AiR—=R, 2w f(z,z), fr:R—=R, 2w f(zo,z).

Dann gelten:
(a) f1 und f2 sind stetig.

(b) f ist stetig in R*\ {(0,0)} und unstetig in (0,0). (Hinweis: Fiir eine Nullfolge (zn)
betrachte man f(xn,Zn).)

12 Man zeige, daB jede lineare Abbildung von K™ nach K™ Lipschitz-stetig ist. (Hinweis:
Man beachte Satz I1.3.12 und verwende geeignete Normen.)

13 Es seien V und W normierte Vektorrdume, und f: V — W sei ein stetiger Grup-
penhomomorphismus von (V,+) nach (W,+). Man beweise, da8 f linear ist. (Hinweis:
Es seien K=R, z € V und ¢ € Q. Dann gilt f(qz) = qf(z).)

14 Es seien (E,(-|-)) ein Innenproduktraum und zo € E. Dann sind die Abbildungen
E—-K, zw— (z|zo), E—-K, z~ (zo|x)
stetig.
15 Essei A € End(K"). Man beweise, da8 die Abbildung
K'—=K, z~ (Az|z)
stetig ist. (Hinweise: Aufgabe 12 und die Ungleichung von Cauchy-Schwarz.)

16 Es sei n € N*. In der Linearen Algebra wird gezeigt, daf} fiir A = [a;;] € K™*"™ die
Determinante, det A, von A durch

det A = Z (signo)aio@1y -+ - Gno(n)

oESH
gegeben ist (vgl. Aufgabe 1.9.6). Man zeige, dafl die Abbildung
K" 5K, Aw—detA
stetig ist (vgl. Aufgabe 11.3.14). (Hinweis: Durch die Bijektion

ail, ey Aln
mXn mn . .
K —>K s : : »—>(an,...,aln,agl,...,amn)

am1, ey Amn

wird K™*™ mit der natiirlichen Topologie versehen.)
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17 Es seien X und Y metrische Rdume und f: X — Y. Dann heifit die Funktion

wi(@,): (0,00) =R, e sup d(f(y), f(2))

y,2€B(z,¢€)
Stetigkeitsmodul von f in x € X. Wir setzen
wy(z) == ;r;gch(x,s) .
Man zeige, daB3 f genau dann in z stetig ist, wenn wy(z) = 0 gilt.

18 Die Wurzelfunktion w: Rt — R, =z~ /z ist stetig, aber nicht Lipschitz-stetig.
Jedoch ist w|[a, 00) fiir jedes a > 0 Lipschitz-stetig.
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2 Topologische Grundbegriffe

In diesem Paragraphen fithren wir das grundlegende Instrumentarium der men-
gentheoretischen Topologie ein und vertiefen unser Wissen iiber stetige Abbildun-
gen. Als Hauptresultat erhalten wir in Theorem 2.20 eine weitere Charakterisie-
rung stetiger Funktionen als strukturerhaltende Abbildungen zwischen topologi-
schen Réumen.

Offene Mengen

Im folgenden bezeichnet X := (X, d) stets einen metrischen Raum. Ein Element a
einer Teilmenge A von X heifit innerer Punkt von A, falls es eine Umgebung U
von a in X gibt mit U C A. Die Menge A heifit offen, falls jeder Punkt von A ein
innerer Punkt ist.

2.1 Bemerkungen (a) Offensichtlich ist a genau dann innerer Punkt von A, wenn
es ein € > 0 gibt mit B(a, &) C A.

(b) A ist genau dann offen, wenn A Umgebung jedes seiner Punkte ist.

2.2 Beispiel Der offene Ball B(a,r) ist offen.

Beweis Fiir zg € B(a,r) setzen wir s := d(zo, a). ;-s- et ]
Dann ist € := 7 — s positiv. Da fiir z € B(xzo, ¢) die : Zo
Abschitzung L__7 __=

a

d(z,a) < d(xz,z0) +d(zo,a) <e+s=r

gilt, ist B(xzo,e) in B(a,r) enthalten. Dies zeigt,

dafBl zo ein innerer Punkt von B(a,r) ist. m

2.3 Bemerkungen (a) Die Begriffe ,,innerer Punkt“ und ,offene Menge“ héngen
vom umgebenden metrischen Raum X ab. Deshalb prézisieren wir manchmal diese
Begriffe, indem wir sagen: ,,a ist innerer Punkt von A beziigl. X, bzw. ,, A ist offen
in X, falls dies zum besseren Verstdndnis notig ist. So ist z.B. R offen in R, aber
R ist nicht offen in R%.

(b) Essei X = (X, ||-||) ein normierter Vektorraum, und ||-||; sei eine zu ||-|| dqui-
valente Norm auf X. Dann gilt wegen Bemerkung 11.3.13(d)

A ist offen in (X, ||-||) <= A ist offen in (X, |-]l1)

Also ist A offen beziigl. jeder dquivalenten Norm auf X.

(c) Aus Beispiel 2.2 folgt, daf jeder Punkt in einem metrischen Raum eine offene
Umgebung besitzt. m
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2.4 Satz  Fiir das Mengensystem ¥ :={O C X ; O ist offen} gelten folgende
Aussagen:

(i) 0,X € .

(i) Aus O, € ¥ fiir o € A folgt |J, Oa € T, d.h., beliebige Vereinigungen offener
Mengen sind offen.

(iil) Aus Oy, ...,0, € T folgt (._, Ok € T, d.h., endliche Durchschnitte offener
Mengen sind offen.

Beweis (i) Selbstversténdlich gehort X zu ¥. Ferner folgt aus Bemerkung I.2.1(a),
daf auch @ offen ist.

(ii) Es seien A eine beliebige Indexmenge, O, € ¥ fiir « € A, und z ein Punkt
von J, Oa. Dann gibt es ein op € A mit 29 € Op,. Da O, offen ist, finden wir
eine Umgebung U von g in X mit U C Oq, C |J,, On. Somit ist |J, Oq offen.

(iii) Es seien Oy, ..., 0,, € Tund zg € (;_, Ok. Dann gibt es positive Zahlen
e mit B(zg,ex) C O fiir k =0,...,n. Mit € := min{eo,...,e,} > 0 liegt B(zo, )
in jedem Oy. Also gilt B(zg,e) C (p_gOk. m

Die Eigenschaften (i)—(iii) von Satz 2.4 verwenden nur die Mengenoperatio-
nen |J and (). Somit kénnen wir diese Eigenschaften axiomatisch fiir beliebige
Mengensysteme fordern. Genauer sei M eine Menge, und T C B(M) sei ein Men-
gensystem mit den Eigenschaften (i)—(iii). Dann heifit ¥ Topologie auf M, und die
Elemente von ¥ werden als offene Mengen beziigl. ¥ bezeichnet. Schliefilich heifit
das Paar (M, %) topologischer Raum.

2.5 Bemerkungen (a) Es sei € C B(X) das Mengensystem von Satz 2.4. Dann
ist ¥ die von der Metrik d erzeugte Topologie auf X. Ist X ein normierter Vek-
torraum und ist die Metrik von der Norm induziert, heiffit ¥ Normtopologie.

(b) Essei (X, ||-]|) ein normierter Vektorraum, und ||-||; sei eine zu || -|| &quivalente
Norm auf X. Ferner bezeichne ¥ bzw. ¥, die Normtopologie von (X, ||-||)
bzw. (X,||-|l1). Wegen Bemerkung 2.3(b) stimmen ¥ und ¥, iiberein, d.h.,
dquivalente Normen erzeugen dieselbe Topologie auf X. m

Abgeschlossene Mengen

Eine Teilmenge A des metrischen Raumes X heifit abgeschlossen in X, wenn A€
offen® ist in X.

2.6 Satz
(i) @ und X sind abgeschlossen.

IMan beachte, daB A nicht abgeschlossen zu sein braucht, wenn A nicht offen ist. Es seien
nidmlich X := R und A :=[0,1). Dann ist A weder offen noch abgeschlossen in R.
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(ii) Beliebige Durchschnitte abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen.

(iii) Endliche Vereinigungen abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen.

Beweis Alle Aussagen ergeben sich unmittelbar aus Satz 2.4 und den Regeln von
de Morgan aus Satz 1.2.7(iii). m

2.7 Bemerkungen (a) Unendliche Durchschnitte offener Mengen brauchen nicht
offen zu sein.

Beweis In R gilt z.B. ()., B(0,1/n) = {0}. m
(b) Unendliche Vereinigungen abgeschlossener Mengen brauchen nicht abgeschlos-
sen zu sein.

Beweis Beispielsweise gilt (J2°, [B(0,1/n)]" =R* in R. m

Es seien A C X und x € X. Wir nennen x Beriithrungspunkt von A, falls jede
Umgebung von z in X einen nichtleeren Durchschnitt mit A hat. Das Element
x € X heifit Hiufungspunkt? von A, wenn jede Umgebung von z in X einen von x
verschiedenen Punkt von A enthélt. Schlielich setzen wir

A:={z € X ; x ist Beriihrungspunkt von A} .

Offensichtlich ist jeder Hiufungspunkt von A ein Berithrungspunkt von A. Die Um-
kehrung gilt jedoch nicht: Ein Beriihrungspunkt von A, der kein Haufungspunkt
ist, gehort zu A.

2.8 Satz Fiir jede Teilmenge A von X gilt:
(i) AcC A
(i) A= A < A ist abgeschlossen.

Beweis (i) ist klar.

(i) ,=*“ Es sei x € A° = (A)°. Da « kein Beriihrungspunkt von A ist, gibt es
ein U € YU(z) mit U N A = . Somit gilt U C A¢, d.h., = ist innerer Punkt von A€.
Deshalb ist A€ offen, und A also abgeschlossen, in X.

»,<=“ Es sei A abgeschlossen in X. Dann ist A€ offen in X. Wihlen wir
also z € A°, so finden wir ein U € {(z) mit U C A°. Dies bedeutet, dafl U und A
disjunkt sind, und folglich ist « kein Beriihrungspunkt von A, d.h., es gilt z € (A)°.
Somit haben wir die Inklusion A® C (A)¢ bewiesen, welche zu A C A dquivalent
ist. Mit (i) ergibt sich nun die Behauptung. m

?Es ist sorgfiltig zu unterscheiden zwischen dem Begriff ,,Hiufungspunkt einer Menge A¢
und dem Begriff ,Hiufungspunkt einer Folge (z,)“ von Paragraph II.1. Auflerdem muf} ein
Haufungspunkt von A natiirlich nicht in A liegen.
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Die Haufungspunkte einer Menge A lassen sich mit Hilfe von Folgen in A
beschreiben. Dadurch wird eine Beziehung zwischen Haufungspunkten von Folgen
und von Mengen hergestellt.

2.9 Satz FEin Element x von X ist genau dann ein Hiaufungspunkt von A, wenn
es eine Folge (xy) in A\{x} gibt, die gegen = konvergiert.

Beweis Es sei x ein Hiufungspunkt von A. Dann gibt es zu jedem k& € N* ein
in B(z,1/k) N (A\{z}). Also ist () eine Folge in A\ {z} mit z;, — z. Es sei um-
gekehrt (zy) eine Folge in A\ {z} mit xx — x. Dann gibt es zu jeder Umgebung U
von z ein kK € N mit z; € U. Also gilt z, € U N (A\{w}), d.h., jede Umgebung
von z enthélt einen von x verschiedenen Punkt von A. m

2.10 Korollar FEin Element x von X ist genau dann ein Beriihrungspunkt von A,
wenn es eine Folge (xy) in A gibt mit x, — x.

Beweis Ist x ein Beriihrungspunkt, aber kein Haufungspunkt von A, so gibt es
eine Umgebung U von z in X mit UN A = {z}. Also gehért = zu A, und die
konstante Folge (zy), mit 2, = x fiir k € N, hat die gewiinschte Eigenschaft. m

Als néchstes charakterisieren wir abgeschlossene Mengen mittels konvergenter
Folgen.

2.11 Satz Es sei A C X. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) A ist abgeschlossen.

(ii) A enthilt alle Hiufungspunkte.

(iii) Jede Folge in A, die in X konvergiert, hat ihren Grenzwert in A.

Beweis ,,(i)=>(ii)“ Wir bezeichnen mit A’ die Menge aller Hiufungspunkte von A.
Dann gilt A = AU A’. Andererseits folgt aus (i) und Satz 2.8 die Identitit A = A.
Also gilt A’ C A.

»(il)=>(iii)“ Es sei (z) eine Folge in A mit 25 — = in X. Damit ist x geméf
Korollar 2.10 ein Berithrungspunkt von A. Dies bedeutet: Entweder gehort x zu A,
oder z ist ein Haufungspunkt von A. Nach Voraussetzung gehort damit z zu A.

,»(iil)=>(1)* Diese Implikation ergibt sich aus Satz 2.8 und Korollar 2.10. m

Die abgeschlossene Hiille

Der folgende Satz liefert eine wichtige Charakterisierung der Menge aller Beriih-
rungspunkte einer Teilmenge eines metrischen Raumes.

2.12 Satz A ist die kleinste abgeschlossene Obermenge von A, d.h., A = (\gc, B,
mit M :={B C X ; BD A und B ist abgeschlossen in X }.
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Beweis Wir setzen® cl(A) := (), B mit
M:={BC X ; B> Aund B ist abgeschlossen in X } .

GeméB Satz 2.6(ii) ist die Menge cl(A) abgeschlossen. Ferner ist cl(A) offensichtlich
eine Obermenge von A.

(i) Wir beweisen die Inklusion A C cl(A). Im Fall cl(A) = X ist die Aussage
offensichtlich richtig. Es gelte also cl(A4) # X. Dann gibt es ein x € U := (cl(A))C.
Da cl(A) abgeschlossen ist, ist U offen, also eine Umgebung von x. Weiter folgt aus
A Ccl(4), daB A und U disjunkt sind, d.h., z ist kein Beriihrungspunkt von A.
Somit ergibt sich (CI(A))C C (A)¢, also auch A C cl(A).

(ii) Wir zeigen, daf8 auch cl(A) C A gilt. Um dies zu beweisen, wihlen wir
x ¢ A, da wiederum nur der Fall A # X betrachtet werden mufl. Dann gibt es eine
offene Umgebung U von z mit U N A =, d.h., U¢ ist eine Obermenge von A. Da
U*¢ auch abgeschlossen ist, muff U¢ D cl(A) gelten. Dies impliziert x € U C (CI(A))C‘
Also haben wir (A)¢ C (cl(A))c7 und somit auch cl(A) C A, bewiesen. m

Die kleinste abgeschlossene Obermenge von A, also die Menge

cl(4) :=clx(A) := ﬂ B
BeM
mit
M:={BCX; BD Aund B ist abgeschlossen in X } ,

heifit abgeschlossene Hiille von A. Mit dieser Bezeichnung ergibt sich folgende
prignante Formulierung von Satz 2.12:

A=cl(A) .

2.13 Korollar Fiir A, B C X gelten folgende Aussagen:
(i) AcCB= ACB.

(ii) (4) = A.

(iii) AUB=AUB.

Beweis Die Aussagen (i) und (ii) ergeben sich unmittelbar aus Satz 2.12.

Um (iii) zu beweisen, halten wir zuerst fest, dafl AU B aufgrund der Sitze
2.6(iil) und 2.12 abgeschlossen ist. Ferner ist AU B eine Obermenge von AU B.
Deshalb folgt aus Satz 2.12 die Inklusion A U B C A U B. Andererseits ist auch die
Menge A U B abgeschlossen. Da zudem A C AU B und B C AU B gelten, folgen
aus (i) und (ii) die Inklusionen A C AU B und B C AU B, welche zusammen
AUB C AU B ergeben. m

3_cl“ steht fiir , closure“.
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Der offene Kern

Nach dem obigen Korollar ist die ,,Hiillenbildung® A : P(X) — P(X), A +— A eine
wachsende und idempotente Abbildung, d.h., es gilt h? = h. Wir wollen nun eine
weitere derartige Selbstabbildung von §3(X) definieren, die es erlauben wird, offene
Mengen zu charakterisieren. Dazu setzen wir

A:={a€ A; aist innerer Punkt von A}

und nennen A das Innere von A.

2.14 Satz A ist die grofte offene Teilmenge von A, d.h.,
/OIZU{OCA; O ist offen in X } .

Beweis Wir setzen?
int(A) :U{O CA; Oistoffenin X} .
Offensichtlich ist int(A) eine Teilmenge von A. Ferner ist int(A) nach Satz 2.4(ii)

auch offen.

(i) Zu jedem a € A gibt es eine offene Umgebung U von a mit U C A. Somit
gilt a € U C int(A). Damit haben wir die Giiltigkeit von A C int(A) nachgewiesen.

(ii) Es sei nun umgekehrt a € int(A). Dann gibt es eine offene Teilmenge O
von A mit a € O. Also ist O eine Umgebung von a, die in A enthalten ist, d.h.,
a ist innerer Punkt von A. Deshalb gilt auch die Inklusion int(4) C A. m

Die grofite offene Teilmenge von A, also die Menge
int(A) :=intx(A) := U{O CA; Oistoffenin X},

heifit offener Kern von A. Nach Satz 2.14 stimmen das Innere und der offene Kern
einer Menge A iiberein, d.h., es gilt

o

A=int(4) .

Aus dem letzten Satz ergibt sich unmittelbar das

2.15 Korollar Es seien A und B zwei Teilmengen von X. Dann gelten folgende
Aussagen:

(i) AcB= AcCB.

(i) (4)° = A.

(i) A ist offen < A = A.
Offensichtlich ist die Abbildung B(X) — P(X), A — A die oben angekiindigte
wachsende und idempotente Funktion.

4. int“ steht fiir ,,interior*.
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Der Rand einer Menge

Fiir jede Teilmenge A von X heifit 9A := A\A (topologischer) Rand von A. Diese
Definition ist eine prézise Fassung des anschaulichen Begriffes der ,,Begrenzung®

einer Punktmenge im Anschauungsraum. Offensichtlich ist der Rand von X leer,
d.h. 0X = 0.

2.16 Satz Fiir jede Teilmenge A C X gelten:
(i) OA ist abgeschlossen.

(ii) = gehért genau dann zu JA, wenn jede Umgebung von x sowohl A als
auch A€ trifft.

o

Beweis Es gilt 04 = AN (A)¢, woraus alles folgt. m

Die Hausdorffeigenschaft

Der folgende Satz zeigt, daBl in metrischen Rdumen je zwei verschiedene Punkte
disjunkte Umgebungen besitzen. Dies impliziert die Beziehung

m{U;UeﬂX(w)}:{x}, zeX.

Also gibt es gentigend viele Umgebungen, um zwischen den verschiedenen Punkten
eines metrischen Raumes zu unterscheiden.

2.17 Satz Es seien x,y € X mit x # y. Dann gibt es eine Umgebung U von x und
eine Umgebung V' von y mit UNV = ().

Beweis Wegen z # y ist € := d(z,y)/2 positiv. Deshalb ist U := B(z, ¢) eine Um-
gebung von z, und V := B(y, ¢) ist eine Umgebung von y. Nehmen wir an, es gilte
UNV # (. Dann kénnten wir ein z € U NV wihlen und finden

2e =d(z,y) < d(z,2) +d(z,y) <e+e=2,
was nicht moglich ist. Also sind U und V' disjunkt. m
Die Aussage von Satz 2.17 wird als HAUSDORFFSCHE TRENNUNGSEIGEN-
SCHAFT bezeichnet. Bei ihrem Beweis haben wir wesentlich von der Existenz ei-
ner Metrik Gebrauch gemacht. Tatséchlich gibt es (nichtmetrische) topologische

R&ume, in denen Satz 2.17 nicht gilt. Der Leser findet ein einfaches Beispiel eines
solchen topologischen Raumes in Aufgabe 10.

2.18 Korollar Einpunktige Teilmengen metrischer Ridume sind abgeschlossen.
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Beweis® Besteht X nur aus einem Punkt, so ist wegen Satz 2.6(i) nichts zu be-
weisen. Es gelte also Anz(X) > 1. Dann wihlen wir z € X und y € {z}°. Nach
Satz 2.17 gibt es Umgebungen U von 2 und V' von y mit U NV = (). Insbesondere
gilt also {z} NV CcUNV =0, was V C {z}° impliziert. Also ist {z}¢ offen. m

Beispiele

Wir wollen die gewonnenen Erkenntnisse anhand einiger Beispiele illustrieren, die
insbesondere zeigen, daf3 die frither bereits eingefithrten Namen ,offenes“ bzw.
»abgeschlossenes® Intervall, ,offener” bzw. ,abgeschlossener“ Ball, mit den ent-
sprechenden topologischen Begriffen konsistent sind.

2.19 Beispiele (a) Offene Intervalle (a,b) C R sind offen in R.

(b) Abgeschlossene Intervalle [a, b] C R sind abgeschlossen in R.

(c) Essei I C R ein Intervall, und es seien a := inf I und b := sup I. Dann gilt

0, I=Roder I =0,
{a}, a€Rund b=o00,
ol = {b}, beRund a=—o0,
{a,b}, —oo<a<b< oo,
{a}, a=beR.

(d) Der abgeschlossene Ball B(z,r) ist abgeschlossen.

Beweis Im Fall X = B(x,r) ist nichts zu zeigen. Es sei also B(z,r) # X und y liege
nicht in B(z,r). Dann gilt € := d(z,y) —r > 0. Fiir z € B(y, €) folgt aus der umgekehrten
Dreiecksungleichung:

d(z,2) > d(z,y) —d(y,z) > d(z,y) —e =1

Also liegt der Ball B(y,e) ganz in (B(z,r))". Da dies fiir jedes y € (B(z,r)) gilt, ist
(B(z,7))° offen. m

(e) In jedem metrischen Raum gilt B(z,r) C B(x,r) fiir 7 > 0. Sind X ein nor-
mierter Vektorraum® und r > 0, so gilt B(z,r) = B(z, ).
Beweis Die erste Aussage ist eine Konsequenz von (d) und Satz 2.12.

Es seien also X ein normierter Vektorraum und r > 0. Es geniigt, die Inklusi-
on B(z,r) C B(z,r) nachzuweisen. Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis und nehmen
an, es gelte B(z,r) € B(x,r). Dann wihlen wir y € B(x,7)\B(x,r) und bemerken, daf
d(y,x) = |ly — z|| = 7 > 0, und somit x # y, gilt. Fiir € € (0,1) setzen wir

5Ein einfacher Beweis ergibt sich aus Satz 2.11(iii) (vgl. jedoch Bemerkung 2.29(d)).

SEs gibt metrische Riume, in denen B(z,r) eine echte Teilmenge von B(z,r) ist, wie Aufga-
be 3 zeigt.
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ze:=z+ (1—¢)(y —z) =ex+ (1 — €)y. Dann y
gelten [z —z:| =1 —¢)|ly—z]| =1 —e)r<r

und ||y —zc|| =€ |lz —y|| = er > 0. Nun sei (ex)

eine Nullfolge in (0,1) und zj := ., fiir k € N.

Dann ist (xr) eine Folge in B(z,7)\{y} mit

xr — y. Nach Satz 2.9 ist y somit ein Haufungs-

punkt von B(z,r), d.h. y € B(x,r). Mit unserer

Wahl von y ist dies aber nicht moglich. m

(f) In jedem normierten Vektorraum X gilt
OB(z,r) = 0B(x,r) ={y € X ; |z —yll=r}.
Beweis Dies folgt aus (e). m

(g) Die n-Sphire S™ := {z € R™™' ; |2| = 1} ist abgeschlossen in R™"*.
Beweis Es gilt S™ = 9B™"*. Somit folgt die Aussage aus Satz 2.16(i). m

Eine Charakterisierung stetiger Abbildungen

Wir kommen nun zum bereits angekiindigten Hauptsatz dieses Paragraphen.

2.20 Theorem Essei f: X — Y eine Abbildung zwischen den metrischen Rdumen
X und Y. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) f ist stetig.
(ii) f~1(O) ist offen in X fiir jede in Y offene Menge O.
(iii) f~'(A) ist abgeschlossen in X fiir jede in Y abgeschlossene Menge A.

Beweis ,,(i)=>(ii)“ Es sei O C Y offen. Im Fall f~1(O) = 0 ist wegen Satz 2.4(i)
nichts zu zeigen. Es gelte also f~1(0) # 0. Zu jedem x € f~1(0) gibt es dann
aufgrund der Stetigkeit von f eine offene Umgebung U, von z in X mit f(U,) C O.
Diese Inklusion impliziert

relU,c f7Y0), zefY0),

woraus sich die Identitét
U =770
z€f~1(0)
ergibt. Nach Beispiel 2.2 und Satz 2.4(iii) ist f~1(0) also offen in X.

,»(il)=-(iii)“ Es sei A C Y abgeschlossen. Dann ist A¢ offen in Y. Wegen (ii)
und der Aussage (iv’) von Satz 1.3.8 ist auch f~1(A€) = (ffl(A))C offen in X.
Also ist f~1(A) abgeschlossen in X.

»(iil)=-(1)“ Es sei z € X, und V sei eine offene Umgebung von f(z) in Y.
Dann ist V¢ abgeschlossen in Y. Gemifl Voraussetzung und wegen Satz 1.3.8(iv’)
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ist auch (f*l(V))c = f~1(V¢) abgeschlossen in X, d.h., U := f~1(V) ist offen
in X. Weil = zu U gehoért, ist folglich U eine Umgebung von « mit f(U) C V. Also
ist f stetigin z. m

2.21 Bemerkung FEine Abbildung ist nach den eben gewonnenen Erkenntnissen
genau dann stetig, wenn die Urbilder offener Mengen offen sind, also genau dann,
wenn die Urbilder abgeschlossener Mengen abgeschlossen sind. Wir wollen diese
wichtige Charakterisierung noch etwas umformulieren. Dazu bezeichne ¥ x wieder
die Topologie des metrischen Raumes X, also

Tx:={0C X ; Oistoffenin X} .
Dann gilt
f: X > Y iststetig <= f1: Ty —» Ty,
d.h., f: X =Y ist genau dann stetig, wenn das Bild von ¥y unter der von f

induzierten Mengenabbildung f~1: (V) — PB(X) in Tx liegt. m

Die nachfolgenden Beispiele zeigen, wie man mit Hilfe von Theorem 2.20 die
Offenheit bzw. Abgeschlossenheit von Mengen nachweisen kann.

2.22 Beispiele (a) Es seien X, Y metrische Riume, und f: X — Y sei stetig.
Dann ist fiir jedes y € Y die Faser f~!(y) von f abgeschlossen in X, d.h., Lésungs-
mengen von Gleichungen mit stetigen Funktionen sind abgeschlossen.

Beweis Dies folgt aus Korollar 2.18 und Theorem 2.20. m

(b) Es seien k,n € N* mit k < n. Dann ist K* abgeschlossen in K".

Beweis Im Fall k = n ist die Aussage klar. Fiir k¥ < n betrachten wir die Projektion
pr: K" = K" % (z1,...,20) — (Zhi1s. .., Tn) .

Dann zeigt der Beweis von Beispiel 1.3(h), daf diese Abbildung stetig ist. Ferner gilt
K* = pr='(0). Somit folgt die Behauptung aus (a). m

(c) Lésungsmengen von Ungleichungen Es seien f: X — R stetig und r € R.
Dann ist {z € X ; f(z) <r} abgeschlossen in X, und {z € X ; f(z) <r} ist
offen in X.

Beweis Offensichtlich gelten
{zeX; fx)<r}= f_l((—oo,r]) und {zeX; f(z)<r}= f_l((—oo,r)) .
Also folgen die Behauptungen aus den Beispielen 2.19(a), (b) und aus Theorem 2.20. m

(d) Der abgeschlossene n-dimensionale Einheitswiirfel
I"'={zeR"; 0<2, <1, 1<k<n}

ist abgeschlossen in R".
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Beweis Bezeichnen wir mit pr, : R” — R, (z1,...,2n) — zx die k-te Projektion, so gilt
folgende Identitét:

n

"= ({2 eR"; pry(a) <1} n{z €R" ; pry(z) > 0}) .

k=1

Nach (c) ist I™ ein endlicher Durchschnitt abgeschlossener Mengen; also gemifl Satz 2.6
selbst abgeschlossen. m

(e) Stetige Bilder abgeschlossener [bzw. offener] Mengen brauchen nicht abge-
schlossen [bzw. offen] zu sein.

Beweis (i) Es seien X :=R* und 4 := { (z,y) € R* ; 2y = 1}. Dann ist gem&8 (a) die
Menge A in X abgeschlossen, da die Abbildung R?* — R, (z,y) — zy stetig ist (vgl.
Satz 1.5(ii)). Ferner ist die erste Projektion pr, : R? — R stetig. Aber pr,(A) = R* ist
nicht abgeschlossen in R.

(ii) Um die zweite Aussage zu beweisen, wéhlen wir X :=Y :=R, O :=(-1,1)
und f: R - R, z+ 2% Dann ist O offen in R, und f ist stetig. Aber f(O) = [0,1) ist
nicht offen in R. m

Stetige Erginzungen

Es seien wieder X und Y metrische Rédume. Ferner sei D C X, und f: D — Y sei
stetig. Schliellich nehmen wir an, a € X sei ein Hiufungspunkt von D. Ist D nicht
abgeschlossen, so wird a i.allg. nicht zur Menge D gehoren. Die Funktion f ist
also i.allg. im Punkt a nicht definiert. Wir wollen im folgenden die Fragestellung
untersuchen, ob es eine stetige Erweiterung von f auf D U {a} gibt. Dazu fiithren
wir fiir eine beliebige, nicht notwendigerweise stetige Funktion f: D — Y folgende
Notation ein: Wir schreiben

lim f(z) =y, (2.1)

Tr—a

falls es ein y € Y gibt mit der Eigenschaft, da8 fiir jede Folge (x,,) in D mit ,, — a
die Folge ( f (:En)) in Y gegen y konvergiert.

2.23 Bemerkungen (a) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) limg—q f(2) =y.
(ii) Fiir jede Umgebung V von y in Y gibt es eine Umgebung U von a in X
mit f(UND)CV.
Beweis ,,(i)=>(ii)* Wir beweisen die Kontraposition. Dazu nehmen wir an, es gebe eine
Umgebung V von y in Y mit f(UN D) ¢ V fiir jede Umgebung U von a in X . Insbeson-
dere gilt dann
f(Bx(a,1/n)ND)NV 0, neN*.

Somit finden wir eine Folge (zn) in D mit zn, — a und f(z,) ¢ V, d.h., (f(xs)) konver-
giert nicht gegen y.
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,»(i1)=>(1)“ Es sei (zn) eine Folge in D mit z, — a in X, und V sei eine Umgebung
von y in Y. Nach Voraussetzung gibt es eine Umgebung U von a mit f(UND) C V.
Andererseits gibt es aufgrund der Konvergenz von (z,) gegen a ein N € N mit x, € U
fiir n > N. Somit liegt die Bildfolge (f(zn)) in V fiir n > N. Also gilt f(zn) —y. ®m

(b) Fiir a € D gilt

lim f(z) = f(a) < f ist stetig in a .

Tr—a

Beweis Dies folgt aus (a). m

2.24 Satz  Es seien X und Y metrische Rdume, D C X, und f: D — Y sei ste-
tig. Ferner sei a € D¢ ein Hiufungspunkt von D, und es existiere ein y € Y mit
lim, ., f(z) =y. Dann ist

flx), reD,

f:DU{a} -Y, x»—>{
y, x:a7

eine stetige Erweiterung von f auf D U{a}. Man sagt, dafl f in a stetig ergénzt
worden sei.

Beweis Wir miissen nur nachweisen, dafi f: DU {a} — Y stetig ist. Dies folgt
aber unmittelbar aus den Bemerkungen 2.23. m

Es sei nun X C R, und es gebe eine Folge (z,) in D mit z,, < a [bzw. 2, > d]
fir n € N. Dann definiert man” den linksseitigen [bzw. rechtsseitigen] Grenzwert
im f@) [l ()
analog zu lim,_,, f(z), indem man nur Folgen mit z,, < a [bzw. z,, > a] zuléft. Au-

Berdem wollen wir uneigentlich konvergente Folgen (z,,) betrachten, d.h., a = o0
sind ebenfalls statthaft.

2.25 Beispiele (a) Es seien X :=R, D:=R\{l}, n€ N*, und f: D — R sei
durch f(z) := (2™ — 1)/(xz — 1) definiert. Dann gilt

911—>H11f(x):alcl—>rnl r—1 -

Beweis Gemif Aufgabe 1.8.1(b) gilt

-1
v =l4z+2°+ - +2"".
r—1
Zusammen mit der Stetigkeit von Polynomen auf R erhalten wir die Behauptung. m

7Sind keine Unklarheiten zu befiirchten, so schreiben wir auch f(a — 0) := limz—q—o f(x) und
fla+0) :=limy—q40 f(x).
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b) Fiir X := C und D := C* gilt
(

lim exp(z) — 1 _
z—0 z

1.

Beweis Die Darstellung von exp(z) durch die Exponentialreihe 3 2" /k! liefert die Iden-
titat
exp(z) — 1 z [ z 22 2 }
_1="11 coll
z 2 +3+3-4+3~4-5+

Fiir z € C* mit |z] < 1 ergibt sich deshalb die Abschitzung

&
2(1—12))

z|
2

exp(z) =1

1}§‘
4

(142 + 2% + 2%+ -] =

Nun erhalten wir die Behauptung aus

liﬂ%(Z(l‘szD) =0

(man beachte Bemerkung 2.23(b) und die Stetigkeit der in der Klammer stehenden Funk-
tion im Punkt 0). m
(c) Esseien X := D :=Y :=Rund f(z) := 2" fiir n € N. Dann gelten

1 n=~0
lim 2" = ’ ’
s o0 { , neNt,

8

und
1, n=20,
lim 2" = 00 , n € 2N* |
T —00 , ne2N+1.

(d) Die Funktion R* — R, z+ 1/x kann nicht stetig auf R erweitert werden,

wie aus

. 1 . 1
lim =—00, lim =00
x—0—-0 2 rx—0+0

folgt. m

Relativtopologien

Es seien X ein metrischer Raum und Y eine Teilmenge von X. Oft ist es erfor-
derlich, topologische Uberlegungen nicht in X, sondern in Y durchzufiihren (man
vergleiche etwa Bemerkung 2.23(a)). Wir wollen deshalb die Begriffe ,,offen“ und
»abgeschlossen* von X auf Y iibertragen.
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Eine Teilmenge M von Y heifit offen [bzw. abgeschlossen| in Y, falls es eine
in X offene Menge O [bzw. eine in X abgeschlossene Menge A] gibt mit M = O0NY
[bzw. M = ANY]. Ist M C Y offen [bzw. abgeschlossen] in Y, so sagen wir auch,
M sei relativ offen [bzw. relativ abgeschlossen] in Y.

Mit den eben eingefithrten Begriffen
konnen wir die topologische Struktur von
X auf Y {iibertragen. Andererseits ist Y e
in natiirlicher Weise ein metrischer Raum
beziiglich der von X auf Y induzierten
Metrik dy := d|Y x Y. Somit sind die Be-
griffe ,offen in (Y, dy)“ [bzw. ,,abgeschlos-
sen in (Y, dy )“] wohldefiniert. Der nichste v
Satz zeigt, dafl diese beiden Moglichkeiten
zum selben Resultat fithren.

2.26 Satz FEs sei X ein metrischer Raum, und es gelte M C' Y C X. Dann ist M
genau dann offen [bzw. abgeschlossen] in Y, wenn M offen [bzw. abgeschlossen]
in (Y,dy) ist.

Beweis Wir konnen ohne Beschréankung der Allgemeinheit M als nicht leer vor-
aussetzen.

(i) Es sei M offen in Y. Dann gibt es eine offene Menge O in X mit M =0NY.
Insbesondere finden wir also zu jedem « € M einr > 0 mit Bx (z,7) C O. Also gilt

By (z,7) =Bx(z,r)NY CONY =M,

d.h., z ist innerer Punkt von M beziigl. (Y, dy ). Folglich ist M offen in (Y, dy ).
(ii) Es sei nun M offen in (Y, dy). Zu jedem x € M gibt es dann ein r, > 0

mit By (z,7,) C M. Setzen wir O := {J, ¢ s Bx (,72), so ist O wegen Beispiel 2.2

und Satz 2.4(ii) eine offene Teilmenge von X. Ferner ergibt sich aus Satz 1.2.7(ii)

ony = ( U ]B%X(:c,rz)) NY = |J Bx(@r)nY) = | By(e,ra) = M.

xzeM zeM zeM

Also ist M offen in X.

(iii) Als néchstes nehmen wir an, da§ M in Y abgeschlossen sei. Wir finden
dann eine in X abgeschlossene Menge A mit M =Y N A. Wegen Y\M =Y N A€
folgt aus dem bereits Bewiesenen, dal Y\ M in (Y, dy) offen ist. Also ist M abge-
schlossen in (Y, dy).

(iv) SchlieBlich sei M abgeschlossenin (Y, dy ). Dann ist Y\ M offen in (Y, dy ),
also auch in Y, aufgrund der Uberlegungen in (ii). Daher finden wir eine in X offene
Menge O, fiir die ONY = Y\ M gilt. Diese Gleichung impliziert aber M =Y N O¢,
was die Abgeschlossenheit von M in Y beweist. m



II1.2 Topologische Grundbegriffe 259

2.27 Korollar Fiir M C Y C X gilt: M ist genau dann offen in Y, wenn Y\ M
in Y abgeschlossen ist.

2.28 Beispiele (a) Wir betrachten X := R? Y :=Rund M := (0,1). Dann ist M
offen in Y, aber nicht in X.

(b) Wir setzen X :=Rund Y := (0, 2]. Dann ist (1, 2] offen in Y, aber nicht in X,
und (0, 1] ist abgeschlossen in Y, aber nicht in X. m

Allgemeine topologische Rdume

Obwohl metrische Rdume einen natiirlichen Rahmen fiir unsere Betrachtungen zu bilden
scheinen, werden in spiteren Kapiteln — ebenso wie in weiterfithrenden Vorlesungen und
Biichern — allgemeinere topologische Rdume von Bedeutung sein. Aus diesem Grund ist
es sinnvoll, die Definitionen und Sétze dieses Paragraphen zu analysieren, um herauszu-
finden, welche von ihnen in allgemeineren Rdumen giiltig bleiben. Dies wollen wir in den
folgenden Bemerkungen tun.

2.29 Bemerkungen Es sei X = (X, %) ein topologischer Raum.

(a) Wie oben heifit A C X abgeschlossen, wenn A€ offen ist, also wenn gilt: A° € T. Eben-
so bleiben die Definitionen von Beriihrungspunkten, Hiufungspunkten und der Menge A
unverdndert. Dann ist klar, daf§ die Sétze 2.6 und 2.8 ihre Giiltigkeit behalten.

(b) Eine Teilmenge U C X heit Umgebung einer Teilmenge A von X, wenn es eine
offene Menge O gibt mit A C O C U. Ist A eine einpunktige Menge {z}, so heifit U
Umgebung von z. Die Menge aller Umgebungen von z bezeichnen wir wieder mit (),
oder genauer, mit {x (z). Offensichtlich besitzt jeder Punkt eine offene Umgebung. Ferner
heifit « innerer Punkt von A C X, wenn mit z eine ganze Umgebung von x in A enthalten
ist. Es ist klar, daf3 diese Definitionen im Fall eines metrischen Raumes mit den friiheren
iibereinstimmen.

SchlieBlich werden wieder das Innere A und der Rand A von A C X wie oben
definiert. Dann priift man leicht nach, dafl die Sétze 2.12 und 2.14, sowie die Korollare
2.13 und 2.15 richtig bleiben. Also gelten die Beziehungen A = cl(A) und A = int(A).

(c) Die Sétze 2.9 und 2.11 sowie Korollar 2.10 sind in allgemeinen topologischen Rdumen
nicht giiltig. Genauer gilt immer: Wenn A abgeschlossen ist, und wenn (zj) eine Folge
in A ist, fiir die ein € X existiert mit lim x = x, so gehort x zu A. Hierbei sind natiirlich
die Konvergenz einer Folge, ein Grenzwert einer konvergenten Folge, und Hiufungspunkte
einer Folge in X wie in Paragraph II.1 definiert. Eine Analyse des Beweises von Satz 2.9
zeigt, daf} folgende Eigenschaft eines metrischen Raumes benutzt wurde:

Zu jedem Punkt z € X gibt es eine solche Folge (Uy) von Umgebungen, (2.2)
dafl zu jeder Umgebung U von z ein k € N existiert mit Uy C U. '

In der Tat geniigt es, Uy := B(x,1/k) zu setzen.

Von einem topologischen Raum, welcher die Eigenschaft (2.2) besitzt, sagt man, er
erfiille das erste Abzihlbarkeitsaxiom, oder jeder Punkt besitze eine abzihlbare Umge-
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bungsbasis. Folglich gelten die Sétze 2.9 und 2.11 sowie Korollar 2.10 in jedem topologi-
schen Raum, der das erste Abzéhlbarkeitsaxiom erfiillt.

(d) Wie wir bereits bemerkt haben, ist Satz 2.17 in allgemeinen topologischen Rdumen
nicht richtig. Ein topologischer Raum, welcher die Hausdorffsche Trennungseigenschaft
besitzt, heit Hausdorffraum oder hausdorffsch. Insbesondere ist jeder metrische Raum
hausdorffsch, wie Satz 2.17 zeigt.

In jedem Hausdorffraum ist jede einpunktige Menge abgeschlossen, d.h., Korol-
lar 2.18 gilt mit wortlich gleichem Beweis. Ferner hat eine konvergente Folge in einem
Hausdorffraum einen eindeutig bestimmten Grenzwert.

(e) Die Stetigkeit einer Abbildung zwischen beliebigen topologischen Rdumen wird genau
wie in Paragraph 1 definiert. Dann bleibt offensichtlich Theorem 1.8 iiber die Stetigkeit
von Kompositionen richtig. Ebenfalls gelten die Sétze 1.5 und 1.10, wenn X ein beliebiger
topologischer Raum ist. Allerdings miissen die Beweise anders gefiihrt werden, ndmlich
durch direkte Anwendung der Stetigkeitsdefinition (vgl. Aufgabe 19).

Schliefllich ist das wichtige Theorem 2.20 in beliebigen topologischen R&dumen rich-
tig, wie der Beweis zeigt. Also ist eine Abbildung zwischen topologischen Ridumen genau
dann stetig, wenn die Urbilder offener [bzw. abgeschlossener] Mengen offen [bzw. abge-
schlossen]| sind. Somit gelten die Beispiele 2.22(a) und (c) auch, falls X ein topologischer
Raum und Y ein Hausdorffraum (warum?) sind.

(f) Sind X und Y beliebige topologische Riume, so ist jede stetige Abbildung von X
nach Y folgenstetig, wie der erste Teil des Beweises von Theorem 1.4 zeigt. Durch eine
offensichtliche Modifikation des zweiten Teiles jenes Beweises sehen wir, dafl jede fol-
genstetige Abbildung von X nach Y stetig ist, falls X das erste Abzihlbarkeitsaxiom
erfiillt.

(g) Es seien X und Y topologische Ridume, und a € X sei ein Hiaufungspunkt von D C X.
Dann kann fiir f: D — Y der Grenzwert

tim £(x) (2.3)
nur dann wie in (2.1) definiert werden, wenn X das erste Abzdhlbarkeitsaxiom erfiillt
(genauer, wenn a eine abzihlbare Umgebungsbasis besitzt). In diesem Fall bleibt Bemer-
kung 2.23(a) richtig. Ist X ein beliebiger topologischer Raum, so wird (2.3) durch Aus-
sage (ii) von Bemerkung 2.23(a) definiert. In jedem Fall gelten dann Bemerkung 2.23(b)
und Satz 2.24.

(h) Ist Y eine Teilmenge des topologischen Raumes X, so werden die Begriffe relativ offen
(d.h. offen in Y') und relativ abgeschlossen (d.h. abgeschlossen in Y) wie oben definiert.
Dann ist

Ty:={BCY; Bistoffenin Y }

eine Topologie auf YV, die Relativtopologie von Y beziigl. X (oder die von X auf Y indu-
zierte Topologie). Also ist (Y, Ty ) ein topologischer Raum, ein topologischer Unterraum
von X. Es ist nicht schwer zu sehen, da} A C Y genau dann relativ abgeschlossen ist,
wenn A in (Y,%y) abgeschlossen ist, d.h., wenn gilt: A° € Ty (vgl. Korollar 2.27). Fer-
ner ist (Y, Ty) hausdorffsch, falls X ein Hausdorffraum ist, und (Y, Ty) erfiillt das erste
Abzidhlbarkeitsaxiom, wenn X diese Eigenschaft hat. Ist i :=iy: Y — X, y— y die
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Inklusion von Beispiel 1.3.2(b), so gilt i™*(4) = ANY fiir A C X. Also gilt: Ist Y ein
topologischer Raum, so ist ¢ genau dann stetig, wenn die Topologie von Y stérker als die
Relativtopologie ist.

(i) Es seien X und Y topologische Rédume, und A C X trage die Relativtopologie. Ist
f: X =Y stetigin zo € A, soist f|A: A— Y stetig in xo (vgl. Beispiel 1.3(k)).

Beweis Dies folgt aus f|A= foia und (h). m

Aufgaben

1 Es sei X ein metrischer Raum. Fiir M C X bestimme man M, ]\2, OM und die
Menge M’ aller Hiufungspunkte von M, falls gilt

(a) M =(0,1], X =R.

(b) M = (0,1], X = B2,

(c) M={1/n; neN*}, X=R.
(M=0Q, X=R

(e) M =R\Q, X =R.

2 Essei S:={2€Q; —vV2<z<+v2}, und Q trage die natiirliche Topologie. Man
beweise oder widerlege:

(a) S ist offen in Q.

(b) S ist abgeschlossen in Q.

3 Essei X eine nichtleere Menge, und d bezeichne die diskrete Metrik auf X. Man zeige:
(a) Jede Teilmenge von X ist offen, d.h., PB(X) ist die Topologie von (X, d).

(b) Im allgemeinen gilt B(z,r) = B(x,) nicht.

4 Fir S:={(z,y) eR*; 2 +y> <1}\([0,1) x {0}) bestimme man (5)° und ver-
gleiche diese Menge mit S.

5 Es secien X ein metrischer Raum und A C X. Man beweise, da§ A = X \ (X\A).

6 Esseien Xj, j=1,...,n, metrische Rdéume und X := X; X - -- X X,. Man verifiziere:
(a) Sind die O; offen in X}, so ist O X --- X Oy, offen in X.
(b) Sind die A; abgeschlossen in X}, so ist A; X --- x A, abgeschlossen in X.
7 Essei h: P(X) — P(X) eine Abbildung mit den Eigenschaften:

(i) h(0) = 0;

(i) h(A) D A, AcP(X);

(iii) h(AUB) =h(A)Uh(B), A, B € P(X);

(iv) h* =h.
(a) Man setze Tp := { A° € B(X) ; h(A) = A} und beweise, daB (X, Tp) ein topologi-
scher Raum ist.
(b) Es sei (X, %) ein topologischer Raum. Man finde h: PB(X) — P(X) mit T, = <.

8 Es seien X ein metrisochero Raum und A, B C X - Man beweise oder widerlege die
Beziehungen (AU B)° = AU B und (AN B)° = ANB.
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9 Auf R betrachte man die durch §(z,y) := |z — y|/(1 + |z — y|) definierte Metrik (vgl.
Aufgabe 11.1.9). Man verifiziere: Die Mengen A, := [n,00), n € N, sind abgeschlossen
und beschrinkt in (R, §). AuBerdem® gelten: ﬂszo Ay # 0 fiir jedes k € Nund () An, = 0.

10 Es seien X :={1,2,3,4,5} und
T = { @7Xv {1}3 {33 4}7 {13 3, 4}7 {23 3,4, 5}} .

Man zeige, daf (X, ¥) ein topologischer Raum ist, und man bestimme die abgeschlossene
Hiille von {2,4,5}.

11 Es seien ¥1 und T2 Topologien auf einer Menge X. Man beweise oder widerlege:
T1U%s bzw. T1 N Tz ist eine Topologie auf X.

12 Es seien X und Y metrische Rdume. Man beweise:

fi+ X =Y ist stetig <= f(A) C f(A), ACX.

13 Es seien A und B abgeschlossene Teilmengen eines metrischen Raumes X. Ferner
seien Y ein metrischer Raum, g: A — Y und h: B — Y stetig, und es gelte

g|ANB=h|ANB fals ANB#0.
Man zeige, dafl die Funktion

glz), =xcA,

: AUB Y
fiAUB = ’xH{h(x), z€B,

stetig ist.

14 Eine Abbildung f : X — Y zwischen zwei metrischen Radumen (X, d) und (Y, ) heifit
offen, wenn f(%4) C Ts gilt, d.h., wenn die Bilder offener Mengen offen sind. Man nennt f
abgeschlossen, wenn f(A) fiir jede abgeschlossene Menge A abgeschlossen ist. Es bezeich-
nen nun d die natiirliche und ¢ die diskrete Metrik auf R. Man zeige:

(a) id: (R,d) — (R, ) ist offen und abgeschlossen, aber nicht stetig.
(b) id : (R,d) — (R, d) ist stetig, aber weder offen noch abgeschlossen.

15 Essei f: R— R, z+— exp(z)Zack(z) (vgl. Aufgabe 1.1). Dann ist f stetig, aber
weder offen noch abgeschlossen. (Hinweise: Man beachte Aufgabe 11.8.10 und bestimme

f((=00,0)) und f({—(2n+1)/2; neN})))
16 Man beweise, dafl die Funktion

0, z e [0,1],

f:[0,21—>[072]7 xH{x_l m€(12]

stetig und abgeschlossen, aber nicht offen ist.

8Man vergleiche dazu Aufgabe 3.5.
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17 Es sei S := { (z,y) €R?; 2%+ 92 =1 } der Einheitskreis in R?, versehen mit der
induzierten natiirlichen Metrik. Man zeige, dafl die Abbildung

f:8"—10,2), (:B,y)b—>{

abgeschlossen, aber weder stetig noch offen ist.

18 Es seien X und Y metrische Rdume, und
p: X XY —>X, (z,y)—=x

bezeichne die kanonische Projektion auf X. Dann ist p stetig und offen, aber i. allg. nicht
abgeschlossen.

19 Man beweise die Sétze 1.5 und 1.10 im Falle eines beliebigen topologischen Rau-
mes X.

20 Es seien X und Y metrische Rdume und f: X — Y. Man verifiziere, dafl
Apn={z€ X ; wp(x)>1/n}
fiir jedes n € N* abgeschlossen ist (vgl. Aufgabe 1.17).

21 Es seien X ein metrischer Raum und A C X. Dann gilt:
(i) Ist A vollstindig, so ist A abgeschlossen in X. Die Umkehrung ist i. allg. falsch.

(ii) Ist X vollstindig, so ist A genau dann vollstindig, wenn A in X abgeschlossen ist.
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3 Kompaktheit

Wir haben gesehen, daf} stetige Bilder offener Mengen nicht offen, und stetige Bil-
der abgeschlossener Mengen nicht abgeschlossen zu sein brauchen. In den néchsten
zwei Paragraphen werden wir Eigenschaften topologischer Réume untersuchen,
welche unter stetigen Abbildungen erhalten bleiben. Die dabei gewonnenen Er-
kenntnisse sind von weitreichender Bedeutung und werden uns insbesondere beim
Studium reellwertiger Funktionen duflerst niitzlich sein.

Die Uberdeckungseigenschaft

Im folgenden bezeichnen wir mit X := (X, d) stets einen metrischen Raum.

Ein Mengensystem { A, C X ; o € A} heifit Uberdeckung der Teilmenge
K CX, falls es zu jedem x € K ein o € A gibt mit x € A,, d.h., falls K C |, Aa.
Eine Uberdeckung heifit offen, wenn jedes A, offen ist in X. Schliellich heifit eine
Teilmenge K C X kompakt, falls jede offene Uberdeckung von K eine endliche
Teiliiberdeckung besitzt.

3.1 Beispiele (a) Es sei () eine konvergente Folge in X mit Grenzwert a. Dann
ist die Menge K := {a} U {x} ; k € N} kompakt.

Beweis Essci{ O, ; o € A} eine offene Uberdeckung von K. Dann gibt es Indizes a und
ar € Amit a € Oq und z, € O, fiir k € N. Ferner gibt es wegen limxy =a ein N € N
mit zx € Oy fiir k> N. Also ist {Oq, ; 0 <k < N}U{O.} eine endliche Teiliiber-
deckung der gegebenen Uberdeckung von K. m

(b) Die Aussage von (a) ist i.allg. falsch, wenn der Grenzwert a aus K ent-
fernt wird.

Beweis Esseien X := Rund A := {1/k ; k € N* }. Ferner setzen wir O1 := (1/2,2) und
Ok == (1/(k+1),1/(k — 1)) fiir k > 2. Dann ist { O ; k € N* } eine offene Uberdeckung
von A mit der Eigenschaft, dafl jedes Oy genau ein Element von A enthélt. Somit kann
{ O ; k € N} keine endliche Teiliiberdeckung von A besitzen. m

(c) Die Menge der natiirlichen Zahlen N ist nicht kompakt in R.

Beweis Es geniigt wieder, eine offene Uberdeckung { Oy ; k € N} von N anzugeben,
bei der jedes Op genau eine natiirliche Zahl enthilt, z.B. Oy := (k—1/3,k+ 1/3) fiir
keN m

3.2 Satz Jede kompakte Menge K C X ist abgeschlossen und beschrinkt in X.

Beweis Es sei K C X kompakt.

(i) Wir beweisen zuerst die Abgeschlossenheit von K in X. Offensichtlich
geniigt es, den Fall K # X zu betrachten, da X abgeschlossen in X ist. Es sei
also zg € K°. Wegen der Hausdorffeigenschaft gibt es zu jedem y € K offene Um-
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gebungen U, € (y) und V;, € U(zo) mit UyNV, =0. Da {U, ; y € K } eine offe-
ne Uberdeckung von K ist, finden wir endlich viele Punkte yo, ..., %, in K mit
K c UL, Uy, =: U. Dann sind U und V := (L, V,, wegen Satz 2.4 offen und
disjunkt. Also ist V' eine Umgebung von xo mit V' C K¢, d.h., xg ist innerer Punkt
von K¢. Da dies fiir jedes xg € K€ gilt, ist K¢ offen. Also ist K abgeschlossen.

(ii) Um die Beschrénktheit von K zu verifizieren, fixieren wir ein xo in X.
Wegen K C [, B(zo, k) = X, daB(zo, k) gemis Beispiel 2.2 offen ist, und wegen
der Kompaktheit von K finden wir kg, ..., k, € Nmit K C U;":O B(zo, k;). Somit
gilt K C B(xo, N), wobei wir N := max{ko,...,kn} gesetzt haben. Also ist K
beschriankt. m

Eine Charakterisierung kompakter Mengen

Die Umkehrung von Satz 3.2 ist in allgemeinen metrischen Riumen falsch.! Kom-
pakte Mengen konnen i.allg. nicht als abgeschlossene und beschrinkte Mengen
charakterisiert werden. Hingegen gelingt in metrischen Ridumen folgende Kenn-
zeichnung kompakter Mengen, in deren Beweis wir die nachstehende Definition
verwenden: Eine Teilmenge K von X heifit totalbeschrénkt, wenn es zu jedem
r>0ein m e N und z,...,z, € K gibt mit K C |J;"_,B(zk,r). Offensichtlich
ist jede totalbeschrankte Menge beschriankt.

3.3 Theorem FEine Teilmenge K C X ist genau dann kompakt, wenn jede Folge
in K einen Héufungspunkt in K besitzt.

Beweis (i) Zuerst nehmen wir an, dal K kompakt sei, und daf es in K eine
Folge gebe ohne Hiufungspunkt in K. Zu jedem x € K finden wir dann eine
offene Umgebung U, von x mit der Eigenschaft, dafl U, hochstens endlich vie-
le Folgenglieder enthiilt. Weil { U, ; « € K } natiirlich eine offene Uberdeckung
von K ist, gibt es xo, ...,z € K, so dal K von {U,, ; k=0,...,m} iiberdeckt
wird. Somit kann K nur endlich viele Folgenglieder enthalten, und folglich kei-
nen Haufungspunkt besitzen. Dieser Widerspruch zeigt, dafl jede Folge in K einen
Héufungspunkt in K hat.

(ii) Den Beweis der umgekehrten Implikation fithren wir in zwei Teilschritten.

(a) Es sei K eine Teilmenge von X mit der Eigenschaft, daf jede Folge in K
einen Haufungspunkt in K besitzt. Wir behaupten: K ist totalbeschriankt.

Wir fithren wieder einen Widerspruchsbeweis. Nehmen wir also an, daf§i K
nicht totalbeschrinkt sei. Dann gibt es ein r > 0 und ein zy € K, so dafl K nicht
in B(xo, r) enthalten ist. Insbesondere finden wir ein 21 € K \B(zg,r). Aus demsel-
ben Grund gibt es auch ein 3 € K \ [B(zo,r) UB(z1,7)]. Nach diesem Verfahren
fortschreitend finden wir induktiv eine Folge (x) in K mit der Eigenschaft, dal
Tp41 nicht zu Jj_o B(zg, r) gehdrt. Denn andernfalls gibe es ein ng € N, so daB

1Vgl. Aufgabe 15.
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K in ;2 B(zk,7) enthalten wire, was die Totalbeschréinktheit von K bedeu-
ten wiirde. Geméfl unserer Voraussetzung besitzt die Folge (xj) einen Haufungs-
punkt z in K. Somit gibt es m, N € N* mit d(zn,z) < r/2 und d(xN1m,x) < 1/2.
Aus der Dreiecksungleichung folgt dann d(xn,xntm) <7, d.h., Ty, gehort
zu B(zn, 1), was nach Konstruktion der Folge (x)) nicht moglich ist. Dies beweist,
da K totalbeschrankt ist.

(b) Es sei nun {O,, ; a € A} eine offene Uberdeckung von K. Da K total-
beschriinkt ist, gibt es zu jedem k € N* endlich viele offene Bille mit Radien 1/k
und Mittelpunkten in K, welche K {iberdecken. Nehmen wir an, es géibe keine
endliche Teiliiberdeckung von { O, ; @ € A} fiir K. Dann finden wir zu jedem
k € N* einen dieser endlich vielen offenen Bélle mit Radius 1/k, er heifle By,
so dafl K N By nicht durch endlich viele der O, iiberdeckt wird. Bezeichnen wir
mit xj den Mittelpunkt von By fiir k € N*| so ist (z) eine Folge in K, die gemifl
Voraussetzung einen Haufungspunkt x in K besitzt. Es sei nun a € A ein Index mit
x € Oq4. Da O, offen ist, gibt es ein € > 0 mit B(x,e) C O,. Andererseits finden
wir ein M > 2/e mit d(zpr, z) < €/2, da x ein Hiufungspunkt von der Folge (x)
ist. Folglich gilt fiir jedes x € By die Abschitzung

1 e €
< =
d(x,x)id(x,xM)+d(wM,x)<M+2<2+2 €,

d.h., es gelten die Inklusionen Bys C B(x, ) C O,. Dies ist aber nach Konstruktion
von Bjs nicht méglich. Also besitzt { Oy ; a € A} eine endliche Teiliiberdeckung. m

Folgenkompaktheit

Eine Teilmenge A C X heifit folgenkompakt, wenn jede Folge in A eine in A kon-
vergente Teilfolge besitzt. Die Charakterisierung von Haufungspunkten einer Folge
durch konvergente Teilfolgen aus Satz I1.1.17 und das eben bewiesene Theorem er-
geben unmittelbar:

3.4 Theorem FEine Teilmenge eines metrischen Raumes ist genau dann kompakt,
wenn sie folgenkompakt ist.

Als weitere wichtige Anwendung von Theorem 3.3 kénnen wir kompakte Teil-
mengen der Rdume K" kennzeichnen.

3.5 Theorem (Heine-Borel) Eine Teilmenge von K" ist genau dann kompakt,
wenn sie abgeschlossen und beschrédnkt ist.

Insbesondere ist ein Intervall in R genau dann kompakt, wenn es abgeschlos-
sen und beschrinkt ist.
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Beweis Geméf Satz 3.2 ist jede kompakte Menge abgeschlossen und beschrankt.
Die umgekehrte Aussage ergibt sich aus dem Satz von Bolzano-Weierstrafl (vgl.
Theorem I1.5.8), Satz 2.11 und Theorem 3.4. m

Stetige Abbildungen auf kompakten Riumen

Das folgende Theorem zeigt, dafl die Kompaktheit unter stetigen Abbildungen
erhalten bleibt.

3.6 Theorem FEs seien X, Y metrische Rdume, und f: X — Y sei stetig. Ist X
kompakt, so ist auch f(X) kompakt, d.h., stetige Bilder kompakter Mengen sind
kompakt.

Beweis Essei { O, ; a € A} eine offene Uberdeckung von f(X) in Y. Aufgrund
von Theorem 2.20 ist dann f~1(O,,) fiir jedes € A eine offene Teilmenge von X.
Somit ist { Y0, ; a €A } eine offene Uberdeckung des kompakten Raumes X .
Deshalb finden wir endlich viele Indizes g, ..., oy € Amit X = [J;—, f~*(Oa,)-
Folglich gilt f(X) C Ui Oay, d.h., {Oayg,--.,0q,,} ist eine endliche Teiliiber-
deckung von { O, ; a € A} fiir f(X). Also ist f(X) kompakt. m

3.7 Korollar Es seien X, Y metrische Ridume, und f: X — Y sei stetig. Ist X
kompakt, so ist f(X) beschréinkt.

Beweis Dies folgt sofort aus Theorem 3.6 und Satz 3.2. m

Der Satz vom Minimum und Maximum

Fiir reellwertige Funktionen ergibt sich aus Theorem 3.6 der iiberaus wichtige Satz,
daf} jede reellwertige stetige Funktion auf kompakten Mengen ihr Minimum und
ihr Maximum annimmt.

3.8 Korollar (Satz vom Minimum und Maximum) Es sei X ein kompakter me-
trischer Raum, und f: X — R sei stetig. Dann nimmt die Funktion f in X ihr
Minimum und ihr Maximum an, d.h., es gibt xg,x1 € X mit

f(wo) = min f(z) und f(z1) = max f(z) .

Beweis Aus Theorem 3.6 und Satz 3.2 wissen wir, dafl f(X) abgeschlossen und
beschrénkt ist in R. Deshalb existieren m := inf (f(X)) und M := sup(f(X)) in R.
Wegen Satz 1.10.5 gibt es Folgen (y,,) und (z,) in f(X), die in R gegen m bzw. M
konvergieren. Da f(X) abgeschlossen ist, folgt aus Satz 2.11, dafl m und M zu f(X)
gehoren. Somit gibt es zg, 21 € X mit f(xg) =m und f(x1) =M. m
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Die Bedeutung das Satzes vom Minimum und Maximum wollen wir durch
die nachstehenden wichtigen Anwendungen beleuchten.

3.9 Beispiele (a) Auf K" sind alle Normen édquivalent.

Beweis (i) Es bezeichnen |-| die euklidische und ||-|| eine beliebige Norm auf K". Dann
geniigt es, die Aquivalenz dieser zwei Normen, d.h. die Existenz einer positiven Konstan-
ten C' mit

C x| < ||z £ C ] zeK", (3.1)
nachzuweisen.

(ii) Wir setzen S:={z € K" ; || =1}. Aus Beispiel 1.3(j) wissen wir, daf} die
Funktion |-|: K™ — R stetig ist. Somit folgt aus Beispiel 2.22(a), dal S in K" abge-
schlossen ist. Natiirlich ist S auch beschriankt in K”. Wir kénnen also den Satz von
Heine-Borel anwenden und erkennen S als kompakte Teilmenge von K".

(iii) Nun zeigen wir, da8 f: S — R, x s ||z|| stetig ist.? Dazu sei e, 1<k <mn,
die Standardbasis in K". Fiir jedes = (x1,...,2n) € K" gilt dann o = 3 }_, zrex (vgl.
Beispiel 1.12.4(a) und Bemerkung 1.12.5). Somit folgt aus der Dreiecksungleichung fiir |||
die Abschétzung

loll = > wver| <3 loelllenl < Colal , k™, (3.2)
k=1 k=1

wobei wir Co := > ,_, |lex|| gesetzt und die Ungleichungen |zx| < |z| verwendet haben.
Dies beweist bereits das zweite Ungleichheitszeichen von (3.1). Ferner folgt aus (3.2) und
der umgekehrten Dreiecksungleichung fiir ||-|| die Abschétzung

[f@) = f@)l = [llzl =yl | <l =yl < Cole =yl ,  @yeES,

was die Lipschitz-Stetigkeit von f zeigt.

(iv) Fiir jedes z € S gilt f(z) > 0. Deshalb folgt aus dem Satz vom Minimum, dafl
m := min f(S) positiv ist, d.h., wir erhalten die Abschétzung

0 <m =min f(S) < f(z) = ||z , xeS. (3.3)

SchlieBlich sei € K™\ {0}. Dann gehort z/|z| zu S, und aus (3.3) folgt somit m < Hm/\x| H
Also gilt
mlz| < |z , xeK". (3.4)

Die Behauptung ergibt sich nun aus (3.2) und (3.4) mit C' := max{Co,1/m}. m

(b) Fundamentalsatz der Algebra® Jedes nichtkonstante Polynom p € C[X] be-
sitzt eine Nullstelle in C.

Beweis (i) Es sei p ein solches Polynom. Wir schreiben p in der Form
p=X"+an 1 X"+ +arX+ao

2Der Leser mache sich klar, daB die Aussage von Beispiel 1.3(j) hier nicht anwendbar ist!
3Der Fundamentalsatz der Algebra gilt nicht iiber dem Korper der reellen Zahlen R, wie das
Beispiel p = 1 4+ X? zeigt.
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mit n € N* und ag € C. Im Fall n =1 ist die Aussage klar. Es gelte also n > 2. Dann

setzen wir
n—1
Ri=1+) |a|
k=0

und finden fiir jedes z € C mit |z| > R > 1 folgende Abschétzung:
Ip(2)] > |2]" = |an—1]|2""" = -+ = |aa| |2| = |aol
> |2|" = (Jan—1| + -+ + |a1] + [ao|) [2[" "
=]z (ol - (R=1)) 2 |z]" " >R > R.

Also ist der Wert von p auBerhalb des Balles B¢ (0, R) dem Betrage nach gréfer als R.
Wegen [p(0)| = |ao| < R bedeutet dies, dafl die Beziehung

- C o
inf |p(2)] = inf_ Ip(2)]

richtig ist.

(ii) Als néchstes betrachten wir die Funktion
lpl: Bc(0,R) =R, 2w |p(2)],

welche, als Einschrinkung der Komposition der beiden stetigen Funktionen |-| und p,
stetig ist. Man vergleiche dazu die Beispiele 1.3(k) und 1.9(a), sowie Korollar 1.6. Ferner
ist der abgeschlossene Ball B¢ (0, R) nach dem Satz von Heine-Borel und Beispiel 2.19(d)
kompakt. Somit kénnen wir den Satz vom Minimum auf |p| anwenden und finden ein
20 € Bc(0, R), in welchem die Funktion |p| ihr Minimum annimmt.

(iii) Nehmen wir an, p besitze in Bc(0, R) keine Nullstelle. Dann gilt insbesondere
p(20) # 0. Somit wird durch q := p(X + 20)/p(20) ein Polynom vom Grad n definiert mit
den Eigenschaften

lg(z)]>1, zeC, und qg(0)=1. (3.5)
Also kénnen wir g in der Form
g=1 +aXF 4 xFy

mit geeignet gewéhlten o € C*, k€ {1,...,n — 1} und r € C[X] schreiben.

(iv) An dieser Stelle greifen wir etwas vor und machen von der Existenz komplexer
Wurzeln Gebrauch. Dieses Resultat, welches wir erst in Paragraph 6 (und dort selbst-
verstdndlich unabhiingig vom Fundamentalsatz der Algebra) beweisen werden, besagt
insbesondere, daB ein z; € C existiert® mit 2§ = —1/«a. Hiermit ergibt sich

qltz1) =1 —t" + 25 (k) | telo,1],

und folglich
lg(tz1)] <1 —t* + ¢ |28 e tz0)|,  teo,1]. (3.6)

4Man beachte, daB diese Aussage iiber dem Korper der reellen Zahlen R nicht richtig ist. In
der Tat wird nur an dieser Stelle von Eigenschaften des Korpers C Gebrauch gemacht, d.h., alle
anderen Argumente des obigen Beweises sind auch in R richtig!
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(v) SchlieBlich betrachten wir die Funktion
hi0,1] =R, t— |2y r(tz)] .

Es ist nicht schwierig einzusehen, dafl h stetig ist. Man vergleiche etwa Satz 1.5(ii),
Korollar 1.6, Theorem 1.8 und Beispiel 1.9(a). Aufgrund des Satzes von Heine-Borel
kénnen wir Korollar 3.7 anwenden und finden ein M > 1 mit

h(t) = |2§ T r(tz)| < M, te[0,1] .
Verwenden wir diese Schranke in der Abschitzung (3.6), so erhalten wir
lg(tz1)] <1 —t"(1—tM) <1-t"/2<1,  te(0,1/(2M)),
was der ersten Aussage von (3.5) widerspricht. Also besitzt p in B¢ (0, R) eine Nullstelle. m
Korollar Es sei
p=a, X" +an 1 X" 14+ +a1X +ag

mit ag,...,an, € C, a, # 0 und n > 1. Dann existieren z1, ..., 2z, € C mit
n
p:anH(X—zk) .
k=1

Also besitzt jedes Polynom p iiber C genau Grad(p) (geméf ihrer Vielfachheit
gezihlte) Nullstellen.

Beweis Der Fundamentalsatz der Algebra sichert die Existenz von z1 € C mit p(z1) = 0.
Somit gibt es nach Theorem 1.8.17 ein eindeutig bestimmtes p; € C[X] mit p = (X — z1)p:
und Grad(p1) = Grad(p) — 1. Ein einfaches Induktionsargument beschliet den Beweis. m

(c) Esseien A und K disjunkte Teilmengen eines metrischen Raumes. Ferner sei K
kompakt und A sei abgeschlossen. Dann ist der Abstand, d(K, A), von K zu A
positiv, d.h.
d(K,A) := inf d(k,A) >0 .
keK

Beweis GemifB den Beispielen 1.3(k) und (1) ist die reellwertige Abbildung d(-, A) stetig
auf K. Also gibt es nach dem Satz vom Minimum ein ko € K mit d(ko, A) = d(K, A).
Nehmen wir an, es gelte

d(ko, A) = grelgd(ko,a) =0.

Dann gibt es eine Folge (ax) in A mit d(ko,ar) — 0 fiir K — oo. Also konvergiert die
Folge (ax) gegen ko. Weil A nach Voraussetzung abgeschlossen ist, gehort ko zu A, was
wegen AN K = () nicht méglich ist. Also gilt d(ko, A) = d(K,A) >0.m

(d) Auf die Kompaktheit von K kann in (c) nicht verzichtet werden.

Beweis Die Mengen A :=R x {0} und B :={(z,y) € R?: oy = 1} sind beide abge-
schlossen, aber nicht kompakt in R?. Wegen d((n, 0), (n, l/n)) =1/n fiir n € N* gilt
d(A,B)=0.m
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Totalbeschrinktheit

Die obigen Theoreme und Beispiele zeigen bereits die grofle praktische Bedeutung
kompakter Mengen. Deshalb ist es wichtig, moglichst viele Kriterien zu besitzen,
welche es erlauben, eine gegebene Menge auf Kompaktheit zu testen. Aus diesem
Grund fiigen wir die folgende Charakterisierung kompakter Mengen an.

3.10 Theorem FEine Teilmenge eines metrischen Raumes ist genau dann kompakt,
wenn sie vollstdndig und totalbeschrankt ist.

Beweis ,=“ Es sei K C X kompakt, und (x;) sei eine Cauchyfolge in K. Da K
folgenkompakt ist, besitzt (z;) eine in K konvergente Teilfolge. Also ist (gemiB
Satz 11.6.4) die Folge (z;) in K konvergent. Somit ist K vollstandig.

Fiir jedes r > 0 ist {]B(x, r); x € K} eine offene Uberdeckung. Da K kom-
pakt ist, gibt es eine endliche Teiliiberdeckung. Also ist K totalbeschrinkt.

»<=" Es sei K vollstindig und totalbeschrankt. Ferner sei (z;) eine Folge
in K. Da K totalbeschriinkt ist, gibt es zu jedem n € N* endlich viele offene Bille
mit Mittelpunkten in K und Radius 1/n, die K iiberdecken. Daher gibt es eine
Teilfolge (z1,5)jen von (x;), die ganz in einem Ball mit Radius 1 enthalten ist.
Dann gibt es eine Teilfolge (22,;)jen von (21 ;)jen, die ganz in einem Ball mir Ra-
dius 1/2 enthalten ist, etc. Also gibt es zu jedem n € N* eine Teilfolge (2,41 ;) jen
von (Zn,;)jen, die ganz in einem Ball mit Radius 1/(n + 1) enthalten ist. Wir set-
zen yy, := Tp , fiir n € N*. Dann priift man leicht nach, da8 (y,,) eine Cauchyfolge
in K ist (vgl. Bemerkung 3.11(a)). Also konvergiert (y,) in K, da K vollstindig
ist. Somit besitzt die Folge (x;) eine in K konvergente Teilfolge, namlich (y,), was
zeigt, da3 K folgenkompakt ist. Gemafi Theorem 3.4 ist K also kompakt. m

3.11 Bemerkungen (a) Im zweiten Teil des letzten Beweises haben wir ein Beweis-
prinzip verwendet, das auch in anderen Zusammenhéngen von Nutzen ist, ndmlich
das Diagonalfolgenprinzip: Aus einer gegebenen Folge (20, ;) jen wahlt man, gem48

einer geeigneten Vorschrift, sukzessive Teilfolgen aus. SchlieBlich bildet man die
Diagonalfolge, indem man von der n-ten Teilfolge das n-te Glied auswahlt.

, 20,1, 20,2, 20,3,
21,0 , @a Z1,2, T1,3,
Z2,0, 2,1, , €23,
3,0, 3,1, I3,2, @7
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Hierbei ist (n41,5)jen flr jedes n € N eine Teilfolge von (z,, ;). Die Diagonalfolge
(Yn) := (Tn,n)nen hat dann offensichtlich die Eigenschaft, da8 (y,)n>n fiir jedes
N € N eine Teilfolge von (zn;)jen ist, also dieselben , infinitdren Eigenschaften®
wie jede der Teilfolgen (x, ;) en besitzt.

(b) Eine Teilmenge K eines metrischen Raumes X ist genau dann kompakt, wenn
K mit der induzierten Metrik ein kompakter metrischer Raum ist.

Beweis Dies ist eine einfache Konsequenz aus der Definition der Relativtopologie und
aus Satz 2.26. m

Aufgrund von Bemerkung 3.11(b) hétte es offensichtlich geniigt, die Theo-
reme 3.3 und 3.4 fiir X, statt fiir eine Teilmenge K von X, zu formulieren. Da
in den Anwendungen meistens der ,,umgebende* metrische Raum X a priori ge-
geben ist, z.B. wird X sehr oft ein Banachraum sein, und Teilmengen von X in
natiirlicher Weise auftreten, haben wir die obigen etwas umstédndlicheren, aber
,realitdtsniheren” Formulierungen gewéhlt.

Gleichmifige Stetigkeit

Es seien X und Y metrische Rédume, und f: X — Y sei stetig. Dann gibt es gemaf
Satz 1.1 zu jedem xg € X und jedem & > 0 ein d(xg, &) > 0, so daB fiir jedes x € X
mit d(z,xo) < & die Abschitzung d(f (o), f(z)) < € gilt. Wie wir bereits bei der
Formulierung von Satz 1.1 bemerkt und in Beispiel 1.3(a) explizit gesehen haben,
hingt die Zahl 0(zg,¢€) i.allg. von zy € X ab. Andererseits zeigt Beispiel 1.3(e),
daB es stetige Abbildungen gibt, bei denen zu vorgegebenem ¢ > 0 die Zahl ¢
unabhiingig von xg € X gewahlt werden kann. Solche Abbildungen werden spéter
von grofler praktischer Bedeutung sein und heiflen gleichméflig stetig. Genauer
nennen wir die Abbildung f: X — Y gleichmifig stetig, falls es zu jedem € > 0
ein d(g) > 0 gibt mit

d(f(z), f(y)) <e fiir alle z,y € X mit d(z,y) < d(e) .

3.12 Beispiele (a) Lipschitz-stetige Funktionen sind gleichméiBig stetig, wie wir
in Beispiel 1.3(e) festgestellt haben.

(b) Die Funktion r: (0,00) — R, x +— 1/x ist stetig, aber nicht gleichméiBig stetig.
Beweis Als Einschrankung einer rationalen Funktion ist r zweifellos stetig. Es sei nun
e > 0. Nehmen wir an, es gébe ein 6 := 6(¢) > 0 mit |r(z) — r(y)| < € fiir alle z,y € (0,1)
mit |z — y| < §. Wihlen wir dann = := 6/(1 + d¢) und y := /2, so gelten =,y € (0,1) und
|z —y| =6/[2(1 4 d¢)] < & sowie |r(z) — r(y)| = (1 + d¢)/6 > €, was nicht méglich ist. m

Das folgende wichtige Theorem zeigt, dafi in vielen Féllen aus der Stetigkeit
automatisch die gleichméflige Stetigkeit folgt.
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3.13 Theorem Es seien X, Y metrische Ridume, f: X — Y sei stetig und X sei
kompakt. Dann ist f: X — Y gleichméBig stetig, d.h., stetige Abbildungen sind
auf kompakten Mengen gleichmifig stetig.

Beweis Nehmen wir an, dal f stetig, aber nicht gleichméflig stetig sei. Dann
existiert ein € > 0 mit der Eigenschaft, dafl es zu jedem 6 > 0 Punkte z,y € X
gibt mit d(z,y) < J, aber d(f(x), f(y)) > €. Insbesondere finden wir zwei Folgen
(z5,) und (y,,) in X mit

d(Tn,yn) <1/n und  d(f(zn), f(yn)) =€, n € N*.

Da X kompakt ist, gibt es nach Theorem 3.4 ein z € X und eine Teilfolge (zy, )ken
von (Z,) mit limy_,00 Zn, = x. Fiir die Teilfolge (yn, )ken von (y,) ergibt sich nun:

d(l'ayﬂk) S d(x,xnk) +d(xnk’ynk) S d(xax’ﬂk) + 1/nk? ’ k € NX :

Also konvergiert auch (y,, )ren gegen x. Da f stetig ist, konvergieren deshalb die
Bildfolgen gegen f(z), d.h., es gibt ein K € N mit

A(f(wn). F(@)) < /2 und d(fly,)., f(@) <e/2.
Dies fiihrt aber zum Widerspruch

e S d(f(@ns)s fWnic)) < d(f(@nsc), f(2) +d(F (@), fyni)) <€ -
Daher ist f gleichméfig stetig. m

Kompaktheit in allgemeinen topologischen Rdumen

Wie am Ende des letzten Paragraphen wollen wir auch hier kurz auf den Fall allgemeiner
topologischer Raume eingehen. Allerdings ist hier die Situation nicht mehr so einfach, so
dafl wir uns im wesentlichen auf die Beschreibung von Resultaten beschrinken werden.
Fiir Beweise und ein tieferes Eindringen in Fragen der (mengentheoretischen) Topologie
sei z.B. auf das sehr empfehlenswerte Buch von Dugundji [Dug66] verwiesen.

3.14 Bemerkungen (a) Es sei X = (X, %) ein topologischer Raum. Dann heifit X
kompakt, wenn X hausdorffsch ist und wenn es zu jeder offenen Uberdeckung eine endliche
Teiliiberdeckung gibt. Der Raum X ist folgenkompakt, wenn er hausdorffsch ist und jede
Folge eine konvergente Teilfolge besitzt. Eine Teilmenge Y C X heifit kompakt [bzw.
folgenkompakt|, wenn der topologische Unterraum (Y, Ty ) kompakt [bzw. folgenkompakt]
ist. Aufgrund der Sidtze 2.17 und 2.26 sowie der Bemerkung 3.11(b) verallgemeinern
diese Definitionen den Begriff der kompakten [bzw. folgenkompakten] Teilmenge eines
metrischen Raumes.

(b) Jede kompakte Teilmenge K eines Hausdorflraumes X ist abgeschlossen. Zu jedem
xo € K¢ gibt es disjunkte offene Mengen U und V in X mit U D K und zo € V. Mit an-
deren Worten: Eine kompakte Teilmenge eines Hausdorffraumes und ein dazu disjunkter
Punkt kénnen durch offene Umgebungen getrennt werden.

Beweis Dies folgt aus dem ersten Teil des Beweises von Satz 3.2 m
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(c) Jede abgeschlossene Teilmenge eines kompakten Raumes ist kompakt.

Beweis Vgl. Aufgabe 2. m

(d) Es seien X kompakt und Y hausdorffsch. Dann ist das Bild einer stetigen Abbildung
f: X — Y kompakt.

Beweis Der Beweis von Theorem 3.6 und die Definition der Relativtopologie zeigen,
daB jede offene Uberdeckung von f(X) eine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Da jeder
topologische Unterraum eines Hausdorffraumes trivialerweise hausdorffsch ist, folgt die
Behauptung. m

(e) In allgemeinen topologischen Ridumen sind Kompaktheit und Folgenkompaktheit ver-
schiedene Begriffe. Mit anderen Worten: Ein kompakter Raum braucht nicht folgenkom-
pakt zu sein, und ein folgenkompakter Raum ist nicht notwendigerweise kompakt.

(f) Der Begriff der gleichméBigen Stetigkeit ergibt in allgemeinen topologischen Rdumen
keinen Sinn, da er nicht mittels Umgebungen (oder offener Mengen) formuliert wer-
den kann. m

Aufgaben

1 Es seien X;, j=1,...,n, metrische Rdume. Dann ist X; x --- X X,, genau dann
kompakt, wenn jedes X; kompakt ist.

2 Es seien X ein kompakter metrischer Raum und Y eine Teilmenge von X. Man
beweise, dal Y genau dann kompakt ist, wenn Y abgeschlossen ist.

3 Esseien X und Y metrische Rdume. Die Abbildung f: X — Y heifit topologisch oder
Homoomorphismus, wenn f bijektiv, und f und f~! stetig sind. Man beweise:

(a) Ist f: X — Y ein Homéomorphismus, so gilt Ll(f(x)) = f(il(x)) fir z € X, d.h,,
,»f bildet Umgebungen auf Umgebungen ab“.

(b) Sind X kompakt und f: X — Y stetig, so gelten:

(i) f ist abgeschlossen.

(ii) f ist topologisch, falls f bijektiv ist.
4 Ein System M von Teilmengen einer nichtleeren Menge besitzt die endliche Durch-
schnittseigenschaft, wenn jedes endliche Teilsystem von M einen nichtleeren Durch-

schnitt hat.
Man beweise, dafl folgende Aussagen dquivalent sind:

(a) X ist ein kompakter metrischer Raum.
(b) Jedes System 2 von abgeschlossenen Teilmengen von X, das die endliche Durch-
schnittseigenschaft besitzt, hat einen nichtleeren Durchschnitt, d.h. (2 # 0.

5 Essei A; eine Folge nichtleerer abgeschlossener Teilmengen von X mit A; D A4 fiir
j € N. Dann gilt N A; # 0, falls Ag kompakt ist.®

6 Es seien FF und F' endlich-dimensionale normierte Vektorrdume, und A: E — F sei
linear. Man beweise, daf3 A Lipschitz-stetig ist. (Hinweis: Beispiel 3.9(a).)

5Man vergleiche dazu Aufgabe 2.9.
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7 Man verifiziere, dafy die Menge O(n) aller reellen orthogonalen Matrizen eine kom-
pakte Teilmenge des R ist.

8 Es seien
Co:=[0,1], Ci:=Co\(1/3,2/3), Co:=C1\ ((1/9,2/9)U(7/9,8/9)) ,

Allgemein entsteht C,41 aus C, durch Weglassen der offenen mittleren Drittel aller
2" Intervalle, aus denen sich Cj, zusammensetzt. Der Durchschnitt C := [ C,, heifit Can-
torsches Diskontinuum. Man verifiziere:

(a) C ist kompakt und hat ein leeres Inneres.

(b) C besteht aus allen Zahlen in [0, 1], welche eine Tertialbruchentwicklung 7%, ax3™*
mit ax € {0, 2} besitzen.

(¢) Jeder Punkt von C ist ein Hiufungspunkt von C, d.h., C ist perfekt.

(d) Wird « € C durch den Tertialbruch Y272 | ax3™" dargestellt, so setze man

cp(a:) = Z akQ’(k“) .
k=1

Dann ist ¢ : C' — [0, 1] wachsend, surjektiv und stetig.

(e) C ist iiberabzahlbar.

(f) ¢ besitzt eine stetige Fortsetzung f : [0, 1] — [0, 1], die konstant ist auf den Intervallen,
welche [0, 1]\ C bilden. Die Funktion f heifit Cantorfunktion von C'.

9 Es sei X ein metrischer Raum. Eine Funktion f: X — R heift unterhalbstetig in
a € X, wenn fiir jede Folge (z,) in X mit lim z,, = a gilt: f(a) < lim f(x,). Sie heift ober-
halbstetig in a, wenn — f in a unterhalbstetig ist. SchlieBlich heifit f unterhalbstetig [bzw.
oberhalbstetig], wenn f in jedem Punkt von X unterhalbstetig [bzw. oberhalbstetig] ist.

(a) Man zeige die Aquivalenz der folgenden Aussagen:
(i) f ist unterhalbstetig.
(ii) Zujedem a € X und jedem e > 0 gibt es ein U € i(a) mit f(z) > f(a) —efirz € U.
(iii) Fiir jedes o € Riist f~'((a, 00)) offen.
(iv) Fiir jedes v € Rist f~'((—o0,a]) abgeschlossen.
(b) f ist genau dann stetig, wenn f unterhalb- und oberhalbstetig ist.

(c) Ist xa die charakteristische Funktion von A C X, so gilt: A ist genau dann offen,
wenn x4 unterhalbstetig ist.

(d) Es seien X kompakt und f: X — R unterhalbstetig. Dann nimmt f das Minimum
an, d.h., es gibt ein z € X mit f(z) < f(y) fir y € X. (Hinweis: Man betrachte eine
,Minimalfolge“ (z,) in X mit f(z,) — inf f(X).)

10 Esseien f,g: [0,1] — R gegeben durch

1/n, x € Q mit teilerfremder Darstellung x = m/n ,
flx) =
0 ) X §é Q )

(-1)"n/(n+1), z € Q mit teilerfremder Darstellung z = m/n ,
9(x) = 0 2¢Q
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Man beweise oder widerlege:
(a) f ist oberhalbstetig.

(b) f ist unterhalbstetig.

(c) g ist oberhalbstetig.

(d)

11 Es sei X ein metrischer Raum, und f:[0,1) — X sei stetig. Man zeige, dafl f
gleichméfig stetig ist, falls lim;—.1 f(t) existiert.

g ist unterhalbstetig.

12 Welche der Funktionen

-2

fi(0,00) =R, t—= (147", g:(0,00) =R, t—t
ist gleichmafBig stetig?

13 Man beweise, daf jeder endlich-dimensionale Untervektorraum eines normierten Vek-
torraumes abgeschlossen ist.

(Hinweise: Es seien E ein normierter Vektorraum und F ein Untervektorraum von E
endlicher Dimension. Ferner seien (v,) eine Folge in F' und v € E mit limv, = v in E.
Wegen Bemerkung 1.12.5, Satz 1.10 und wegen des Satzes von Bolzano-Weierstrafl gibt
es eine Teilfolge (vn, )ken von (vn) und ein w € F' mit limy v,, = w in F. Nun schliele
man mit den Sétzen 2.11 und 2.17, daB v =w € F.)

14 Es sei X ein metrischer Raum, und f: X — R sei beschriankt. Man zeige, daf}
wy: X — R oberhalbstetig ist (vgl. Aufgabe 2.20).

15 Man zeige, dafl der abgeschlossene Einheitsball in o (vgl. Bemerkung I1.3.6(a))
nicht kompakt ist. (Hinweis: Man betrachte die Folge (e) der ,,Einheitsvektoren® e,, mit
en(j) := dn; fiir j € N.)



II1.4 Zusammenhang 277

4 Zusammenhang

Wir wollen nun einen weiteren topologischen Begriff studieren, der in vielen Bewei-
sen der Analysis eine wichtige Rolle spielt. Wir werden némlich Regeln aufstellen,
um den anschaulichen Begriff des Zusammenhanges einer Punktmenge zu prézi-
sieren. Es ist zwar intuitiv klar, dal ein Intervall in R ,zusammenhéngend® ist,
und daf} es ,in Teile zerfallt*, wenn wir einzelne Punkte daraus entfernen. Wie
aber sieht es in allgemeineren Situationen aus, die nicht so iibersichtlich sind?
Wir werden sehen, daf die offenen Mengen, also die Topologie eines Raumes, eine
wesentliche Rolle bei der Beantwortung dieser Frage spielen.

Charakterisierung des Zusammenhanges

Ein metrischer Raum X heifit zusammenhingend, wenn X nicht als Vereinigung
zweier offener, nichtleerer und disjunkter Teilmengen dargestellt werden kann. Da-
mit ist X genau dann zusammenhéngend, wenn gilt:

$0,,0, C X, offen, nicht leer, mit O1 N Oy = und O, UOy = X .

Eine Teilmenge M von X heifit zusammenhingend in X, wenn M beziigl. der
von X induzierten Metrik zusammenhéngend ist.

4.1 Beispiele (a) Offensichtlich sind die leere Menge und jede einpunktige Menge
zusammenhédngend.

(b) Die Menge der natiirlichen Zahlen N ist nicht zusammenhéngend.

Beweis Fiir jedes n € N ist N, := {0,1,...,n} offen und abgeschlossen in N. Somit ist
auch N;; offen und abgeschlossen in N. m

(c) Die Menge der rationalen Zahlen Q ist nicht zusammenhéngend in R.

Beweis O; := {xEQ ;< \/2} und Os := {ZE €EQ; x> \/2} sind zwei offene und
nichtleere Teilmengen von R, fiir die sowohl O1 N Oz = @ als auch O1 U O3 = Q gelten. m

Der Beweis von Beispiel 4.1(b) ld8t sich verallgemeinern und fithrt zur fol-
genden Kennzeichnung zusammenhéngender Mengen:

4.2 Satz In einem metrischen Raum X sind folgende Aussagen édquivalent:
(i) X ist zusammenhéngend.

(ii) X ist die einzige nichtleere, offene und abgeschlossene Teilmenge von X.

Beweis ,(i)=-(ii)“ Es sei O eine nichtleere, offene und abgeschlossene Teilmenge
von X. Dann ist auch O¢ offen und abgeschlossen in X. Uberdies gelten natiirlich
X =0UO°und ONO° ={. Da X zusammenhingend ist und O als nicht leer
vorausgesetzt wurde, folgt, dafl O¢ leer ist. Also gilt O = X.
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»(il)=>(1)“ Es seien O und Oz zwei offene nichtleere Teilmengen von X mit
01 N0z =0 und O; UOy = X. Dann ist O; = O§ offen und abgeschlossen in X
und nicht leer, und wir schlieflen gemé&f Voraussetzung, daf§ O; = O§ = X gilt.
Dies ergibt den Widerspruch Oy = (. m

4.3 Bemerkung Der eben bewiesene Satz beinhaltet folgendes wichtige Beweis-
prinzip: Es sei E eine Eigenschaft, und es soll gezeigt werden, da§ E(z) fiir alle
x € X richtig ist. Dazu setzt man

O:={zec X ; E(x) ist wahr } .

Gelingt der Nachweis, dafl die Menge O nicht leer, offen und abgeschlossen ist, so
folgt aus Satz 4.2, dal E(x) fir alle z € X gilt, falls X zusammenhiingend ist. m

Zusammenhang in R

Der n#chste Satz beschreibt alle zusammenhéngenden Teilmengen von R und lie-
fert zugleich erste konkrete, nichttriviale Beispiele zusammenhéngender Mengen.

4.4 Theorem Eine Teilmenge von R ist genau dann zusammenhéngend, wenn sie
ein Intervall ist.

Beweis Aufgrund von Beispiel 4.1(a) kénnen wir ohne Beschriankung der Allge-
meinheit annehmen, dafl die Menge mehr als ein Element besitzt.
,=" Es sei X C R zusammenhéngend.

(i) Setzen wir a := inf(X) € R und b := sup(X) € R, so ist das Intervall (a, b)
nicht leer, da X nicht einpunktig ist. AuBerdem gilt offenbar! X C (a,b) U {a,b}.

(ii) In diesem Schritt beweisen wir die Inklusion (a,b) C X. Dazu nehmen
wir an, (a,b) sei nicht in X enthalten. Dann gibt es ein ¢ € (a, b), welches nicht
zu X gehort. Setzen wir O; := X N (—o0,¢) und Oz := X N (¢, 00), so sind Oy
und Oz nach Satz 2.26 offen in X. Selbstverstéindlich sind O; und Oy disjunkt
und ihre Vereinigung ist X. Gemé&fl der Definition von a und b und der Wahl
von ¢ gibt es Elemente x,y € X mit x < ¢ und y > ¢. Dies bedeutet, dafl x zu Oq,
und dafl y zu Oy gehoren. Also sind Op und Os nicht leer. Somit ist X nicht
zusammenhéngend, im Widerspruch zur Annahme.

(iii) Insgesamt haben wir die Inklusionen (a,b) C X C (a,b) U {a, b} nachge-
wiesen, welche zeigen, dafl X ein Intervall ist.
»<=“ (1) Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis. Dazu sei X ein Intervall und
es gebe offene, nichtleere Teilmengen O; und Oy von X mit O; N Oz = () und
01 U0y = X. Wir wihlen € O; und y € Oy und betrachten zuerst den Fall
x < y. Aufgrund der Ordnungsvollstiandigkeit von R ist dann z := sup (01 N [z, y])
eine wohldefinierte reelle Zahl.

1Sind a und b reelle Zahlen, so gilt selbstverstindlich (a, b) U {a, b} = [a, b].
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(ii) Nehmen wir an, es gelte z € O1. Da O; offen ist in X, und weil X nach
Voraussetzung ein Intervall ist, gibt es ein € > 0 mit [z,z+¢) C O1 N [z,y], was
der Supremumseigenschaft von z widerspricht. Das Element z kann auch nicht
zu Oy gehoren, denn sonst wiirden wir wie eben ein € > 0 finden mit

(z—¢,z2] CO2N[z,y],

was wegen O1 N O =0 und der Definition von z nicht mdoglich ist. Also gilt
z ¢ O1 UO2 = X. Andererseits liegt [z, y] ganz in X, da X ein Intervall ist. Dies
ergibt den Widerspruch z € [z,y] C X und z ¢ X. Der Fall y < « wird in gleicher
Weise behandelt. m

Der allgemeine Zwischenwertsatz

Zusammenhéngende Mengen haben die Eigenschaft, daf ihre Bilder unter stetigen
Abbildungen wieder zusammenhéngend sind. Dieses wichtige Resultat kénnen wir
mit unseren in Paragraph 2 gewonnenen Kenntnissen sehr einfach beweisen.

4.5 Theorem FEs seien X, Y metrische Riume, und f: X — Y sei stetig. Ist X
zusammenhéngend, so ist auch f(X) zusammenhéngend, d.h., stetige Bilder zu-
sammenhéngender Mengen sind zusammenhéngend.

Beweis Wir argumentieren indirekt. Es sei f(X) nicht zusammenhéingend. Dann
gibt es nichtleere Teilmengen V4, Vo von f(X) mit der Eigenschaft, dafl V5 und V;
in f(X) offen sind und daf3 V; N V2 = Pund V; U V5 = f(X) gelten. Wegen Satz 2.26
finden wir in Y offene Mengen O; mit V; = O; N f(X) fiir j = 1,2. Setzen wir
U; == f~1(0;), so ist U; nach Theorem 2.20 offen in X fiir j = 1,2. AuBerdem gelten

U1UU2:X, UlﬁUQZQ) und U]#@, j:1,2,

was fiir die zusammenhingende Menge X nicht moglich ist. m
4.6 Korollar Stetige Bilder von Intervallen sind zusammenhéngend.

Die Theoreme 4.4 und 4.5 sind #uflerst wirkungsvolle Instrumente zur Un-
tersuchung reeller Funktionen, wie wir in den néchsten zwei Paragraphen belegen
werden. Bereits hier notieren wir:

4.7 Theorem (Allgemeiner Zwischenwertsatz) Es sei X ein zusammenhéingender
metrischer Raum, und f: X — R sei stetig. Dann ist f(X) ein Intervall. Also
nimmt f jeden Wert an, der zwischen zwei Funktionswerten liegt.

Beweis Dies ist eine unmittelbare Konsequenz aus den Theoremen 4.4 und 4.5. m
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Wegzusammenhang

Es seien o, 8 € R mit a < . Jede stetige Abbildung w: [, 5] — X heifit steti-
ger Weg im metrischen Raum X mit Anfangspunkt w(«) und Endpunkt w(/3).
Das Bild im(w) = w([a,ﬁ]) von w nennen wir Spur des Weges w und schreiben
dafiir spur(w).

im(w)

& B

Ein metrischer Raum X heifit weg-

zusammenhingend, falls es zu jedem Yy

Paar (z,y) € X x X einen stetigen

Weg in X gibt mit Anfangspunkt x

und Endpunkt y. Eine Teilmenge ei-

nes metrischen Raumes heifit wegzu-

sammenhingend, wenn sie mit der x\_/
induzierten Metrik ein wegzusam- \’/
menhéngender metrischer Raum ist.

4.8 Satz Jeder wegzusammenhingende Raum ist zusammenhéngend.

Beweis Wir fithren einen Widerspruchsbeweis. Es bezeichne X einen metrischen
Raum, der wegzusammenhéngend, aber nicht zusammenhéngend ist. Dann gibt
es nichtleere offene Mengen O1, Oz in X mit O; N Oy =0 und X = O1 U Os.
Wir wihlen = € O; und y € O2 und finden dann nach Voraussetzung einen Weg
w: [a, f] — X mit w(a) =z und w(B) = y. Setzen wir U; := w=(0;), so ist Uj
nach Theorem 2.20 offen in [«, 8]. Auflerdem liegen o in Uy und S in Us, und es
gelten Uy N Uz = 0 und U; U Uz = [, B]. Also ist das Intervall [, 3] nicht zusam-
menhéngend, was Theorem 4.4 widerspricht. m

Es seien E ein normierter Vektorraum und a,b € E. Die lineare Struktur
von E erlaubt es, spezielle ,geradlinige“ Wege in E zu betrachten:

v:[0,]] > E, t—(1—-ta+tb. (4.1)

Die Spur des Weges v heifit Verbindungsstrecke von a nach b und wird mit [a, b]
bezeichnet.

Eine Teilmenge X von FE heifit konvex, falls fiir jedes Paar (a,b) € X x X
die Verbindungsstrecke [a,b] zu X gehort, d.h., falls [a,b] C X gilt.
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nicht konvex

4.9 Bemerkungen Es bezeichne E einen normierten Vektorraum.

(a) Jede konvexe Teilmenge von E ist wegzusammenhéngend, also gemifl Satz 4.7
auch zusammenhéngend.

Beweis Es seien X konvex und a,b € X. Dann definiert (4.1) einen Weg in X mit
Anfangspunkt a und Endpunkt b. m

(b) Fiir a € E und r > 0 sind die Bélle Bg(a,r) und Bg(a, ) konvex.
Beweis Fiir 2,y € Be(a,r) und ¢ € [0, 1] gilt

(1 =t)z+ty —al = |1 —t)(z —a) + t(y — a)|
<A-t)z—all+tlly—all <A =t)r+tr=r.

Diese Abschitzung zeigt, daBl [z,y] in Bg(a,r) liegt. Die zweite Aussage wird analog
bewiesen. m

(c) Eine Teilmenge von R ist genau dann konvex, wenn sie ein Intervall ist.

Beweis Es sei X C R konvex. Dann ist X gemif (a) zusammenhingend, und die Be-
hauptung folgt aus Theorem 4.4. Die Aussage, dafl Intervalle konvex sind, ist klar. m

Nichtkonvexe Mengen kénnen durch-
aus zusammenhingend sein, wie bereits
einfache Beispiele in R? zeigen. Offensicht-
lich legt die Anschauung nahe, dafl es
moglich sei, zwei beliebige Punkte einer
zusammenhéngenden ebenen Punktmenge
durch einen ,Streckenzug® zu verbinden,
der aus endlich vielen geraden Teilstrecken
besteht. Das folgende Theorem zeigt, dafl
dies in viel groflerer Allgemeinheit richtig
ist, falls die Menge offen ist.

Es sei X eine Teilmenge eines normierten Vektorraumes. Eine Abbildung
w: [a, ] — X heifit stetiger Streckenzug? in X, falls es ein n € N und reelle Zahlen

2Die Abbildung w : [a, 3] — X ist offenbar in jedem Punkt links- und rechtsseitig stetig,
gemif Satz 1.12 also stetig. Dies rechtfertigt den Namen , stetiger Streckenzug*.
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Qgy ..., Qpy1 gibt mit o =g < a1 < -+ < apy1 = F und
w((1 =)y +tajr) = (1 — Hwloy) + twlog1)
fir t € [0,1]] und j =0,...,n.

4.10 Theorem FEs sei X eine nichtleere, offene und zusammenhédngende Teilmenge
eines normierten Vektorraumes. Dann lassen sich je zwei Punkte von X durch einen
stetigen Streckenzug in X verbinden.

Beweis Es seien a € X und M := {x € X ; es gibt einen stetigen Streckenzug
in X, der a mit x verbindet }. Wir wollen das in Bemerkung 4.3 beschriebene
Beweisprinzip auf die Menge M anwenden.

(i) Wegen a € M ist M nicht leer.

(ii) Wir beweisen die Offenheit von M in X. Dazu sei z € M. Da X offen ist,
finden wir ein » > 0 mit B(z,r) C X. Geméfl Bemerkung 4.9(b) gehort mit jedem
y € B(z,r) die ganze Verbindungsstrecke von z nach y auch zu B(x,r). AuBerdem
gibt es einen stetigen Streckenzug w: [, 5] — X mit w(a) = ¢ und w(B) = z, da
x zu M gehort.

Nun definieren wir w : [, 8 4+ 1] — X durch

() ,:{ w(t) , tela,dl,
' t=By+B+1-thr, te(B,p+1].

Offenbar ist @ ein stetiger Streckenzug in X, der a mit y verbindet. Diese Uberle-
gungen zeigen, dal B(z,r) zu M gehért. Also ist z innerer Punkt von M und M
somit offen in X.

(iii) Es bleibt nachzuweisen, dal M abgeschlossen ist. Dazu wihlen wir ir-
gendein y € X\ M. Wieder finden wir aufgrund der Offenheit von X ein r > 0,
so dafl B(y,r) ganz in X liegt. AuBerdem sind B(y,r) und M disjunkt, denn zu
x € B(y,r) N M gibe es nach den Uberlegungen in (ii) einen stetigen Streckenzug
in X, der a mit y verbénde. Dies wiirde aber bedeuten, dafl y zu M gehorte, was
nicht méglich ist. Also ist y innerer Punkt von X\ M. Da y € X\ M beliebig war,
bedeutet dies die Abgeschlossenheit von M in X. m
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4.11 Korollar  Eine offene Teilmenge eines normierten Vektorraumes ist genau
dann zusammenhédngend, wenn sie wegzusammenhéingend ist.

Beweis Dies folgt aus Satz 4.8 und Theorem 4.10. m

Zusammenhang in allgemeinen topologischen Riumen

Zum Abschluf} dieses Paragraphen analysieren wir die obigen Beweise wieder auf ihre
,metrische Abhéngigkeit.

4.12 Bemerkungen (a) Die Definitionen ,zusammenhingend“ und , wegzusammenhén-
gend“ machen offensichtlich nur von der Topologie und nicht von den Eigenschaften des
Abstandes Gebrauch. Also sind sie in beliebigen topologischen Raumen giiltig. Dies gilt
auch fiir die Sétze 4.2 und 4.5, sowie 4.8. Insbesondere ist der allgemeine Zwischenwert-
satz 4.7 richtig, wenn X ein beliebiger topologischer Raum ist.

(b) Es gibt Beispiele zusammenhéngender Riume, die nicht wegzusammenhéngend sind.
Aus diesem Grund ist Theorem 4.10 von besonderem Interesse. m

Aufgaben
Im folgenden bezeichne X stets einen metrischen Raum.

1 Man beweise die Aquivalenz der folgenden Aussagen:

(a) X ist zusammenhéngend.

(b) Es gibt keine stetige Surjektion X — {0, 1}.

2 Essei A eine beliebige Indexmenge, und C, C X sei fiir jedes a € A zusammenhéngend.
Man zeige, daB | J,, Co zusammenhéngend ist, falls Co N C # O fiir o, B € A gilt. D.h., be-
liebige Vereinigungen zusammenhédngender paarweise nicht disjunkter Mengen sind zu-

sammenhéngend.
(Hinweis: Man fithre mit Hilfe von Aufgabe 1 einen Widerspruchsbeweis.)

3 Man belege anhand von Beispielen, da3 der Durchschnitt zusammenhéngender Men-
gen i. allg. nicht zusammenhéngend ist.

4 Esseien X;, j=1,...,n, metrische Rdume. Das Produkt X; X --- x X, ist genau
dann zusammenhingend, wenn jedes X; zusammenhéngend ist. (Hinweis: Man zerlege
X x Y in eine Vereinigung von Mengen der Form (X x {y}) U ({z} x Y).)

5 Es ist zu zeigen, daf} die abgeschlossene Hiille einer zusammenhéngenden Menge wie-
der zusammenhéngend ist. (Hinweis: Man betrachte eine stetige Funktion f: A — {0,1}
und beachte f(A) C f(A) (vgl. Aufgabe 2.12).)

6 Die grofite zusammenhingende Teilmenge von X, die x € X enthélt, also die Menge

K(z) := U Y mit M:={Y C X ;Y ist zusammenhéngend, z €Y } ,

YeM

heifit Zusammenhangskomponente von x in X. Man zeige:
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) {K(w) ; X € X} ist eine Zerlegung von X, d.h., jedes z € X liegt in genau einer
Zusammenhangskomponente von X.

(b) Jede Zusammenhangskomponente ist abgeschlossen.
7 Man bestimme alle Zusammenhangskomponenten von Q in R.

8 Es sei E = (E,|||) ein normierter Vektorraum mit dim(FE) > 2. Dann sind E\{0}
und die Einheitssphire S := {z € E ; ||z|| = 1} zusammenhingend.

9 Man beweise, daf die folgenden metrischen Rdume X und Y nicht homéomorph sind:

(a) X :=S', Y :=][0,1].
(b) X :=R, Y :=R", n>2.
(c) X :=(0,1)U(2,3), Y :=(0,1)U(2,3].

(Hlnwels: Man entferne gegebenenfalls einen bzw. zwei Punkte aus X.)

10 Es ist zu zeigen, daBl die Menge O(n) aller reellen orthogonalen (n x n)-Matrizen
nicht zusammenhéngend ist. (Hinweis: Die Abbildung O(n) — {—1,1}, A+ det A ist
stetig und surjektiv (vgl. Aufgabe 1.16).)

11 Fir bj s € R, 1 <4,k < n, betrachte man die Bilinearform

B:R"xXR" =R, (z,y) ijkxjyk.
J,k=1

Gilt B(z,z) > 0 [bzw. B(z,z) < 0] fiir z € R"\{0}, so heiit B positiv [bzw. negativ]
definit. Man zeige:

(a) Ist B weder positiv noch negativ definit, so gibt es ein € S™~! mit B(zx,z) = 0.
(b) Ist B positiv definit, so gibt es ein 8 > 0 mit B(z,z) > \x|2, x € R™

(Hinweise: Fiir (a) beachte man den Zwischenwertsatz; fiir (b) den Satz vom Minimum.)
12 Es sei E ein Vektorraum. Fiir z1,...,2n € Eund a1,...,a, € RT mit Z oy =1
heifit 22;1 ajz; Konvexkombination von x1,...,Zn.

Folgende Aussagen sind zu beweisen:

(a) Beliebige Durchschnitte konvexer Teilmengen von E sind konvex.

(b) Eine Teilmenge M von E ist genau dann konvex, wenn jede Konvexkombination
endlich vieler Punkte von M zu M gehort.

(c) Sind E ein normierter Vektorraum und M C E konvex, so sind auch M und M
konvex.
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5 Funktionen in R

Besonders gewinnbringend kénnen wir unsere allgemeinen topologischen Erkennt-
nisse beim Studium reellwertiger Funktionen einer reellen Variablen einsetzen. Dies
liegt selbstverstéindlich an der reichen Struktur von R.

Der Zwischenwertsatz von Bolzano

Zuerst gewinnen wir aus dem allgemeinen Zwischenwertsatz 4.7 die auf Bolzano
zuriickgehende Version fiir reellwertige Funktionen auf Intervallen.

5.1 Theorem (Zwischenwertsatz von Bolzano) Es sei I C R ein Intervall, und
f: I — R sei stetig. Dann ist f(I) ein Intervall, d.h., stetige Bilder in R von
Intervallen sind Intervalle.

Beweis Dies folgt aus den Theoremen 4.4 und 4.7. m
Im folgenden bezeichne I stets ein nichtleeres Intervall in R.

5.2 Beispiele (a) Die Aussage des Zwischenwertsatzes von Bolzano ist falsch,
wenn f nicht stetig oder nicht auf einem Intervall definiert ist. Dies zeigen die
folgenden (schematisch dargestellten) Beispiele:

R R
A

/\/f : 1 1 L\/J%R

(b) (Nullstellensatz von Bolzano) Es sei f: I — R stetig, und es gebe a,b € I
mit f(a) <0 < f(b). Dann existiert ein £ € (a Ab,aV b) mit f(§) = 0.

v
~

R
A

v
=

(c) Jedes Polynom p € R[X|] ungeraden Grades besitzt eine reelle Nullstelle.
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Beweis Wir kénnen ohne Einschriankung der Allgemeinheit p in der Form
p=X"" L a0, X¥ 4+ fao

schreiben mit n € N und a; € R. Dann gilt

n a2n ao
p(z) = 2* Jr1<1Jr - +~--+$2n+1>, r €R*.

AuBlerdem gibt es ein R > 0 mit

az2n ao lazn| |ao] 1
1+ R +“.+R2n+121_ R T Rm+1 = 9

Somit folgen die Ungleichungen p(R) > R**™'/2 > 0 und p(—R) < —R*"*'/2 < 0, und
die Behauptung ergibt sich aus (b). m

Monotone Funktionen

Es zeigt sich, dafl die Ordnungsvollstéindigkeit von R fiir monotone Funktionen von
weitreichender Bedeutung ist. Als erstes Resultat beweisen wir, daf die links- und
rechtsseitigen Grenzwerte einer monotonen, aber nicht notwendigerweise stetigen
reellen Funktion auf I in den Intervallenden existieren.

5.3 Satz FEssei f: I — R monoton. Dann existieren

Jim f@) und L f@).,

wobei a := inf I und 8 := sup I gesetzt sind. Genauer gelten

lim f(z) = { inf f(I),  falls f wiichst ,

z—a+0 sup f(.[) s falls f fallt s
und
lim f(z) sup f(I) , falls f wéchst ,
im f(z)=
z—(3-0 inf f(I) , falls f fallt .

Beweis Es seien f wachsend und b := sup f(I) € R. Zu jedem (3 < b gibt es auf-
grund der Definition von b ein xg € I mit f(zg) > §. Somit erhalten wir

B<flapg) < flx)<b, z>uzp,

da f wachsend ist. Nun folgt lim,_,g_o f(x) = b aus (dem Analogon von) Bemer-
kung 2.23 (fiir linksseitige Grenzwerte). Die Aussagen fiir das linke Intervallende
und fiir fallende Funktionen werden analog bewiesen. m

Um geeignete Mittel fiir die Untersuchung von Unstetigkeitsstellen und ste-
tigen Ergidnzungen reeller Funktionen zu besitzen, benotigen wir das folgende
Hilfsresultat.
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5.4 Lemma FEs seien D C R und t € R. Ferner sei
Dy :=DnN(—oco,t)NDN(to0) .

Dann enthélt D, hochstens einen Punkt. Ist Dy nicht leer, so gilt Dy = {t}, und
es gibt Folgen (ry,), (s5,) in D mit

rp<t, s,>t, neN, und limr, =lims, =t¢.

Beweis Es seien D; # @) und 7 € D;. Dann gibt es gemifl Satz 2.9 Folgen (r,,)
und (sp,) in D mit

(i) rn<t, n€N, und limr, = T; (ii) sy, >t, n €N, und lims, = 7.
Aus (i) bzw. (ii) und Satz I1.2.7 folgt 7 <t bzw. 7 > ¢. Somit stimmen ¢ und 7
iiberein, woraus sich sofort alle Behauptungen ergeben. m

5.5 Beispiele (a) Es sei D ein Intervall. Dann gilt

th{ ., teD,
0, te¢D.

(b) Fiir D = R”* gilt D; = {t} fiir jedes t € R. m

Wir betrachten nun f: D — X, wobel X = (X, d) ein metrischer Raum und
D eine Teilmenge von R seien. Ferner sei tg € R mit Dy, # 0. Dann heift ¢y Sprung-
stelle von f, falls die Grenzwerte f(tg &+ 0) = lim;—+,40 f(¢) in X existieren und
verschieden sind, und d(f(to + 0), f(to — 0)) ist die Sprunghdhe von f in to.

ARV

Y
A

to D to D

v
~
v
~

5.6 Satz Ist f: I — R monoton, so ist f bis auf abzdhlbar viele Sprungstel-
len stetig.

Beweis Es geniigt, den Fall einer wachsenden Funktion f: I — R zu betrach-
ten. Fiir to € I kénnen wir Satz 5.3 auf jede der Funktionen f|I N (—oc,t) und
f1I N (to,00) anwenden, und wir erkennen, dafl die Grenzwerte limy_.; 1o f (%)
in R existieren. Aufgrund der Sitze 1.12 und 1.13 geniigt es nachzuweisen, dafl
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die Menge )

M:={toel; f(to—0)# f(to+0)}
abzéhlbar ist. Fiir jedes t € M gilt die Ungleichung f(¢ — 0) < f(¢t + 0), da f wach-
send ist. Also finden wir zu jedem ¢ € M ein r(t) € QN (f(¢ — 0), f(¢ +0)). Damit
ist die Abbildung

r-M—-Q, tw—r(t)

wohldefiniert. Uberdies folgt aus der Monotonie von f, da r injektiv ist. Somit
ist M #dquipotent zu einer Teilmenge von QQ, was nach den Sétzen 1.6.7 und 1.9.4
die Abzéhlbarkeit von M impliziert. m

Stetige monotone Funktionen

Der folgende wichtige Satz zeigt, dafl strikt monotone stetige Funktionen injektiv
sind und auf ihren Bildern stetige monotone Umkehrfunktionen besitzen.

5.7 Theorem (Umkehrsatz fiir monotone Funktionen) Essei I C R ein nichtleeres
Intervall, und f: I — R sei stetig und strikt wachsend [bzw. strikt fallend]. Dann
gelten folgende Aussagen:

(i) J:= f(I) ist ein Intervall.

(ii) f: I — J ist bijektiv.

(iii) f=1: J — I ist stetig und strikt wachsend [bzw. strikt fallend).

Beweis Die Aussage (i) folgt aus Theorem 5.1, und die Aussage (ii) ist eine
unmittelbare Konsequenz der strikten Monotonie von f.

Um (iii) zu beweisen, nehmen wir zuerst an, da§ f strikt wachsend sei.
Ferner setzen wir g := f~!: J — I. In einem ersten Schritt verifizieren wir das
strikte Wachsen von g. Dazu wahlen wir s1,s2 € J mit s7 < s2. Dann muf} aber
g(s1) < g(s2) gelten, denn andernfalls folgte

s1=f(g(s1)) > f(g(s2)) = 52 ,
was nicht moglich ist. Somit ist g strikt wachsend.

Um die Stetigkeit von g: J — I nachzuweisen, geniigt es, den Fall zu be-
trachten, in dem J mehr als einen Punkt besitzt, da die zu beweisende Aussage
andernfalls klar ist. Wir nehmen an, g sei in sg € J nicht stetig. Dann gibt es ein
€ > 0 und eine Folge (s,,) in J mit

|sn —so| < 1/m und |g(sn) — g(so)| > €, neN*. (5.1)

Somit gilt s,, € [sg — 1, so + 1] fiir n € N*, und da g wachsend ist, existieren v, 3 € R
mit o < [ und

tn = 9g(sn) € [, 0] .
Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl besitzt die Folge (¢,,) eine konvergente Teil-
folge (tn, )ken. Bezeichnen wir ihren Grenzwert mit ¢, so folgt aus der Stetigkeit
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von f die Konvergenz der Bildfolge: f(t,,) — f(to) fiir kK — oo. Andererseits wis-
sen wir wegen der ersten Aussage in (5.1), dafl f(t,,) = sn, fir & — oo gegen so
konvergiert. Somit gilt sp = f(to), woraus wir auf

g(Snk) =tn, = to= 9(30) (k; - OO)

schlieen. Dies widerspricht aber der zweiten Aussage von (5.1) und beendet den
Beweis. m

5.8 Beispiele (a) Fiir jedes n € N* ist die Abbildung
Rt - RY, z+— ¥z

stetig! und strikt wachsend. AuBerdem gilt: lim, ., ¥z = ooc.

Beweis Fiir n € NX sei f: Rt — R™ durch t — ¢™ definiert. Dann ist f als Restriktion
eines Polynoms stetig. Uberdies gilt fiir 0 < s < t die Abschéitzung

n n __ 4n _ S m
Ft) = f(s) =" —s™ = ¢ (1 (t) ) >0.
Somit ist f strikt wachsend. Schlielich gilt auch lim¢—. f(t) = co. Nun folgen alle Be-
hauptungen aus Theorem 5.7. m
(b) Die Stetigkeitsaussage von Theorem 5.7(iii) ist falsch, wenn I kein Intervall ist.

Beweis Die Funktion f: Z — R von Beispiel 1.9(c) ist stetig, strikt wachsend und bi-
jektiv. Die Umkehrfunktion von f ist aber nicht stetig. m

Weitere wichtige Anwendungen des Umkehrsatzes fiir monotone Funktionen
werden wir im folgenden Paragraphen kennenlernen.

Aufgaben

Im folgenden sei I ein nichttriviales kompaktes Intervall.

1 Essei f: I — I stetig. Man zeige, dal f einen Fixpunkt besitzt; d.h., es gibt ein £ € T
mit f(£) =¢.

2 Essei f: I — R stetig und injektiv. Dann ist f strikt monoton.

3 Es bezeichne D eine offene Teilmenge von R, und f: D — R sei stetig und injektiv.
Man beweise, da8 f: D — f(D) topologisch? ist.
4 Es sei a eine Abzidhlung von Q, d.h., a: N — Q sei bijektiv, und fiir x € R bezeich-
ne N, die Menge { k € N; a(k) <z }. SchlieBlich seien (yn) eine Folge in (0,00) mit
> yn < 0o und

fTR->R, x+— Z Yk -

kEN,

IMan vergleiche dazu Aufgabe 11.2.7.
2Siehe Aufgabe 3.3.



290 ITII Stetige Funktionen
Man verifiziere:

(a) f ist strikt monoton.

(b) f ist in jedem irrationalen Punkt stetig.

(c) Jede rationale Zahl q ist eine Sprungstelle mit der Sprunghéshe y, mit n = a~(q).

5 Man betrachte die Funktion

T, x rational ,

f:10,1 —[0,1], xr—>{

l1—2, x irrational ,

und zeige:

(a) f ist bijektiv.

(b) f ist auf keinem Teilintervall von [0, 1] monoton.
(c) f ist nur im Punkt 1/2 stetig.

6 Es seien fo := Zack (vgl. Aufgabe 1.1) und
F(z):=)Y 4"fo(4"z), =z€R.
n=0

Man beweise:

(a) F ist wohldefiniert.

(b) F ist auf keinem Intervall monoton.
(c) F ist stetig.

(Hinweise: (a) Man finde zu jedem x € R eine konvergente Majorante fiir Y 47" fo (4" z).
(b) Es sei fn(x):=4""fo(4"x) fiir x € R und n € N. Ferner setze man a := k-4~ und
h:=4"?""1 fiir k € Z und m € N*. Dann gelten

frn(a)=0, n>m, und fnl@ath)=0, n>2m+1,

und es folgt F(a+ h) — F(a) > h. SchlieBlich approximiere man ein beliebiges = € R
durch k-4~ mit k € Z und m € N*.
(¢) Fiir z,y € Rund m € N* gilt |F(z) — F(y)| < >0, [fe(@) — fely)| +47™/3)

7 Essel f: I — R monoton. Dann gilt wy(z) = |f(z 4+ 0) — f(z — 0)|, wobei wy(x) in
Aufgabe 1.17 definiert ist.

3Diese Aufgabe zeigt insbesondere, daf8 sich die Aussage von Satz 5.6 nicht verschirfen 1:8t.
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6 Die Exponentialfunktion und Verwandte

In diesem (ziemlich langen) Paragraphen studieren wir ausfiihrlich eine der wich-
tigsten Funktionen der Mathematik, die Exponentialfunktion. Deren Bedeutung
zeigt sich u.a. in ihren Beziehungen zu den trigonometrischen Funktionen und dem
Logarithmus, welche wir ebenfalls untersuchen werden.

Die Eulersche Formel

In Kapitel IT haben wir die Exponentialfunktion durch die Werte der Exponenti-
alreihe eingefiihrt:

on 22 3

oo
z
— pR e —
exp(z):=e ‘—E n!—1+z+2!+3!+~-~, zeC.
n=0

Mit ihr hingen eng zwei weitere Potenzreihen, die Cosinusreihe

Z(_l)"(;n)l Rt R R

und die Sinusreihe

" 22n+1 3 5
_1 = _— _ RS
2.1 @n+1)  F 3 e T

zusammen. Es wird sich bald zeigen, dafi — analog zur Exponentialreihe — auch
die Cosinus- und die Sinusreihe iiberall absolut konvergieren. Die durch diese Rei-
hen definierten Funktionen

0 2n
z
cos: C—C, Zl—>§ (-1)"
o (2n)!

und
Z2n+1

sin: C—-C, 2z~ Z(—l)"
o (2n 4+ 1)!

heiBen Cosinus und Sinus.!

6.1 Theorem

(i) Die Exponential-, die Cosinus- und die Sinusreihe haben alle unendliche Kon-
vergenzradien.

(ii) Die Funktionen exp, cos, sin nehmen fiir reelle Argumente reelle Werte an.

IWir werden spater sehen, da8 der Cosinus und der Sinus die dem Leser von der Schule her
vertrauten Winkelfunktionenen verallgemeinern.
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(iii) Es gilt das Additionstheorem der Exponentialfunktion:

eVt = e%e? | w,z € C.

(iv) Es gilt die Eulersche Formel:

e'* =cosz +isinz, zeC. (6.1)

(v) Die Funktionen exp, cos, sin sind stetig auf C.

Beweis (i) Wir haben bereits in Beispiel 11.8.7(c) festgestellt, dafl die Exponenti-
alreihe den Konvergenzradius oo hat. Aus der Formel von Hadamard folgt deshalb

1
00 = = lim Vn!.

n—oo

Wegen Theorem I1.5.7 zeigt dies, dafl die Folge ({”/n' )nEN’ und somit auch jede
ihrer Teilfolgen, gegen oo konvergiert. Also gelten

1
= lim */(2n)! = oo
lim %/1/(2n)!  n—oo vien)

n—oo

sowie
1
= lim *%/(@2n+1)! =0,
lim "%/1/(2n+1)! n—oo VI )

n— oo

so daf} aufgrund der Hadamardschen Formel die Cosinus- und die Sinusreihe un-
endliche Konvergenzradien haben.

(ii) Weil R ein Korper ist, sind alle Partialsummen der obigen Reihen reell,
falls z reell ist. Da R in C abgeschlossen ist, folgt die Behauptung.

(iii) Diese Aussage haben wir bereits in Beispiel I1.8.12(a) bewiesen.

(iv) Fiir n € N gelten

. )2k o (iz)2k+1

- _ N~ 02)" g (i _ .
S DRI Dyt T2 (g gy T ORETIRE

fiir jedes z € C.
(v) Dies ergibt sich aus Satz 1.7. m
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6.2 Folgerungen (a) Der Cosinus ist eine gerade, der Sinus eine ungerade Funk-
tion, d.h., es gelten?

cos(z) = cos(—z) und sin(z) = —sin(—z) , zeC. (6.2)

(b) Aus (a) und der Eulerschen Formel (6.1) erhalten wir die Identitédten

eiz+67iz eiz_efiz

cos(z) = 5 , sin(z) = ) zeC. (6.3)

(¢) Fiir w, z € C gelten die Formeln
e€#0, e =1/, eV =¢€/e", e*=¢€".

Beweis Das Additionstheorem liefert e®e™* = e* % = e® = 1, woraus die ersten drei
Aussagen folgen.

Gemif Beispiel 1.3(i) ist die Abbildung C — C, w — w stetig. Das Folgenkriterium
(Theorem 1.4) impliziert deshalb

e = nh—{r;oz Z[ - T}H‘;Z Z! =€
k=0 k=0
firzeC. m
(d) Fiir = € R gelten cos(z) = Re(e!®) und sin(z) = Im(e®)

Beweis Dies folgt aus der Eulerschen Formel und aus Theorem 6.1(ii). m

Im folgenden Satz verwenden wir die Namen ,trigonometrische Funktion®
und ,, Winkelfunktion“ fiir Cosinus und Sinus, wofiir wir erst nach Bemerkung 6.18
eine Rechtfertigung geben werden.

6.3 Satz (Additionstheoreme der Winkelfunktionen) Fiir z,w € C gelten die
Formeln®
(i) cos(z & w) = cosz cosw F sin z sinw,
sin(z & w) = sin z cos w =+ cos z sin w.

(ii) sinz —sinw = 2cos *5" sin *3",
cosz — cosw = —2sin *5" sin #3*.

Beweis (i) Die Formeln in (6.3) und das Additionstheorem der Exponentialfunk-
tion liefern

COs z cosw — sin z sinw = 4{(6” +e ) e e ) (e —e ) (e —e M)}
1 . .
= {ez(z+w) + e—z(z+w)} = cos(z + w)

2Man vergleiche dazu auch Aufgabe 11.9.7.
3Es ist {iblich, kurz nur cos z bzw. sin z fiir cos(z) bzw. sin(z) zu schreiben, falls keine Mif-
versténdnisse zu befiirchten sind.
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fiir z, w € C. Beachten wir noch (6.2), so finden wir mit dem eben Bewiesenen:
cos(z —w) = coszcosw + sin zsinw , z,w e C.

Die zweite Formel in (i) kann analog bewiesen werden.

(ii) Fir z,w € C setzen wir u := (2 +w)/2 und v := (# — w)/2. Dann folgt
aus (i), wegen u+v =z und u — v = w,

sin z — sinw = sin(u + v) — sin(u — v) = 2 cosusinv
Z+w . z—-w
= 2cos sin

2 2

Auch hier kann analog zum Beweis der zweiten Formel argumentiert werden. m

6.4 Korollar  Fiir z € C gilt: cos® z + sin? z = 1.

Beweis Aus Satz 6.3(i) folgt fiir z = w die Relation
cos® z +sin® z = cos(z — z) = cos(0) = 1,

also die Behauptung. m

Schreiben wir z € C in der Form z = x + iy mit ,y € R, so gilt e* = e%e’¥.
Diese einfache Beobachtung zeigt, dafl die Exponentialfunktion exp durch die reelle
Exponentialfunktion expy := exp |R und durch die Einschrinkung von exp auf iR,
d.h. durch exp, := exp [iR, vollsténdig bestimmt ist. Aus diesem Grund wollen
wir nun diese beiden Funktionen getrennt studieren, um einen Uberblick iiber
das Abbildungsverhalten der , komplexen“ Exponentialfunktion exp: C — C zu
bekommen.

Die reelle Exponentialfunktion

Die wichtigsten qualitativen Eigenschaften der Funktion expy stellen wir im fol-
genden Satz zusammen.

6.5 Satz
(i) Es bestehen die Ungleichungen

0<e<1l, <0, und l<e*<oo, x>0.

(i) expg: R — R™ ist strikt wachsend.
(iii) Fiir jedes o € Q gilt

xr
lim =00,
r—o00 %
d.h., die Exponentialfunktion wéichst schneller als jede Potenz.

(iv) lim e®=0.

r— —0Q
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Beweis (i) Aus der Darstellung

ooxn
6I=1+Zn|, zeR,

n=1

lesen wir e* > 1 fiir > 0 ab. Ist # < 0, folgt e® = e~ (7%) = 1/e7% € (0,1) aus der
Ungleichung e™ > 1.

(ii) Es seien z,y € R mit  <y. Wegen e* > 0 und e¥~* > 1 schlieen wir
auf e¥ = e+ (W=7) = eTey= > o7,

(iii) Es geniigt, den Fall & > 0 zu betrachten. Dazu sei n := [a] 4+ 1. Fiir > 0
folgt € > 2"*1/(n + 1)! aus der Exponentialreihe. Daher gilt

x x

e e x
>

> >0
e T oan T (n+ 1) * ’

woraus sich die Behauptung ergibt.

(iv) Setzen wir in der eben bewiesenen Aussage o =0, so finden wir die
Beziehung lim,_,, € = 0o. Deshalb gilt

. . _ .1
lim e = lim e”¥ = lim =0,
T——00 Y—00 y—oo eY

und alle Behauptungen sind verifiziert. m

Der Logarithmus und die allgemeine Potenz
Aus Satz 6.5 folgt:
expg : R — R7 ist stetig und strikt wachsend mit exp(R) = (0, o0) .

Geméfl Theorem 5.7 besitzt die reelle Expo- A
nentialfunktion also eine auf (0, o) stetige und exp
strikt wachsende Umkehrfunktion, die (natiirli-
cher) Logarithmus heifit, und die wir mit log log

bezeichnen, d.h. _/

log := (expg) ' (0,00) = R . / >

Insbesondere gelten log1 = 0 und loge = 1.

6.6 Theorem (Additionstheorem des Logarithmus) Fiir x,y € (0,00) sind die
Beziehungen

log(zy) =logz +logy und log(z/y) =logx —logy

erfiillt.



296 ITII Stetige Funktionen

Beweis Es seien z,y € (0,00). Fiir a :=logz und b:=logy gelten = = e* und
y = . Das Additionstheorem der Exponentialfunktion liefert deshalb die Rela-
tionen zy = e%e® = e und x/y = e%/e’ = ¢?~?, woraus sich die Behauptungen

ergeben. m

6.7 Folgerung Fiir ¢ > 0 und r € Q gilt:*

a" = erlosa (6.4)

Beweis Gemiifl Definition des Logarithmus gilt a = €!°¢%. Somit folgt aus Theo-
rem 6.1(iii) a” = (€!°8?)" = em!°24 fiir n € N. Beachten wir noch Folgerung 6.2(c),
so erhalten wir

o " = (eloga)—n _ 1 — 1 — ¢~ nloga ; neN.
(elog a)n enloga

Schlieflich finden wir mit z := en 1°8¢ die Beziehung z" = en(n loga) — cloga — a,
. 1 1 .
woraus sich en 198 = gn fiir n € N* wegen Satz 1.10.9 ergibt.
Es sei nun r € Q. Dann gibt es p € Z und ¢ € N* mit r = p/q. Die obigen
Uberlegungen implizieren somit

a'r :afl) = (a(ll)p = (erllega)p — 65104‘5@ :e'r‘loga ,

und der Beweis von (6.4) ist vollstéindig. m

Es sei a > 0. Bis jetzt haben wir die r-te Potenz a" von a nur fiir ratio-
nale Exponenten r definiert und diese in (6.4) als Wert der Exponentialfunktion
wiedererkannt. Die rechte Seite von (6.4) ist jedoch auch fiir irrationale r € R\Q
erklirt. Somit bietet (6.4) eine Moglichkeit, (allgemeine) Potenzen einzufiihren.
Wir setzen nédmlich

a® = evloga re€R, a>0.

Im folgenden Satz stellen wir die wichtigsten Rechenregeln fiir allgemeine Potenzen
zusamimen.

6.8 Satz Flir a,b > 0 und x,y € R bestehen die Relationen

a\?®
T, Yy _ Tty _ Ty TpT T _
a®a? =a =a a®b® = (ab —()

Toay ’ (ab)”, b* b/’

log(a®) = zloga, (a®)¥ =a"".

4Zur Verdeutlichung sei angemerkt, daB auf der linken Seite von (6.4) die in Bemer-
kung 1.10.10(d) definierte r-te Potenz der positiven Zahl a steht. Auf der rechten Seite hingegen
steht der Wert der Exponentialfunktion an der Stelle r - loga € R. Auflerdem beachte man, daf§
sich (6.4) im Fall a = e auf das Beispiel 11.8.12(b) reduziert.
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Beweis Wir beweisen exemplarisch

aa¥ = eaclogaeyloga — e(w+y) loga _ ax+y

und
(aw)y — (ewloga)y — ewyloga — g .

Die verbleibenden Aussagen erhéilt man analog. m

6.9 Satz Fiir jedes a > 0 gelten

. logx
lim

=0 und lim z%logz=0.
r—oo ¢ x—0+

Insbesondere wiichst der Logarithmus langsamer gegen oo als jede (noch so kleine)
positive Potenz.
Beweis Da der Logarithmus wachsend ist, folgt nach Satz 6.5(iii)

. logzx . log x . Y 1. t
lim = lim = lim = lim =0.
r—oo T 00 e logw y—oo ey o t—oo et

Fiir den zweiten Grenzwert erhalten wir somit

. . 1y 1 .
lim z%logz = lim ( ) log = — lim =0,
r—0+ Yy Yy

Yy—00

was den Satz beweist. m

Es ist klar, daf die Aussage von Satz 6.5(iii) auch fiir o € R richtig ist.

Die Exponentialfunktion auf iR

Im Vergleich zur reellen Exponentialfunktion expp ist die Funktion exp;,p von
grundlegend anderer Natur. Wiahrend expp strikt wéchst, werden wir in diesem
Abschnitt beweisen, dafl exp,p eine periodische Funktion ist. Im Zusammenhang
mit der Bestimmung ihrer Periode werden wir die Kreiszahl 7 einfiithren. Dieses
Unterfangen bedarf einiger Hilfsmittel, welche wir in den folgenden drei Lemmata
bereitstellen.

6.10 Lemma Fiir t € R gilt |e!!| = 1.
Beweis Beachten wir die Beziehung e* = e* fiir z € C, so folgt
le|? = e'f(eit) = elte ™t = =1, teR,

woraus sich die Behauptung ergibt. m
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Es ist manchmal zweckméfig, nicht exp,, sondern die Abbildung
cis:R—C, tw— el

zu betrachten. Lemma 6.10 besagt dann, dafl das Bild von cis im Einheitskreis
St:={z2€C; |z =1} der komplexen Ebene enthalten ist. Im niichsten Lem-
ma verschirfen wir dieses Resultat und beweisen, daB das Bild von cis mit S*
iibereinstimmt.

6.11 Lemma cis(R) = S*.

Beweis (i) In einem ersten Schritt bestimmen wir die Werte des Cosinus auf R.
Es gilt namlich

cos(R) = pr; [cis(R)] = [-1,1] . (6.5)
Der erste Teil der Identitdt (6.5) ist eine offensichtliche Konsequenz der Euler-
schen Formel. Zum Beweis der zweiten Aussage setzen wir I := cos(R). Dann folgt
aus dem Zwischenwertsatz von Bolzano (Theorem 5.1), da§ I ein Intervall ist.
Auflerdem wissen wir aus Lemma 6.10, dafl die Inklusion

I = pr,(cis(R)) C [-1,1]

gilt. Selbstversténdlich gehort 1 = cos(0) zu I. Zudem kann I nicht das einpunktige
Intervall {1} sein, da es nach dem Identitétssatz fiir Potenzreihen ein ¢t € R gibt
mit cos(t) # 1. Somit ist I von der Gestalt

I=]a,1] oder I =(a,l1]

mit einem geeigneten a € [—1,1).
Nehmen wir an, a sei von —1 verschieden. Weil ag := (a + 1)/2 gewifl zu I
gehort, finden wir ein ¢ty € R mit ag = costg. Setzen wir

zo 1= cis(tg) = costy + i sintg ,
so erhalten wir mit Korollar 6.4:
pry(z3) = Re((costo + i sintg)?) = cos® tg — sin® g
1—a?

=2cos’ty—1=2a2 ~1=a— 9 <a,

da ja nach Annahme a? < 1 gilt. Die Ungleichung pr,(23) < a widerspricht aber
der Tatsache, dafl pry(z3) = pr; (e %) zu I gehort. Somit gilt a = —1.

Um den Beweis von (6.5) zu vervollstindigen, bleibt nachzuweisen, dafl —1
zu I gehort. Wir wissen, dafl es ein ¢ty € R gibt mit costy = 0. Damit leiten wir aus
sin®ty =1 — cos? ty = 1 die Beziehung zp = e*t = i sinty = i ab. Nun schlieBen
wir auf

—1=pr(-1) = pry(z5) = pry(e*™) e I,

was den Beweis von (i) beendet.
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(ii) Es gilt ST C cis(R). Um dies einzusehen, withlen wir ein beliebiges z € S*.
Wegen (i) gilt dann
Rez € [-1,1] = pr; (cis(R)) ,

und wir finden ein ¢ € R mit Rez = Ree’’. Ferner folgt aus |z| =1 = |e’!|, daB
entweder z = €' oder z = e'! gilt. Im ersten Fall folgt unmittelbar z € cis(R). Ist
andererseits z = e*?, so erhalten wir aus z = z = e’t = e~**, daf z auch in diesem
Fall zu cis(R) gehort. Somit ist (ii) bewiesen. Hieraus und aus Lemma 6.10 folgt

die Behauptung. m

6.12 Lemma Die Menge M := {t > 0 ; e =1} besitzt ein positives Minimum.

Beweis (i) Zuerst stellen wir sicher, dafi M nicht leer ist. Geméfl Lemma 6.11

finden wir ein t € R™ mit e** = —1. Weil fiir dieses ¢ auch
1 1
—_ t _ _ _
e "’ _e”_—l__l

gilt, kénnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit ¢ > 0 annehmen. Wegen
e?'t = (e'*)? = (—1)? = 1 ist dann M nicht leer.

(ii) Die Menge M ist in R abgeschlossen. Um dies einzusehen, wihlen wir
eine Folge (t,) in M, die in R konvergiert. Es bezeichne t* € R den Grenzwert.
Da alle t,, positiv sind, gilt t* > 0. Auerdem folgt aus der Stetigkeit von cis die
Identitét

et = cis(t*) = cis(limt,,) = limcis(t,) = 1 .

Um die Abgeschlossenheit von M zu zeigen, geniigt es also nachzuweisen, daf t*
positiv ist. Nehmen wir an, t* = 0. Dann gibt es ein m € N mit ¢, € (0,1). Au-
Berdem gilt aufgrund der Eulerschen Formel 1 = e’*™ = cost,,, + i sint,,. Deshalb
ist sint,, = 0.

Wenden wir die Fehlerabschitzung fiir alternierende Reihen (Korollar I11.7.9)
auf die Sinusreihe

A &
sint =t — ...
o 6 "5 "
an, so finden wir die Abschétzung
sint > t(1 —t%/6) , O<t<l. (6.6)

Fiir t,,, erhalten wir somit 0 = sint,, > t,,(1 —t2,/6) > 5t,,, /6, was nicht moglich
ist. Also ist M abgeschlossen.

(iii) M ist somit eine nichtleere, nach unten beschrinkte und abgeschlossene
Menge. Auflerdem gehort 0 offenbar nicht zu M. Deshalb besitzt M ein positives
Minimum. =
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Die Definition von 7 und Folgerungen

Das eben bewiesene Lemma ist die Grundlage folgender Definition:
L. it
7r::2m1n{t>0;e =1}.

Wir werden in Paragraph VI.5 sehen, dafl die so definierte reelle Zahl 7w mit der
wohlbekannten Kreiszahl, welche den Flicheninhalt eines Kreises mit Radius 1
angibt, iibereinstimmt. An dieser Stelle dient uns die Zahl 7 lediglich zur Bestim-
mung der Perioden von Exponentialfunktion, Cosinus und Sinus.

Wegen 1 = 2™ = (e™)? folgt aus der Definition von 7, dafl e™ = —1 gilt.
Nun bestimmen wir alle z € C mit e* = 1 bzw. e* = —1.

6.13 Satz
(i) e* =1« z € 2miZ.
(ii) e* = -1 <=z €inm+2miZ.
Beweis (i) ,<=“ Fiir jedes k € Z gilt e2™k = (e?™)F = 1.
,=“Essei z=x+ iy mit z,y € R, und es gelte ¢* = 1. Dann folgt
1 =le*| = |e][e"Y| = e” .

Somit gilt = 0. Ferner gibt es ein k € Z und ein r € [0, 27) mit y = 27k + r. Also

finden wir
1=¢elY = e271'k:2 el” = i’

Aus der Definition von 7 folgt nun r = 0, und somit z = 27ik mit k € Z.

(i) Wegen e~¢™ = —1 gilt e* = —1 genau dann, wenn €*~ ‘™ = ee ™™ =1
erfiillt ist. GemiB (i) ist €™ = 1 genau dann richtig, wenn z — im = 2mik fiir ein
keZgilt. m

Als unmittelbare Folgerung der ersten Aussage von Satz 6.13 erhalten wir

6.14 Korollar Es gilt
e* = 7 t2mik 2€C, keZ,
d.h., die Exponentialfunktion ist 2mi-periodisch.?

Durch die Anwendung von Satz 6.13 kénnen wir ebenfalls die Bijektivitiat der
Funktion cis auf halboffenen Intervallen der Lidnge 27 beweisen.

5Sind E ein Vektorraum und M eine Menge, so heifit f: E — M periodisch mit der Periode
p € E\{0}, falls gilt: f(xz + p) = f(x) fiir alle z € E.
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6.15 Satz Flir jedes a € R sind die Abbildungen

cis|[a,a+27r): [a,a +27) — S* |
cis |(a,a—|—27r]: (a,a +27] — S*

bijektiv.

Beweis (i) Es gelte cist = cis s fiir s,t € R. Wegen ¢'(*=%) =1 finden wir gemiB
Satz 6.13 ein k € Z mit t = s + 2wk, woraus sich die Injektivitit der angegebenen
Abbildung ergibt.

(ii) Es sei z € S'. Nach Lemma 6.11 gibt es ein ¢t € R mit cist = z. Aufierdem
finden wir k1,ke € Z, r1 € [0,27) und ro € (0, 27] mit

t=a+27k1+r1 =a+ 21k +17o .

Wegen Korollar 6.14 zeigt dies die Surjektivitdt der angegebenen Abbildungen. m

6.16 Theorem Fliir die Funktionen cos und sin sind die folgenden Aussagen richtig:

(i) cosz = cos(z + 2km), sinz =sin(z + 2k7w), 2 € C, k € Z,
d.h., die Funktionen cos und sin sind 2m-periodisch.

(ii) Fiir z € C gelten
cosz=0<=zen/2+7L,

sinz=0<z€7Z.

(iii) Die Abbildung sin: R — R nimmt auf (0,7) positive Werte an und ist auf
dem abgeschlossenen Intervall [0, 7/2] strikt wachsend.

(iv) cos(z+m) = —cosz, sin(z+7m) = —sinz, z € C.
(v) cosz =sin(n/2 — z), sinz = cos(n/2 — z), z € C.
(vi) cos(R) =sin(R) = [-1,1].

Beweis Behauptung (i) folgt aus (6.3) und Korollar 6.14.
(ii) GeméaB Satz 6.13 gilt

cosz=0= e +e P =0=c¥"=-1l=zcn/2+7Z.
Analog schlielen wir
sinz=0<e? e =0=e¥"=1=z2cnZ.

(iii) Nach dem eben Bewiesenen gilt sinx # 0 fiir € (0,7). Aus der Ab-
schiitzung (6.6) folgt auBlerdem, daf sinz fir x € (0, \/6) positiv ist. Geméifl Zwi-
schenwertsatz 5.1 gilt deshalb

sinz >0, z e (0,7) . (6.7)
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Dies beweist die erste Aussage von (iii). Fiir die zweite Aussage erinnern wir an
die Formel

siny—sinx:2cosy;$siny;$, z,y €ER (6.8)

aus Satz 6.3(ii). Es seien 0 < z < y < 7/2. Wegen (6.7) gilt sin((y — z)/2) > 0. So-
mit zeigt (6.8), daB die Funktion sin auf [0, /2] strikt wéchst, falls wir nachweisen
kénnen, daB cos((z + y)/2) positiv ist. Dazu beachten wir cos(0) = 1 und cost # 0
fiir t € (—m/2,7/2). Dann folgt aus dem Zwischenwertsatz cost > 0 fiir alle ¢ aus
diesem Intervall. Wegen (z +y)/2 € (0,7/2) finden wir nun cos((z +y)/2) > 0.

(iv) Aus der bereits bewiesenen Aussage (ii) folgt sinm = 0. Nach Satz 6.13(ii)
gilt daher

cosmT=cosm+isinTt =€ =—1.
Es sei nun z € C. Aus Satz 6.3(i) ergeben sich dann
cos(z + ) = coszcosm —sinzsinm = — cos z

sowie

sin(z + ) =sinzcosm + coszsinm = —sin z .

(v) Die eben verwendeten Argumente fithren auch hier zum Ziel. Aus (ii)
folgt né&mlich cos(m/2) = 0, und wir schlieBen auf

0 < sin(n/2) = |sin(r/2)] = /1 — cos?(n/2) =1 .
Geméf Satz 6.3(i) kénnen wir nun
cos(m/2 — z) = cos(m/2) cos z + sin(w/2) sin z = sin z

sowie

sin(m/2 — z) = sin(n/2) cos z — cos(w/2) sin z = cos z

schreiben.

(vi) In (6.5) haben wir nachgewiesen, daf§ cos(R) = [—1,1] gilt. AuBerdem
folgt aus (v) die Beziehung sin(R) = cos(R), womit alles bewiesen ist. m

6.17 Bemerkungen (a) Vermoge der Formeln
sin(x + ) = —sinz , cosx =sin(n/2 —x) , reR,

und da der Sinus ungerade ist, sind der reelle Sinus und der reelle Cosinus durch
die Werte von sin z auf [0, 7/2] vollstindig bestimmt.
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(b) 7/2 ist die kleinste positive Nullstelle des Cosinus.
Im Prinzip ld8t sich aus dieser Beobachtung die Zahl 7 mit Hilfe der Cosinusreihe
beliebig genau approximieren. Aufgrund der Fehlerabschitzung fiir alternierende
Reihen ergibt sich z.B.

2 £2 4

t
1-— t<1-—
2<cos< 2+24,

und wir finden cos2 < —1/3 sowie cost > 0 fiir 0 < ¢ < V2, dacos0=1 gilt. Dem
Zwischenwertsatz entnehmen wir, daf§ 7/2 im Intervall [\/ 2, 2) liegt. Insbesondere

te R*,

gilt 2¢/2 < 7 < 4. Da zwei verschiedene Nullstellen des Cosinus mindestens den
Abstand 7 voneinander haben, ist 7/2 die einzige Nullstelle im Intervall (0,2).
Nun kann durch Intervallhalbierung /2 beliebig genau berechnet werden, wobei
die Vorzeichen der Halbierungspunkte stets mit Hilfe der Fehlerabschéitzung der
alternierenden Cosinusreihe bestimmt werden. Unter erheblichem Rechenaufwand
erhilt man®

m = 3,14159 26535 89793 23846 26433 83279 ...

Wir werden spéter wesentlich effizientere Verfahren zur Berechnung von 7 kennen-
lernen.

(c) Eine komplexe Zahl heifit algebraisch, falls sie Nullstelle eines nichttrivialen
Polynoms mit ganzzahligen Koeffizienten ist. Komplexe Zahlen, die nicht algebra-
isch sind, werden transzendente Zahlen genannt. Insbesondere sind transzendente
Zahlen irrational. Im Jahre 1882 gelang F. Lindemann der Nachweis der Tran-
szendenz von 7. Dieses Resultat liefert, zusammen mit klassischen Ergebnissen
der Algebra, einen mathematischen Beweis der Unmoglichkeit der Quadratur des
Kreises. D.h., es ist nicht moglich, allein mit Zirkel und Lineal zu einem vorgege-
benen Kreis ein flichengleiches Quadrat zu konstruieren. m

5Tn Band I von [Ost45] findet man folgenden ,, Merkvers® fiir die ersten Ziffern von 7:

GiB, 0 GOTT, O GUTER, FAHIGKEIT ZU LERNEN
EINEM ACH ARMEN, GEJAGTEN, VERZAGTEN,
EXAMINA OCHSENDEN, GIB DU IHM VERSTAND,
AUCH TALENT ...

Die Anzahl der Buchstaben der einzelnen Worter stimmt in der entsprechenden Reihenfolge mit
den ersten Dezimalziffern von 7 iiberein.
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Tangens und Cotangens

Die trigonometrischen Funktionen Tangens und Cotangens werden mit Hilfe des
Sinus und des Cosinus durch

sin z CoS 2
tanz := , z2€C\(} +7Z), cotz:= . , ze€C\nZ,
cos z sin z

definiert.
6.18 Bemerkungen (a) Die Abbildungen tan und cot sind stetig, m-periodisch
und ungerade.

(b) Es gilt das Additionstheorem des Tangens:

tan(z + w) tan z + tanw
an(z +tw) =
1 Ftan ztanw

fiir w, z € dom(tan) mit z + w € dom(tan).

Beweis Dies ergibt sich leicht aus Satz 6.3(i). m

(c) Fiir z € C\nZ gilt cot z = — tan(z — 7/2).
Beweis Dies folgt unmittelbar aus Theorem 6.16(iv). m

Im Reellen besitzen Tangens und Cotangens das in den nachstehenden Ab-
bildungen angegebene qualitative Verhalten.

7r/2

v
v

“r/2: n

Tangens Cotangens



II1.6 Die Exponentialfunktion und Verwandte 305

Das Abbildungsverhalten der Exponentialfunktion
In den Sédtzen 6.1(v) und 6.15 haben wir gesehen, dafi die Abbildung
cis: [0,27) — S* |t e’
stetig und bijektiv ist. Also gibt es zu jedem z € S! genau ein « € [0,27) mit

z=¢"* =cis(a) = cosa +isina . iR
Die Zahl « € [0,27) kann als Linge
des Kreisbogens von 1 nach z = e*®
(im Gegenuhrzeigersinn gemessen) in-
terpretiert werden (man vergleiche da-
zu Aufgabe 12) und hat somit die
Bedeutung eines Winkels. Auflerdem
wissen wir aus Theorem 6.16, dafl m
cis: R — S! eine 2m-periodische Ab-
bildung ist. Folglich wird die reelle
Achse durch diese Abbildung unend-
lich oft im Gegenuhrzeigersinn auf S*
aufgewickelt.

Diese Uberlegungen werden wir jetzt verallgemeinern.

6.19 Satz Fiir a € R sei I, ein Intervall der Form [a,a + 27) oder (a,a + 27].
Dann ist die Abbildung

exp(R+il,): R+il, = C* | 2z ¢” (6.9)
stetig und bijektiv.

Beweis Die Stetigkeit ist wegen Theorem 6.1(v) klar. Um die Injektivitét zu
verifizieren, nehmen wir an, es seien w,z € R+1il, mit e* =e%. Fiir z =x + iy
und w = £ + in mit reellen z, y, £ und 7 folgt aus Lemma 6.10

e® = |eelY| = |efei| = ef . (6.10)
Satz 6.5 impliziert deshalb z = £. Somit gilt

et y—n) — prtiy—(E+iy) — e*lev =1,
woraus wir wegen Satz 6.13 auf y —n € 27Z schlieflen. Da nach Voraussetzung
ly — n| < 27 gilt, ergibt sich y = n, d.h., die Abbildung in (6.9) ist injektiv.

Es sei w € C*. Fiir 2 := log|w| € R gilt dann e” = |w|. Ferner gibt es nach
Satz 6.15 genau ein y € I, mit e’¥ = w/|w| € S*. Setzen wir z = v +iy € R+ 41,
so finden wir e* = e%e’¥ = |w| (w/|w]) = w. =
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Die wesentlichsten Teile des letzten Satzes lassen sich auch graphisch darstellen.
1R

exp

>

i(a+ 2m)

s e

ta

} } » R
log |wa| log |w1]

Schlielich beachten wir, daf

C= U{R+i[a+2kﬂ,a+2(k:+1)7r)}

keZ

eine Partition der Gauflschen Ebene darstellt. Zusammen mit der Periodizitéit
der Exponentialfunktion ergibt sich deshalb aus Satz 6.19, daB durch das Bild
der Exponentialfunktion exp: C — C* die punktierte GauBsche Ebene C* un-
endlich oft tiberlagert wird, wobei die einzelnen ,Blidtter* lings der Halbgeraden
{te’®; t >0} ,verheftet“ sind (,,unendliche Wendelfliche®).

Ebene Polarkoordinaten

Die Abbildungseigenschaften der Exponentialfunktion erlauben es uns, eine weitere
wichtige Darstellung der komplexen Zahlen herzuleiten. Mit ihrer Hilfe kénnen wir
die Multiplikation zweier komplexer Zahlen leicht geometrisch interpretieren.

6.20 Theorem (Polarkoordinatendarstellung
der GauBschen Ebene) Zu jedem z € C*
gibt es genau ein « € [0,2w), so daf die
Darstellung

z = |z| et

richtig ist.
Beweis Dies folgt aus Satz 6.19. m
Fiir 2 € C* und « € [0,27) mit 2z = |z]e!®

heifit @ normalisiertes Argument von z; wir
bezeichnen es mit argy(z).
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6.21 Folgerungen (a) (Produkte kom-
plexer Zahlen) Fiir w,z € C* seien
a:=argy(z) und §:= argy(w). Dann 5.
gilt zw = |2| jw| (@5 und wir erhal-
ten aus Lemma 6.10 und Korollar 6.14

|zw| = [2] [w]

argy (z - w) = argy (2) + argy (w) >

modulo 27.

(b) Fiir jedes n € N* hat die Gleichung 4
z™ =1 genau n komplexe Losungen, die
n Einheitswurzeln

= e2mik/n | k=0,....,n—1.

Zk -
Die Punkte zj; liegen auf der Einheits-
kreislinie und bilden die Eckpunkte des
reguldren n-Ecks, welches eine Ecke im
Punkt 1 hat.

(¢) Fiir a € C und k € N* ist die Gleichung z* = a in C lésbar.”

Beweis Im Fall a = 0 ist nichts zu beweisen. Fiir a # 0 schreiben wir a = |a|e'® mit
a = argy(a) € [0,27). Um eine Lésung von 2* = a zu finden, machen wir den Ansatz
z = re'?. Wir miissen also r € (0,00) und ¢ € [0,27) so bestimmen, dal

2F = phetke — |a\em =a

gilt. Das mittlere Gleichheitszeichen impliziert nun, da mit 7 := {/|a| und ¢ = a/k

k

durch z := re'? eine Losung von 2" = a gegeben wird. m

(d) (Polarkoordinatendarstellung der Ebene) Zu jedem (z,y) € R? \ {(0,0)} gibt
es eindeutig bestimmte reelle Zahlen r > 0 und « € [0, 27) mit

rz=rcosa und y=rsina.

Beweis Es seien z,y € R mit 2z := x + iy € C*. Setzen wir
ri=lzl =22 +92>0 und «:=argy(z) €[0,27),
so gilt gem&f Theorem 6.20 und der Eulerschen Formel die Darstellung
Tt+iy=z=re*=rcosa+irsina,
woraus sich die Behauptung ergibt. m
"Der Beweis dieser Behauptung schliefit die noch offenstehende Liicke im Beweis des Fun-

damentalsatzes der Algebra von Beispiel 3.9(b). Auerdem erkennen wir, dafl die Vorausset-
zung (I.11.5) in der Losungsformel fiir kubische Gleichungen erfiillt ist.
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(e) Fiir 2z € C gilt |e?| = eRe=.

Rez i1Imz Rez|eilmz|7eRez

Beweis Dies folgt aus |e le™%e =e

Z‘i

Der komplexe Logarithmus

Zu gegebenem w € C* wollen wir alle Losungen der Gleichung e = w bestimmen.
Aus Theorem 6.20 wissen wir bereits, dafl diese Gleichung l6sbar ist, denn es gilt ja
w = elog\w\—&-i arg N (w) )

Es sei nun z € C irgendeine Losung von e* = w. Nach Korollar 6.14 und Satz 6.15
gibt es genau ein k € Z mit z = log|w| + i argy (w) + 27ki. Somit ist

{log|w| + i (argy(w) +27k) € C; k€ Z}
die Losungsmenge der Gleichung e = w. Die Menge
Arg(w) := argy(w) + 272
heiffit Argument von w, und die Menge
Log(w) := log |w| + i Arg(w)

ist der (komplexe) Logarithmus von w.

Jedem w € C* ordnen wir jetzt sein Argument, Arg(w), und seinen Loga-
rithmus, Log(w), zu und erhalten damit zwei mengenwertige Abbildungen

Arg: C = P(C), we Arg(w) |
Log: C* - B(C), w— Log(w) ,

die wir Argument und Logarithmus nennen.

Da mengenwertige Funktionen i. allg. nicht sehr ,,handlich® sind, ist es zweck-
miéBig, den Abbildungen Arg und Log komplexwertige Funktionen zuzuordnen.
Hierfiir greifen wir auf Satz 6.19 zuriick. Danach gibt es zu jedem w € C* genau
ein ¢ =: arg(w) € (—m, 7] mit w = |w|e*?. Die reellwertige Funktion

arg: C* — (—m, 7], w— arg(w)

heifit Hauptwert des Arguments, d.h. der mengenwertigen Funktion Arg. Entspre-
chend heifit

log: C* - R+i(—m, 7], w log|lw|+iarg(w)

Hauptwert des Logarithmus,® da diese Funktion mit dem Hauptwert des Argu-
ments gebildet wird.

8Fiir w € (0, 00) stimmt diese Definition mit der des reellen Logarithmus (exp |R)~! iiberein.
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Aus den Sitzen 6.5 und 6.15 folgen sofort die Bijektivitit des Hauptwertes
des Logarithmus sowie die Formeln

X
elosw — | weC”

6.11
loge® =z, ze€R+i(—m 7. (6.11)

Insbesondere ist log w fiir w < 0 definiert. In diesem Fall gilt logw = log |w| + im.

Fiir den mengenwertigen komplexen Logarithmus gelten
elosv — . weC*, Loge® = z+2miZ, 2€C.

SchlieBlich notieren wir Rechenregeln fiir den komplexen Logarithmus, die analog
zum Beweis des Additionstheorems des natiirlichen Logarithmus (Theorem 6.6)
verifiziert werden: Es gelten®

Log(zw) = Logz + Logw , Log(z/w) = Logz — Logw (6.12)

fiir w, z € C*.

Komplexe Potenzen

Fiir z € C* und w € C heift

LW . W Log z

(allgemeine) Potenz von z. Weil Log eine mengenwertige Abbildung ist, ist auch z*
eine Menge, und es gilt

S {ew(log\ZHi (argy (2)+27k)) s ke Z} .

Der Hauptwert der Potenz z* wird selbstverstidndlich mit Hilfe des Hauptwertes
des Logarithmus durch

(CX—>(C, o 2 ::ewlogz

definiert. Auch fiir den Hauptwert der Potenz lassen sich die Rechenregeln von
Satz 6.8 verallgemeinern. Dabei ist allerdings Vorsicht geboten. So gelten zum
Beispiel

a, b a+b

2%2° =2z e

und 2% w® = (zw)® (6.13)
nicht fiir alle w, 2 € C* und a,b € C. Beispielsweise finden wir

(—1)i(=1) = """ ™ =72 | aber [(—1)(—1)]i =1"=¢Y=1.

Vgl (1.4.1).
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6.22 Bemerkungen (a) Die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion be-
sagt, daf
exp: (C,+) = (C%,°) (6.14)

einen Gruppenhomomorphismus zwischen den beiden abelschen Gruppen (C,+)
und (C*,-) darstellt. Aus den Sétzen 6.13 und 6.15 folgt sogar, daf (6.14) ein
surjektiver Homomorphismus ist, dessen Kern durch 2mi7Z gegeben wird. Geméaf
Beispiel 1.7.8(c) ist also die Faktorgruppe (C,+)/(2miZ) zu (C*,-) isomorph.

(b) Durch die Multiplikation komplexer Zahlen wird (S!,-) in natiirlicher Weise
zu einer abelschen Gruppe, der Kreisgruppe (vgl. Aufgabe 1.11.9). Wiederum aus
der Funktionalgleichung fiir exp und den Sitzen 6.13 und 6.15 folgt, dafl

cis : (Ra +) - (Sla )

ein surjektiver Gruppenhomomorphismus ist, dessen Kern durch 277Z gegeben
wird. Deshalb sind die Gruppen (R, +)/(27Z) und (S*,-) isomorph.

(c) Die Abbildung
expg : (R, +) — ((0,00),")

ist ein Gruppenisomorphismus mit dem natiirlichen Logarithmus log: (0,00) — R
als Inverse. m
Eine weitere Darstellung der Exponentialfunktion

In Aufgabe I1.4.3 haben wir gesehen, dafl die Exponentialfunktion fiir rationale
Argumente mit der Formel

n
e’ = lim (l—l—T)
n

n—oo

berechnet werden kann. Dieses Resultat 148t sich auf den Fall beliebiger komplexer
Exponenten erweitern.

6.23 Theorem Flir z € C gilt

e = lim (1+ Z)n

n—oo n

Beweis Es sei z € C. Das Additionstheorem der Exponentialfunktion impliziert
dann e* = (e*/™)" fiir jedes n € N*. AuBerdem gilt

n—1
a" —b" = (a—b)Y """, abeC,
k=0
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wie Aufgabe 1.8.1 zeigt. Somit ergibt sich die Identitét
¢ = (L4 2/n)" = (/™)" = (1 + z/n)"

= [ez/” (1+z/n)] Z (/™1 + z/n)" "1k (6.15)
k=0
Aus Beispiel 2.25(b) wissen wir, dafl
e*/m — 1
rn::[ o/n —1]—>0, n— oo, (6.16)
gilt. Um die Terme
L, := Ti(ez/")k(l +z/n)" R neN*, (6.17)
k=0
abzuschétzen, beachten wir die Ungleichungen
le¥| = eRew <elvl | 14w <1+ |w| <elvl,
und erhalten
IL,| < g(e\z\/”)k(elzl/n)nflf’c =n(ell/mn=t <pelfl - neN* . (6.18)
k=0

Fassen wir (6.15), (6.17) und (6.18) zusammen, so finden wir

-(+0)

woraus sich wegen (6.16) die Behauptung ergibt. m

z
Tn
n

z
n‘ [7al nel*l = 2] l*! Il

Aufgaben

1 Man zeige, daf} die Abbildungen cis: R — C und cos, sin : R — R Lipschitz-stetig sind
mit der Lipschitz-Konstanten 1. (Hinweis: Man beachte Beispiel 2.25(b).)

2 Fiir z € C und m € N verifiziere man die Formel von de Moivre

(cosz +isinz)™ = cos(mz) + i sin(mz) .

3 Man beweise die folgenden trigonometrischen Identitéten:

(a) cos?(2/2) = (1 +cos z)/2, sin?(z/2) = (1 —cosz)/2, z€C .

(b) tan(z/2) = (1 — cos z)/sinz =sinz/(1 + cos z), z € C\(7Z).

4 Der hyperbolische Cosinus (Cosinus hyperbolicus) bzw. der hyperbolische Sinus (Sinus
hyperbolicus) wird definiert durch

cosh(z) := € +26 bzw. sinh(z) := e , ze€C.



312 IIT Stetige Funktionen

Man verifiziere fiir w, z € C:

(a) cosh? z — sinh? 2z = 1.

(b) cosh(z + w) = cosh z cosh w + sinh z sinh w.
(¢) sinh(z + w) = sinh z cosh w + cosh z sinh w.
(

d) coshz = cosiz, sinhz = —isiniz.
oo oo
2%k L2+

4 .
(e) coshz:z (26)!" smhz:z (2% + 1)1
k=0 k=0

5 Der hyperbolische Tangens (Tangens hyperbolicus) bzw. der hyperbolische Cotangens
(Cotangens hyperbolicus) wird durch

sinh(z)
cosh(z) ’

. cosh(z) .
hz:= Z+1/2 . hz:= Z
tanh z z € C\mi(Z+1/2), bzw coth z sinh(z) ’ z € C\miZ,
erklart.

(a) Man zeige, dal die Funktionen
cosh , sinh, tanh: C\mi(Z+1/2) - C, coth: C* — C\miZ

stetig sind.

(b) Jede der Funktionen cosh, sinh, tanh und coth ist reellwertig fiir reelle Argumente.
Man skizziere die Graphen dieser reellwertigen Funktionen.

(¢) limg—+oo tanh(z) = 1, limgz— 40 coth(z) = toco.

(d) cosh : [0,00) — R ist strikt wachsend mit cosh([0, c0)) = [1, c0).

(e) sinh : R — R ist strikt wachsend und bijektiv.

(f) tanh : R — (—1,1) ist strikt wachsend und bijektiv.

coth: (0,00) — R ist strikt fallend mit coth((0,00)) = (1, 00).

tanh: R — (—1,1) ist Lipschitz-stetig mit der Lipschitz-Konstanten 1.

6 Die folgenden Grenzwerte sind zu bestimmen:

(@) Jfm 2 () lim 2 (o) im0

(Hinweis: (c) Man beachte Beispiel 2.25(b).)
7 Fiir z,y > 0 verifiziere man die folgende Ungleichung;:

log x + logy T4y
<1 ( )
2 =080 o

8 Man berechne:
. :
(a) lim "%, (b) lim * _ . aecr.

z—0 Z z—0
9 Es ist zu zeigen, dafl die Funktionen
arg: (C\(—O0,0] - (_ﬂ',ﬂ') ) IOg: C\(_OO,O] - R-f—i(—ﬂ',ﬂ’) )

stetig sind. (Hinweise: (i) arg = arg o v mit v(z) := z/|z| fiir z € C*.
(ii) arg | (S*\ {-1}) = [cis | (=, 7)] - (iii) Man verwende Aufgabe 3.3(b) fiir Inter-
valle der Form [—a, a] mit a € (0,7).)
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10 Man diskutiere die Giiltigkeit der folgenden Rechenregeln fiir den Hauptwert der
Potenz:
292" =z , 2w’ = (2w)" z,weC*, a,beC.

11 Man berechne i und bestimme den Hauptwert.

12 Esseien z € R, n € N* und 2z, 5 := et®R/m ¢ S fiir k =0,1,...,n. Ferner sei

n
- Z ‘Zn,k - Zn,kfl‘
k=1

die Lénge des Polygonzuges zn,0, 2n,1,- - -, 2n,n. Man zeige:

Ln =2n|sin(z/(2n))| und lim L, = |z| .

Bemerkung Fiir grofie n € N und fiir z € [0, 27] wird das Bild von [0, z] unter der Abbil-
dung cis durch den Polygonzug z.,,0, 2n,1, - - - , Zn,n approximiert. Also kann L,, als Nihe-
rungswert fiir die Lange des im Gegenuhrzeigersinn durchlaufenen Kreisbogens von 1 nach
cis(z) = e'® verstanden werden. Folglich zeigt diese Aufgabe, daf$ durch die Abbildung
cis: R — S' die Gerade R lingentreu auf S' ,aufgewickelt* wird.

13 Man studiere das Abbildungsverhalten der Funktion C — C, z — 22. Insbesondere
betrachte man die Bilder der Hyperbelscharen x? — y? = const, xy = const, sowie der
Geradenscharen x = const, y = const fiir z =z 4+ iy.

14 Es sind alle Losungen folgender Gleichungen in C zu bestimmen:

a) 2t = (\/2/2)(1-!—2)
b)z =1.
23 +6z—|—2—0

(

(
(c)
(d) 2 +(1—-2i)2> = (1+2i)z2—1=0.

(Hinweis: Fiir die kubischen Gleichungen in (¢) und (d) verwende man Aufgabe 1.11.15.)

15 Firxz € Rund n € N sei

fo(z) = klln;o(cos(n! TI'ZE))Qk .

Man bestimme limy, .o frn(z). (Hinweise: Man unterscheide die Fille z € Q und z € R\Q,
und beachte, dafl | cos(mm)| = 1 genau fiir m € Z gilt.)

16 Man beweise, daf} cosh 1 irrational ist. (Hinweis: Aufgabe 11.7.10.)



Kapitel IV

Differentialrechnung in einer
Variablen

In Kapitel IT haben wir eine der wesentlichsten Ideen der Analysis kennengelernt,
némlich die des Grenzwertbegriffes. Wir haben einen Kalkiil fiir den Umgang mit
Grenzwerten entwickelt und viele wichtige Anwendungen dieser Idee vorgestellt.
In Kapitel III haben wir uns ausfiihrlich mit den topologischen Grundlagen der
Analysis befafit und den zentralen Begriff der Stetigkeit studiert. Dabei haben wir
insbesondere gesehen, dafl fundamentale Zusammenhénge zwischen der Stetigkeit
und dem Grenzwertbegriff bestehen. Im letzten Paragraphen des voranstehenden
Kapitels haben wir schliellich einige der wichtigsten Funktionen der gesamten
Mathematik analysiert, wobei wir viele der zuvor erworbenen Kenntnisse einsetzen
konnten — und auch muflten.

Obwohl wir anscheinend iiber die Exponentialfunktion und die aus ihr ab-
geleiteten Abbildungen, wie etwa den Cosinus und den Sinus, recht gut Bescheid
wissen, sind unsere Kenntnisse doch noch sehr rudimentér und beziehen sich vor-
wiegend auf globale Aspekte. In diesem Kapitel wollen wir uns nun in erster Linie
mit Fragen der lokalen Beschreibung von Abbildungen befassen. Dabei werden wir
wieder der Hauptidee der Analysis begegnen, welche — vereinfacht ausgedriickt —
darin besteht, komplizierte , kontinuierliche® Sachverhalte durch einfachere (oft
diskrete) Strukturen zu approximieren. Dieser Approximationsgedanke ist ja auch
die Grundlage des Grenzwertbegriffes, und er zieht sich wie ein roter Faden durch
die gesamte (, kontinuierliche*) Mathematik.

Wir lassen uns von der Anschauung leiten und betrachten zunichst Gra-
phen reellwertiger Funktionen einer reellen Variablen. Eine konzeptionell einfache
Methode der lokalen Approximation eines kompliziert aussehenden Graphen be-
steht darin, ihn in der Ndhe des zu betrachtenden Punktes so durch eine Gerade
zu ersetzen, daf} sich letztere moglichst gut ,,anschmiegt“. Dann ist nahe beim
Beriithrungspunkt (sozusagen durch ein beliebig starkes Mikroskop betrachtet) die
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Funktion kaum von ihrer linearen Approximation durch die Gerade zu unterschei-
den. Deshalb sollte es moéglich sein, lokale Eigenschaften recht allgemeiner Funk-
tionen durch derartige , Linearisierungen® zu beschreiben.

Diese Idee der Linearisierung ist ungemein fruchtbar und nicht an den an-
schaulichen eindimensionalen Fall gebunden, wie wir im weiteren erfahren wer-
den. Sie bildet die Grundlage fiir praktisch alle lokalen Untersuchungen in der
Analysis. Wir werden sehen, dafl Linearisieren Differenzieren bedeutet. Die Diffe-
rentialrechnung, welche in den ersten drei Paragraphen dieses Kapitels entwickelt
wird, ist nichts anderes als ein duflerst effizienter Kalkiil der Linearisierung. Die
Fruchtbarkeit der Linearisierungsidee wird durch viele schéne und teilweise auch
iiberraschende Anwendungen unter Beweis gestellt werden, nicht zuletzt im letzten
Paragraphen dieses Kapitels.

Im ersten Paragraphen erldutern wir den Differenzierbarkeitsbegriff, also den
Begriff der linearen Approximierbarkeit, und leiten die grundlegenden Rechen-
regeln her.

In Paragraph 2 kommt die geometrische Idee der Differentialrechnung voll
zur Geltung, ndmlich die oben angedeutete Idee, aus dem Verhalten der Tangente
an einen Graphen auf das lokale Verhalten der zugehorigen Funktion zu schliefen.
Die Tragweite dieses Gedankens werden wir insbesondere beim Studium konvexer
Funktionen erfahren. Als eine einfache Anwendung leiten wir einige der fundamen-
talen Ungleichungen der Analysis her.

Paragraph 3 ist der Approximierbarkeit hoherer Ordnung gewidmet. Anstatt
eine gegebene Funktion lokal durch eine lineare zu approximieren, kann man ver-
suchen, dies durch Polynome htheren Grades zu tun. Natiirlich wird man dadurch
mehr lokale Information erhalten, was sich insbesondere im Zusammenhang mit
Fragen nach der Natur von Extrema als niitzlich erweist.

Im letzten Paragraphen gehen wir kurz auf die ndherungsweise Berechnung
von Nullstellen reeller Funktionen ein. Wir beweisen den wichtigen Banachschen
Fixpunktsatz, der von nicht zu unterschitzender praktischer und theoretischer
Bedeutung ist, und verwenden ihn zum Nachweis der Konvergenz des Newtonschen
Verfahrens.

Im gesamten Kapitel beschrinken wir uns auf das Studium von Funktionen
einer reellen oder komplexen Variablen, wobei wir allerdings Werte in beliebigen
Banachraumen zulassen. Die Differentialrechnung fiir Funktionen mehrerer Varia-
blen wird in Kapitel VII entwickelt werden.



IV.1 Differenzierbarkeit 317

1 Differenzierbarkeit

Wie in der Einleitung zu diesem Kapitel angedeutet, ist eine der Motivationen
fiir die Entwicklung der Differentialrechnung der Wunsch, das lokale Verhalten
von Funktionen genauer zu beschreiben. Dies fithrt zum Tangentenproblem, d.h.
der Aufgabe, in einem gegebenen Punkt des Graphen einer reellen Funktion einer

A A

i i
1 1

»
»

v
v

a a a
Tangentenproblem Extremalstellenproblem Schmiegekreisproblem
reellen Verédnderlichen die Tangente zu bestimmen. Aber auch die Probleme, Ex-
tremalstellen aufzufinden oder in einem Punkt den Schmiegekreis, also den Kreis,

der sich am besten an den Graphen anschmiegt, zu konstruieren, sind eng mit dem
Tangentenproblem und damit mit der Differentialrechnung verwandst.

Im folgenden bezeichnet X C K eine Menge, und a € X ist stets ein Haufungs-
punkt von X. Ferner ist E = (E, ||-]|) ein normierter Vektorraum iiber K.

Die Definition

Eine Abbildung f: X — FE heifit in a differenzierbar, falls der Grenzwert

f’(a) -— lim f(x) - f(a)

r—a r—a

in E existiert. Dann ist f'(a) € E die Ableitung von f in a. Neben dem Symbol
f'(a) sind noch weitere Bezeichnungen gebréiuchlich, némlich:

f), of@), i@, @

Bevor wir die Eigenschaften von differenzierbaren Funktionen systematisch
untersuchen, wollen wir niitzliche Umformulierungen der obigen Definition geben.

1.1 Theorem Fiir f: X — E sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) f ist in a differenzierbar.
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(ii) Es gibt ein m, € E mit
@)~ (@)~ ma(e —a)

T—a r—a

=0.

(iii) Es gibt einm, € E und eine in a stetige Funktionr: X — E mitr(a) = 0 und
f(z) = f(a) + mg(x —a) +r(z)(x —a) , reX.
In den Fillen (ii) und (iii) gilt: m, = f'(a).
Beweis Setzen wir m, := f’(a), so ist die Implikation ,,(i)=-(ii)“ klar.
,»(il)=>(iii)“ Hier fiihrt die naheliegende Definition

0, r=a,

r@)i= @) = fa) e —a)

T —a
zum Ziel. Denn geméfl Bemerkung I11.2.23(b) und wegen (ii) ist r in a stetig.
,(iil)=>(1)“ ist ebenfalls unmittelbar klar. m

1.2 Korollar Ist f: X — FE in a differenzierbar, so ist f in a stetig.

Beweis Dies folgt sofort aus der Implikation ,,(i)=-(iii)* von Theorem 1.1. m

Die Umkehrung von Korollar 1.2 ist falsch: Es gibt Funktionen, die zwar
stetig, aber nicht differenzierbar sind (vgl. Beispiel 1.13(k)).

Lineare Approximierbarkeit

Essei f: X — E in a differenzierbar. Dann ist die Abbildung
g K—E, x— f(a)+ f'(a)(x —a)
affin, und es gilt g(a) = f(a). Ferner folgt aus Theorem 1.1 die Beziehung
@) @l
z—a |z — al

Also stimmt f im Punkt a mit der affinen Funktion g iiberein, und der ,,absolute
Fehler” || f(z) — g(x)|| geht schneller gegen Null als |z — a| fiir # — a. Diese Be-
obachtung dient uns als Modell fiir folgende Definition: Die Funktion f: X — E
heifit in a linear approximierbar, wenn es eine affine Funktion g : K — F gibt mit

1o 172) = g(2)

.
z—a |z — al

fla) =g(a) und

Das folgende Korollar zeigt, daf3 es sich bei der Differenzierbarkeit und der linearen
Approximierbarkeit um dieselbe Eigenschaft einer Funktion handelt.
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1.3 Korollar Die Abbildung f: X — E ist genau dann in a differenzierbar, wenn
sie in a linear approximierbar ist. In diesem Fall ist die approximierende affine
Funktion g eindeutig bestimmt und durch

9:K—E, z~ f(a)+f(a)(z—a)
gegeben.

Beweis ,=“ Diese Aussage folgt unmittelbar aus Theorem 1.1.

»,<=“ Es sei g: K — FE eine affine Abbildung, welche f in a linear appro-
ximiert. Gem#fl Satz 1.12.8 gibt es eindeutig bestimmte Elemente b,m € E mit
g(x) = b+ mz fir z € K. Wegen g(a) = f(a) folgt dann g(x) = f(a) + m(z —a)
fir z € K, und die Behauptung ergibt sich wieder aus Theorem 1.1. m

1.4 Bemerkungen (a) Die Abbildung f: X — E sei in a differenzierbar. Aufer-
dem sei g(z) := f(a) + f'(a)(z — a) fiir z € K. Dann ist das Bild von g eine affine
Gerade durch (a,f(a)), welche den Graphen von f in der N&dhe von (a,f(a))
approximiert. Deshalb heifit der Graph von g Tangente von f in (a, f(a)). Im
Fall K =R stimmt dieser Begriff der Tangente mit der elementargeometrischen
Anschauung iiberein.

E=R
A g b

; im(f) /
: E =R f(a)

, im(g)

i } » K=R

a Yy

Der Ausdruck ;
w-r@ .
y—a

heifit Differenzenquotient von f in y beziigl. a. Der Graph der affinen Abbildung

h(z) := f(a) + f(yy) : Z:(a) (x —a), reK,
wird als Sehne durch (a, f(a)) und (y, f(y)) bezeichnet. Im Fall K = R = E bedeu-
tet die Differenzierbarkeit von f in a also, daf die Steigung (f(y) — f(a))/(y — a)
der Sehne durch (a, f(a)) und (y, f(y)) fiir y — a gegen die Steigung f’(a) der
Tangente in (a, f(a)) konvergiert.

(b) Es seien X = .J C R ein Intervall und E = R*. Dann kénnen ¢ € J als Zeit
und f(t) als die Position eines Punktes im Raum zur Zeit ¢ interpretiert werden. In
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diesem Fall stellt |f(t) — f(to)|/[t — to| die absolute »Anderung des Ortes mit der
Zeit“ dar, und f(to) ist die momentane Geschwindigkeit des Punktes zur Zeit ¢y.

(c) (i) EsseiK=FE =R, und f: X C R — Rseiin a differenzierbar. Ferner fassen
wir f als Funktion in C auf, d.h., wir setzen

fc: XCcC—-C, felx) = f(z), zeX.

Dann ist auch fc in a differenzierbar, und es gilt f{(a) = f/(a).

(ii) Esseinimn K=FE=C,und f: X CC—Cseiina e := X NR diffe-
renzierbar. Ferner sei a ein Hiufungspunkt von Y, und es gelte f(Y) C R. Dann
ist die Abbildung f|Y : Y — R in a differenzierbar, und (f|Y) (a) = f'(a) € R.

Beweis Dies folgt unmittelbar aus der Definition der Differenzierbarkeit und der Abge-
schlossenheit von R in C. m

Rechenregeln
1.5 Satz Es seien F1,...,E, normierte Vektorrdume und E := Fy X --- X E,,.
Dann ist f = (f1,...,fn): X — E genau dann in a differenzierbar, wenn jede

Komponentenfunktion f; : X — E; in a differenzierbar ist. In diesem Fall gilt

df(a) = (Gfl(a), e ,afn(a)) ,
Vektoren werden komponentenweise differenziert.

Beweis Fiir den Differenzenquotienten gilt

flx) = fla) _ (fl(w) — fi(a) fn() —fn(a))

r—a r—a LR r—a

T#a.
Also folgt die Behauptung aus Beispiel I1.1.8(e). m

Wir stellen nun weitere Rechenregeln fiir differenzierbare Funktionen zu-
sammen, welche die konkrete Berechnung von Ableitungen erheblich vereinfa-
chen konnen.

1.6 Theorem

(i) (Linearitit) Es seien f,g: X — F in a differenzierbar, und «, 8 € K. Dann
ist auch af + B¢ in a differenzierbar, und es gilt

(of + Bg)'(a) = af'(a) + By (a) -

Mit anderen Worten: Die in a differenzierbaren Funktionen bilden einen
Untervektorraum V von EX | und die Abbildung V' — E, f + f’(a) ist linear.
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(ii) (Produktregel) Es seien f,g: X — K in a differenzierbar. Dann ist auch
f - g in a differenzierbar, und es gilt

(f-9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a) .
Die in a differenzierbaren Funktionen bilden eine Unteralgebra von K.

(iii) (Quotientenregel) Es seien f,g: X — K in a differenzierbar, und es gelte
g(a) # 0. Dann ist auch f/g in a differenzierbar, und

AR f'(a)g(a) — f(a)g'(a) .
(9) @ [9(a)]

Beweis Im wesentlichen folgen alle Aussagen aus den Rechenregeln fiir konver-
gente Folgen, die wir in Paragraph I1.2 bewiesen haben.

Fiir (i) ist dies unmittelbar klar. Zum Beweis der Produktregel (ii) schreiben
wir den Differenzenquotienten von f - g in der Form
(z) —g(a)

f@)g(x) — fla)g(a) _ f(z)— f(a g

@)o(@) ~ f@)gla) _ f@) = fla) g Cese
Tr—a Tr—a T—a

Nach Korollar 1.2 ist g in a stetig. Also folgt die Behauptung aus den Sétzen 11.2.2

und II.2.4 sowie aus Theorem III.1.4.

Im Fall (iii) gilt nach Voraussetzung g(a) # 0. Also sichert Beispiel I11.1.3(d)
die Existenz einer Umgebung U von a in X mit g(z) # 0 fir z € U. Fiir jedes
x € U\{a} gilt deshalb

Fa) Sy, a1 (£ - f@
(30 ~ 0@~ 9" = gt

woraus sich die Behauptung ergibt. m

gla) — f(a)g(w) —9(a)

T —a T —a }’

Kettenregel

Oft gelingt es, eine zu differenzierende Abbildung als Komposition (einfacherer)
Funktionen darzustellen. Die folgende Kettenregel beschreibt, wie derartige Kom-
positionen zu differenzieren sind.

1.7 Theorem (Kettenregel) Essei f: X — K in a differenzierbar, f(X) C Y C K,
und f(a) sei ein Haufungspunkt von Y. Ist g: Y — E in f(a) differenzierbar, so
ist auch g o f in a differenzierbar, und es gilt

(9o f)(a)=g'(f(a)) [ (a) .

Beweis Nach Voraussetzung und Theorem 1.1 gibt es eine in a stetige Funktion
r: X — Kmit r(a) =0 und

J@) = f(@) + (@)@ —a) + r(@)(@ —a), wEX. (L1)
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Ebenso gibt es eine in b := f(a) stetige Funktion s: ¥ — E mit s(b) = 0 und

9(y) =9(0) +9'(0)y—b) +s()y—b), yeY. (1.2)
Es sei nun z € X. Setzen wir y := f(x) in (1.2), so folgt mit (1.1):

(9o @) =g(f(a) +g'(f(@)(f(@) = f(a) + s(f(@)) (f(x) — f(a))
= (go f)a) +¢'(f(a) f(a)(x —a) + t(z)(z —a) ,

wobei wir t(z) := ¢'(f(a))r(z) + s(f(x)) (f'(a) + r(z)) fir z € X gesetzt haben.
Geméif Voraussetzung, Korollar 1.2 und Theorem II1.1.8 ist t: X — F in a stetig.
Ferner gilt

t(a) = g'(f(a))r(a) + s(b)(f'(a) + r(a)) =0

Somit ergibt sich die Behauptung wiederum aus Theorem 1.1. m

Umkehrfunktionen

Mit Hilfe der Kettenregel gelingt es, ein Kriterium fiir die Differenzierbarkeit der
Umkehrfunktion einer bijektiven Abbildung herzuleiten und gegebenenfalls ihre
Ableitung zu berechnen.

1.8 Theorem (Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion) Essei f: X — K injektiv
und in a differenzierbar. Ferner sei f~': f(X) — X in b:= f(a) stetig. Dann ist
f~! genau dann in b differenzierbar, wenn f'(a) von Null verschieden ist. In diesem
Fall gilt:

Beweis ,,=“ Unsere Voraussetzungen implizieren die Identitit f~'o f =idx.
Somit folgt 1 = (idx)’(a) = (f~')'(f(a)) f'(a) aus der Kettenregel. Hieraus lesen
wir die Behauptung ab.

»<=" Zuerst vergewissern wir uns, daf§ b ein Hiufungspunkt von Y := f(X)
ist. In der Tat, geméfl Voraussetzung ist a ein Haufungspunkt von X. Also finden
wir mit Hilfe von Satz I11.2.9 eine Folge (z1) in X \{a} mit limz; = a. Da f stetig
ist, gilt lim f(xg) = f(a). AuBerdem ist f injektiv. Somit gilt f(zx) # f(a) fir
k € N, was zeigt, dafl b = f(a) ein Hiufungspunkt von Y ist.

Es sei nun (yi) eine Folge in Y mit yi # b fiir k¥ € N und lim y, = b. Setzen
wir ), == f~1(yx), so gelten x;, # a sowie limzy = a, da f~! in b stetig ist. Wegen

0# fta) =ty T~ 1)
gibt es ein K mit
O#f(l'k)_f(a): yr—b k> K .

Tr—a =M yk) = f7H0)
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Also erhalten wir fiir den Differenzenquotienten von f~! die Beziehung

S k) — fH ) ffk:—a f(x
yr — b o flaw) — / T —a k= K,

und die Behauptung ergibt sich durch Grenziibergang. m

1.9 Korollar Es sei I ein perfektes Intervall, und f: I — R sei strikt monoton
und stetig. Ferner sei f differenzierbar in a € I. Dann ist f~! genau dann in f(a)
differenzierbar, wenn f’(a) nicht Null ist. Dann gilt: (f=*)'(f(a)) = 1/f'(a).

Beweis Nach Theorem II1.5.7 ist f injektiv, und f~! ist stetig auf dem Intervall
J = f(I). Somit folgt die Behauptung aus Theorem 1.8. m

Differenzierbare Abbildungen

Bis jetzt lag stets folgende Situation vor: X war eine beliebige Teilmenge von K,
und a € X war ein Haufungspunkt von X. Unter diesen Voraussetzungen haben
wir die Differenzierbarkeit von f: X — E in a studiert. Es ist nun natiirlich, nach
der Differenzierbarkeit von f in jedem Punkt von X zu fragen. Damit diese Fra-
gestellung iiberhaupt sinnvoll ist, miissen wir sicherstellen, dafl jeder Punkt in X
ein Haufungspunkt von X ist.

Es sei M ein metrischer Raum. Eine Teilmenge A C M heifit perfekt, wenn
jedes a € A ein Hiufungspunkt von A ist.!

1.10 Beispiele (a) Jede offene nichtleere Teilmenge eines normierten Vektorraumes
ist perfekt.

(b) Eine konvexe Teilmenge eines normierten Vektorraumes (insbesondere ein In-
tervall in R) ist genau dann perfekt, wenn sie mehr als einen Punkt enthilt. m

Es sei X C K perfekt. Dann heifit f: X — E differenzierbar in X, falls f in
jedem Punkt von X differenzierbar ist. Die Abbildung

fiX =B, ze f(2)

ist die Ableitung von f. Sie wird auch mit f, 8f, Df oder df /dx bezeichnet.

Hohere Ableitungen

Ist f: X — F differenzierbar, so stellt sich in natiirlicher Weise die Frage, ob die
Ableitung f’ ihrerseits wieder differenzierbar ist. Trifft dies zu, so heifit f zwei-

IDiese Definition stimmt mit der von Paragraph 1.10 iiberein, falls M = R und A ein Intervall
sind (vgl. auch Beispiel 1.10(b)).
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mal differenzierbar, und wir nennen 02f := f" := 9(0f) zweite Ableitung von f.
Induktiv gelangen wir damit zum Begriff der héheren Ableitungen von f. Dazu
setzen wir

Of ==, 0f(a):=fDa):= fla),
9"t f(a) = fOV (a) 1= 9(0" f)(a)
fiir n € N. Das Element 0" f(a) € E heifit n-te Ableitung von f in a. Die Abbil-

dung f heifit n-mal differenzierbar in X, wenn die n-te Ableitung fiir jedes a € X
existiert. Ist f n-mal differenzierbar, und ist die n-te Ableitung

f: X—-E, z—0"f(x)

stetig, so ist f n-mal stetig differenzierbar.

Fiir n € N bezeichnen wir mit C" (X, E) den Raum der n-mal stetig differen-
zierbaren Abbildungen von X nach E. Offensichtlich ist C°(X, E) = C(X, E) der
bereits in Paragraph III.1 eingefiithrte Raum der stetigen E-wertigen Funktionen
auf X. Schlieflich ist

C*(X,E):= (] C"(X,E)

neN

der Raum der unendlich oft differenzierbaren oder glatten Funktionen von X
nach E. Ferner setzen wir

c"(X) :=C"(X,K), neN,
falls keine Mifiverstdndnisse zu befiirchten sind.

1.11 Bemerkungen Es sein € N.

(a) Damit die (n 4 1)-te Ableitung im Punkt a definiert werden kann, muf a ein
Hiufungspunkt des Definitionsbereiches der n-ten Ableitung sein. Dies ist insbe-
sondere dann der Fall, wenn die n-te Ableitung in einer Umgebung von a existiert.

(b) Die Funktion f: X — E sei (n+ 1)-mal differenzierbar in ¢ € X. Dann folgt
aus Korollar 1.2, daf§ fiir jedes j € {0,1,...,n} die j-te Ableitung von f in a
stetig ist.

(c) Es ist nicht schwierig einzusehen, dafl die Inklusionen
C®(X,E)c C"™Y(X,E) cC"(X,E) cC(X,E), neN,
richtig sind. m

Im Raum der m-mal stetig differenzierbaren Funktionen C™(X,E) gelten
wichtige Rechenregeln, die wir im n#chsten Theorem zusammenstellen.
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1.12 Theorem FEs seien X C K perfekt, k € N und n € N.
(i) (Linearitiit) Fiir f,g € C*(X,E) und «, 3 € K gelten

af +Bge C*(X,E) und *(af + Bg) = ad*f + Bokg

Also ist C"(X, E) ein Untervektorraum von C(X, E), und der Ableitungs-

operator
9: C""Y(X,E) - C"(X,E), fw—0f
ist linear.
(ii) (Leibnizsche Regel) Esseien f,g € C*(X). Dann gehort auch f - g zu C*(X),
und

k

“(f9) :Z( )@ No*ig (1.3)

=0
Somit ist C™(X) eine Unteralgebra von K.

Beweis (i) Die erste Aussage folgt aus Theorem 1.6 und Satz IIL.1.5.

(ii) Es geniigt, wiederum wegen Theorem 1.6 und Satz II1.1.5, die Leibniz-
sche Regel (1.3) zu verifizieren. Dazu fiithren wir einen Induktionsbeweis nach k.
Satz I11.1.5 liefert den Induktionsanfang k = 0. Um den Induktionsschritt k — k+1
zu vollziehen, beachten wir die Beziehung

(5= GED6) rem rese

aus Aufgabe 1.5.5. Die Induktionsvoraussetzung, die Produktregel und Aussage (i)
ergeben dann

Mw

QFL(f 8(

()

) (891 ) ok=ig (5,jf)5k—j+1g]

<. o~ O

-5

— (O f)g + fOM g + Z{(j v 1) (k)}(ajf)ak*ﬁrlg

S e,

Jj=0

Damit ist alles gezeigt. m
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1.13 Beispiele (a) Es sei a sei ein Hiufungspunkt von X C R. Dannist f: X — C
genau dann in a differenzierbar, wenn Re f und Im f in a differenzierbar sind.
Dann gilt:

f'(a) = (Re f)(a) +i(Im f)'(a) .

Beweis Dies folgt aus Satz 1.5. m

(b) Es sei p=>"}_,arX" ein Polynom.? Dann ist p glatt und
n
p(z) = Z kaga®t zeC.
k=1

Beweis Es bezeichne 1 := 1X° das Einselement in der Algebra K[X], das gemifl unserer
Vereinbarung mit der durch 1(z) =1 fiir € K definierten ,konstanten Einsfunktion“
identifiziert wird. Dann gilt offensichtlich

1€ C”(K) mit 91 =0. (1.4)
Mittels Induktion zeigen wir nun, dafl die Aussagen
X" e C®(K) und IX")=nX""", neN* (1.5)

richtig sind. Der Induktionsanfang (n = 1) ist wegen der offensichtlichen Relation 0X = 1
und wegen (1.4) klar. Fiir den Induktionsschritt n — n + 1 verwenden wir die Produkt-
regel:

AX"H =9(X"X) = (X)X + X"0X =nX"'X + X"1 = (n+1)X".
Somit ist (1.5) bewiesen. Fiir allgemeine Polynome Y ;_, ar X" ergibt sich die Behaup-
tung aus Theorem 1.12(i). m
(c) Rationale Funktionen sind unendlich oft stetig differenzierbar.

Beweis Dies folgt aus (b), Theorem 1.6 und Korollar II1.1.6. m

(d) Die Exponentialfunktion gehort zu C*°(K) und wird beim Differenzieren re-
produziert: 9(exp) = exp.

Beweis Es geniigt, die Formel d(exp) = exp zu beweisen. Dazu wihlen wir ein z € C
und beachten, dafl fiir den Differenzenquotienten die Beziehung

z+h z h _ 1 o
h =, heC™,
gilt. Nun folgt die Behauptung aus Beispiel I11.2.25(b). m

(e) Fiir den Logarithmus gilt
log € C*°(C\(~00,0],C) , (log)'(2) =1/z, z¢€C\(~0,0].

2Es sei an die Vereinbarung am SchluB von Paragraph 1.8 erinnert.
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Beweis Gemif (I11.6.11) gilt log = [exp ‘R + i(—Tr,TrH ~!. AuBerdem ist der Logarith-
mus auf R + ¢ (—7, ) stetig (vgl. Aufgabe II1.6.9). Zu z € C\ (—o0, 0] gibt es genau ein z
in dem Streifen R 4 ¢ (—7,7) mit z = €. Aus Theorem 1.8 und (d) erhalten wir deshalb

/ _ 1 = ! = !
(log)'(2) = (exp)(z)  exp(z) =z’

und die Behauptung folgt aus (c). m
(f) Es sei a € C\(—00,0]. Dann gilt?

[z+—a®] € C(C), (a*) =a*loga, z€C.

Beweis Wegen a” = e*!°8° fiir z € C folgt aus der Kettenregel und (d)
(aZ)/ _ (ezloga)/ _ (10g a)ezloga = a* loga .
Da [z — a®]: C — C stetig ist (warum?), ergibt Induktion [z — a®*] € C*°(C). m

(g) Es seia € C. Dann gilt fiir die Potenzfunktion:

[z +— 2% € C*(C\(~0,0],C) , () =az*"'.

Beweis Wie in (f) gilt 2* = e*'°8* fiir z € C\(—00,0], und wir schlieBen aus der Ket-
tenregel und (e) auf die Beziehung

(Za,)/ _ (6a10g2)/ _ Zealogz _ aza — azafl ,

wobei wir im letzten Schritt die Rechenregeln (II1.6.13) verwendet haben. m

(h) cis € C®°(R,C) mit cis'(t) =i cis(t) fiir t € R.

Beweis Aus (d) und der Kettenregel folgt cis’(t) = (e'*)’ = ie'’ =i cis(t) fir t € R. m
(i) cos und sin gehéren zu C*°(C), cos’ = —sin, sin’ = cos.

Beweis Gemif (II1.6.3) kénnen cos und sin durch die Exponentialfunktion dargestellt
werden: _ _ _ _
12z —1z tz —1z
cosz="° te , sinz=° ,e , zeC.
2 2¢

Also sehen wir mit (d) und der Kettenregel, dafl cos und sin glatt sind und daf
iz -1z eiz + e—iz

’ . € . . .
COsS 2 =1 = —8mz, Sl 2 =1 % = COS 2z
1

gelten. m
3Um fiir die Abbildung z — a® nicht ein neues Symbol einfithren zu miissen, schreiben wir

etwas unprézise fiir [z — a?]’(z) kurz nur (a®)’. Diese vereinfachte Notation werden wir auch in
vergleichbaren Situationen verwenden, da sie kaum zu Mifiverstéindnissen fithren wird.
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(j) Der Tangens und der Cotangens sind unendlich oft stetig differenzierbar, und

’ 1 2 l - 2
tan’ = , =1+tan”, cot' = , =—-1—cot” .
0s sin
Beweis Die Quotientenregel und (i) ergeben
Sy 2 2 1
tan/z:(sm> (z = °® z—l;sm ? = 5 =1+tan’ 2, z € C\(n/2 +7Z) .
cos cos? z cos? z

Analog argumentiert man fiir den Cotangens. m

(k) Die Abbildung f: R — R, x + || ist stetig, aber in 0 nicht differenzierbar.

Beweis Wir setzen hy, := (—1)"/(n+ 1) fir n € N. Dann ist (hy) eine Nullfolge, und
es gilt (f(hn) — f(0))hy," = (—1)" fiir n € N. Deshalb kann f in 0 nicht differenzier-
bar sein. m

() Man betrachte die Funktion

xT

)= 0 2=0.

{xzsinl, zeR*,

Dann ist f auf ganz R differenzierbar,
aber die Ableitung f’ ist nicht stetig
in 0, d.h. f ¢ C*(R).

Beweis Fiir den Differenzenquotienten

von f in 0 ergibt sich
f(z) = f(0)

T

1
=zxsin x#0.
x

Aus Satz I1.2.4 folgt f'(0) = 0. Fiir € R* gilt f'(z) = 2zsinz™" — cosz ™', und
wir erhalten

f’<21 ) _ 1 sin(27n) — cos(2mn) = -1, ne N .
™ ™m

Also ist f’ in 0 nicht stetig. m

(m) Es gibt Funktionen, die auf ganz R stetig, aber nirgends differenzierbar sind.

Beweis Es bezeichne fo die Funktion Zack von Aufgabe I11.1.1, und f, werde durch
fu(x) :=47" fo(4"z) fir € R definiert. Aus Aufgabe II1.5.6 wissen wir, daf die durch
Y02 o fn definierte Funktion F stetig ist. Offensichtlich ist f, stiickweise affin mit der
Steigung +1 und periodisch mit der Periode 4™".

Es sei a € R. Dann gibt es zu jedem n € N ein hy, € {4~ "V} so daB fy fiir

k < n zwischen a und a + h, affin ist. Folglich gilt [fk(a—i— hn) — fk(a)}/hn = 41 fiir
0 < k < n. Fiir k > n finden wir fx(a + hn) = fr(a), da fi in diesem Fall h,-periodisch
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ist. Hieraus folgt

F(a+hn) — F(a " a—+ hn) — a
(x+ ) ()_kzom ARCIS oy

was impliziert, da3 F' im Punkt a nicht differenzierbar ist. m
(n) C>(X,E) C C"*(X,E) C C"(X,E) C O(X,E), neN*.

Beweis Geméif Bemerkung 1.11(c) geniigt es nachzuweisen, dafl diese Inklusionen echt
sind. Dazu betrachten wir den Fall X := R, FE := R und iiberlassen dem Leser die Aus-
dehnung auf die allgemeine Situation. Wir definieren die Funktionen f,: R — R fiir
n € N durch

o) = { " 2sin(z7t) x#0,

0, rz=0.

Dann zeigt ein einfaches Induktionsargument f, € C™(R)\C""*(R). m

1.14 Bemerkung Es ist zu beachten, dafl die Aussage von Bemerkung 1.4(c.ii)
insbesondere auf die Beispiele 1.13(b)—(g) und (i), (j) angewendet werden kann.
Dies liefert dann die (von der Schule her bestens) bekannten Ableitungsformeln

fiir die reellen Polynome und rationalen Funktionen, sowie fiir die reellen Potenz-,
Exponential-, Logarithmus- und Winkelfunktionen. m

Einseitige Differenzierbarkeit

Es sei X CR, und a € X sei ein Hiaufungspunkt von X N [a,00). Dann heifit
f: X — F in a rechtsseitig differenzierbar, falls

9 fa) = tim @ ~F@

z—a+0 T—a
in E existiert, und 94 f(a) € E heifit rechtsseitige Ableitung von f in a.
Ist a ein Haufungspunkt von (—oo,a] N X, und existiert

in £,

so ist f in a linksseitig differenzierbar, und 0_ f(a) ist die linksseitige Ablei-
tung von f in a. Ist a ein Hiufungspunkt sowohl von (—oo0,a) N X als auch von
[a,00) N X, und ist f in @ differenzierbar, so gilt offensichtlich

Oy f(a) =0 f(a) = 0f(a) .
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1.15 Beispiele (a) Fiir f: R — R, z — |z| gelten
8+f(0):1 ) 8—f(0):_1 ’ 8+f(as):8_f(ac) :mgn(aj) ’ ac;éO .

(b) Es seien a < b und f: [a,b] — E. Dann ist f genau dann in a [bzw. b] diffe-
renzierbar, wenn f in a [bzw. b] rechtsseitig [bzw. linksseitig] differenzierbar ist. m

Beispiel 1.15(a) zeigt, dal aus der Existenz der rechtsseitigen und der links-
seitigen Ableitung einer Funktion f: X — FE nicht auf ihre Differenzierbarkeit
geschlossen werden kann. Gilt hingegen zusétzlich 95 f(a) = 0 f(a), so ist f in a
differenzierbar.

1.16 Satz FEssei X C R, und f: X — E sei in a € X sowohl rechtsseitig als auch
linksseitig differenzierbar mit 04 f(a) = 0 f(a). Dann ist f in a differenzierbar,

und 0f(a) = 04 f(a).
Beweis Geméifl Voraussetzung gibt es in a stetige Abbildungen
ry: XNla,00) = E und r_:(—o0,a]NX — F

mit r4(a) =r_(a) = 0 und

f(@) = fla) + 0xfa)(x —a) + re(z)(z —a),  z€X, z2a.
Setzen wir nun Jf(a) := 0+ f(a) = 0— f(a) und
A re(2), z € XNla,00),
0= {70 Ly,

so ist r: X — E gemif Satz I11.1.12 in a stetig, und es gelten r(a) = 0 und
f(@) = fla) +0f(a)(x —a) +r(zx)(z —a), 2€X.
Also liefert Satz 1.1(iii) die Behauptung. m

1.17 Beispiel Es sei R
e~ t/x x>0
— ) ) b
f(@): { 0, r<0.
Dann ist f glatt, und in z = 0 verschwin- > R

den alle Ableitungen. ‘

Beweis Wir zeigen zuerst, dafl alle Ableitungen von f existieren und die Darstellungen

(z Ve z>0
" f(x) = { ban . e (1.6)

besitzen. Dabei bezeichnet ps, ein Polynom vom Grad < 2n mit reellen Koeffizienten.
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Offensichtlich ist (1.6) fiir z < 0 richtig. Im Fall = > 0 gilt (1.6) gewiBl fir n = 0.
Ist die angegebene Formel fiir ein n € N erfiillt, so finden wir
1

L (x) = O(pan(z e )
= —Open(e (@ e 4 pon(a e @

_x—1

:p2(n+l)($_l)e )

mit pa(n1)(X) == (p2n(X) — Op2n (X)) X>. Wegen Grad(pzn) < 2n ist der Grad von dpan
héchstens gleich 2n — 1, und Formel (1.8.20) ergibt Grad(pa(nt1)) < 2(n + 1). Somit ist
(1.6) auch fiir > 0 richtig.

Es bleibt der Fall x = 0 zu betrachten. Wiederum fiihren wir einen Induktionsbe-
weis, den wir bei n = 0 trivial verankern kéonnen. Um den Induktionsschritt n — n + 1
zu vollziehen, berechnen wir

N 0" f(z) — 9" (0 . ~ e et
o0 = g, 7T T = g e,

wobei wir beim zweiten Gleichheitszeichen die Induktionsvoraussetzung und (1.6) ver-
wendet haben. Weiterhin gilt aufgrund der Sétze I11.6.5(iii) und I1.5.2(i) die Beziehung

lim [q(mfl)efz_l} = lim a(v) =0 (1.7)

5040 y—oo ey

fiir ¢ € R[X]. Also ist 8" f in 0 rechtsseitig differenzierbar, und 94 (90" f)(0) = 0. Da 9" f
in 0 offenbar auch linksseitig differenzierbar ist mit 9— (9" f)(0) = 0, folgt aus Satz 1.16,
daB 8" %! £(0) = 0 gilt. Dies beschlieft den Beweis von (1.6). Die Behauptung folgt nun
leicht aus (1.6) und (1.7). m

Aufgaben
1 Man bestimme die Ableitung von f: (0,00) — R, falls f durch

() @), (b)), ()", (d) loglog(l+2),

sin x 3 .3 _ 2 cos T
(&) 2™, () {23/ +sin®(1/a) — tan®(z) , (g) 2 smlog

gegeben ist.
2 Fir m,n € Nsei fpm,n: R — R durch

" sin(z™™) x#0,

fmin(2) :_{ 0 z=0

bestimmt. Man diskutiere die [stetige] Differenzierbarkeit von fp n.

3 Die Funktionen f,g: K — K erfiillen f' = f, f(x) #0 fiir z € K, und ¢’ = g. Man
zeige, dafl f und g zu C*°(K, K) gehoren, und daf} es ein ¢ € K gibt mit g = cf.

4 Man zeige, dafl f: C — C, z— z in keinem Punkt differenzierbar ist.
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5 In welchen Punkten ist f: C — C, z+— zz differenzierbar?
6 Es seien U eine Nullumgebung in K, FE ein normierter Vektorraum und f: U — E.
Man zeige:

(a) Gibt es Zahlen K > 0 und o > 1 mit |f(z)| < K |z|® fiir z € U, so ist f in 0 differen-
zierbar.

(b) Gilt £(0) =0, und gibt es K > 0 und a € (0,1) mit |f(z)] > K |z|*, = € U, so ist f
in 0 nicht differenzierbar.

(¢) Man diskutiere den Fall |f(z)| = K |z|, = € U.
7 Fir f: R — R, z+ [z] + /2 — [z] bestimme man 9y f(z). Wo ist f differenzierbar?

8 Es sei I ein perfektes Intervall, und f,g: I — R seien differenzierbar. Man beweise
oder widerlege:

Die Funktionen |f|, fV gund f A g sind (a) differenzierbar; (b) einseitig differenzierbar.

9 Esseien U offen in K, a € U und f: U — E. Man beweise oder widerlege:

(a) Ist f in a differenzierbar, so gilt

f/(a)th f(a+h)_f(a_h) .

lim oh (1.8)

(b) Existiert limp o [f(a + h) — f(a — h)] /2h, soist f in a differenzierbar und es gilt (1.8).
10 Es seien n € N* und f € C"(K). Dann gilt

0" (zf(x)) = x0" f(z) + na("fl)f(x) .

11 Fiir n € N* verifiziere man

n, n—1 1/x n el/z
" (x" e’”) = (1) gl z>0.
12 Die Legendreschen Polynome, P,,, werden durch
1 2
P, (z) := an!an [(z®=1)"], neN,

definiert.
(a) Man berechne Py, Pi, ..., Ps.

(b) Man zeige, daB P, ein Polynom vom Grad n ist und genau n Nullstellen in (—1, 1) hat.
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2 Mittelwertsitze und ihre Anwendungen

Essei f: R — R differenzierbar. Wenn wir die Abbildungseigenschaften von f” geo-
metrisch durch das Verhalten der Tangenten an den Graphen von f ausdriicken,
dann ist es anschaulich unmittelbar klar, dafl sowohl lokale wie auch globale Ei-
genschaften von f mit Hilfe von f’ untersucht werden kénnen. Hat z.B. f in a ein
lokales Extremum, so muf} offensichtlich die Tangente in (a, f (a)) waagrecht sein,
d.h., es muBl f'(a) = 0 gelten. Ist andererseits die Ableitung f’ iiberall positiv, so
besitzt f die globale Eigenschaft, wachsend zu sein.

R R
i (a, f(a)) 1 f
: # » R » R
a

Im folgenden werden diese anschaulichen Uberlegungen priizisiert und erweitert.

Extremalstellen

Es seien X ein metrischer Raum und f eine reellwertige Funktion auf X. Dann
hat f in 2o € X ein lokales Minimum [bzw. lokales Maximum], wenn es eine Um-
gebung U von zg gibt mit f(z9) < f(z) [bzw. f(xg) > f(x)] fiir alle € U. Die
Funktion f hat in z( ein globales Minimum [bzw. globales Maximum]|, falls die
Ungleichung f(xo) < f(x) [bzw. f(zo) > f(z)] fur alle z € X gilt. Schliefilich sa-
gen wir, da§ f in zo ein lokales [bzw. globales] Extremum besitze, falls f in xg
ein lokales [bzw. globales] Minimum oder Maximum hat. Ferner nennen wir zo in
diesem Fall Extremalstelle (genauer: Minimal- bzw. Maximalstelle) von f.

2.1 Theorem (Notwendigeo Bedingung fiir lokale Extrema) Es sei X C R, und
f: X — R besitze in a € X ein lokales Extremum. Ist f in a differenzierbar, so

gilt f'(a) = 0.

Beweis Nehmen wir an, f besitze in a ein lokales Minimum. Dann gibt es ein
offenes Intervall I mit a € I C X und f(x) > f(a) fir z € I. Hieraus erhalten wir
die Beziehungen

f@)=fla) f 20, zeln(a,o0),
r—a {SO, x € (—oo0,a)NI.

Fiir x — a folgt 0 < 94 f(a) = 9_ f(a) < 0, also f'(a) = 0. Besitzt f in a ein lokales
Maximum, so hat —f in a ein lokales Minimum. Deshalb gilt f/(a) = 0 auch in
diesem Fall. m
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Ist X CK, und ist f: X — F in a € X differenzierbar mit f’(a) =0, so
heifit a kritischer Punkt von f. Somit impliziert Theorem 2.1, dafl jede Extre-
malstelle einer reellwertigen Funktion einer reellen Variablen, die im Inneren des
Definitionsbereiches liegt, ein kritischer Punkt ist.

2.2 Bemerkungen Essei f: [a,0] = R mit —o0o < a < b < oo.

(a) Ist f in a differenzierbar, und hat f in a ein lokales Minimum [bzw. Maximum],
so gilt f'(a) >0 [bzw. f'(a) < 0]. Analog gilt fiir das rechte Intervallende: Ist f
in b differenzierbar, und hat f dort ein lokales Minimum [bzw. Maximum], so gilt
F'(b) <0 [bzw. f'(b) > 0].

Beweis Dies folgt unmittelbar aus dem Beweis von Theorem 2.1. m

R
A

v
~
v
]
v
]

(b) Es sei f stetig in [a,b] und differenzierbar in (a, ). Dann gilt
max f(x) = f(a) vV f(b) Vmax{ f(z) ; = € (a,0), f'(x) =0},

z€la,b]

d.h., f nimmt sein Maximum entweder am Rand von [a,b] oder in einem inneren
kritischen Punkt an. Analog gilt

min_f(z) = f(a) A f(b) Amin{ f(z) ; = € (a,b), f'(x)=0}.

z€[a,b]

Beweis Aufgrund des Satzes vom Maximum und Minimum (Korollar III.3.8) gibt es
ein g € [a,b] mit f(zo) > f(z) fiir z € [a,b]. Liegt xo nicht auf dem Rand von [a, b], so
ist o nach Theorem 2.1 ein kritischer Punkt von f. Die zweite Aussage wird analog
bewiesen. m

(c) Ist 2o € (a,b) ein kritischer Punkt von f, so folgt nicht, dafl zy eine Extremal-
stelle fiir f ist.

Beweis Man betrachte das kubische Polynom X2 in 0. m

Der erste Mittelwertsatz

In der Formulierung der néchsten zwei Theoreme bezeichnen a und b reelle Zahlen
mit a < b.
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2.3 Theorem (Satz von Rolle) Die Funktion f € C([a,b],R) sei in (a,b) differen-
zierbar. Gilt f(a) = f(b), so gibt es ein & € (a,b) mit f'(£§) = 0.

Beweis Ist f auf dem Intervall [a,b] konstant, so ist die Behauptung klar, denn
in diesem Fall gilt ja sogar f' = 0. Ist f nicht konstant auf [a,b], so gibt es nach
dem Satz vom Maximum und Minimum eine Extremalstelle in [a, b], und die Be-
hauptung folgt aus Bemerkung 2.2(b). m

2.4 Theorem (Mittelwertsatz) Ist f € C([a,b],R) in (a,b) differenzierbar, so gibt
es ein & € (a,b) mit

f(®) = fla)+ f' ()b —a) .
Beweis Wir setzen
o(@) = 1) - 10T,

Dann erfiillt g: [a,b] — R die Voraussetzungen des Satzes von Rolle. Somit gibt
es ein £ € (a,b) mit

z € la,b] .

was behauptet wurde. m

Geometrisch bedeutet die Aussage des Mittelwertsatzes, daf es (mindestens)
ein € € (a,b) gibt, so dafl die Tangente ¢ durch (5, f(f)) an den Graphen von f
zur Sehne s durch (a, f(a)) und (b, f(b)) parallel ist, d.h., die Steigungen dieser

zwel Geraden stimmen iiberein:

Satz von Rolle Mittelwertsatz

Monotonie und Differenzierbarkeit

2.5 Theorem (Charakterisierung monotoner Funktionen) FEs sei I ein perfektes
Intervall, und f € C(I,R) sei in I differenzierbar.
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(i) f ist genau dann wachsend [bzw. fallend], wenn f'(z) > 0 [bzw. f'(x) < 0]
fiir x € I gilt.

(ii) Gilt f'(z) > 0 [bzw. f'(x) < 0] fiir z € I, so ist f strikt wachsend [bzw. strikt
fallend|.

Beweis (i) ,=“ Ist f wachsend, so gilt

fly) = f(z)
y—x

>0, awyel, az#y.

Durch den Grenziibergang y — x finden wir f'(x) > 0 fiir z € I Ist f fallend, so
ist —f wachsend, und die Behauptung folgt aus dem eben Gezeigten.

,<="“ Es seien x,y € I mit x <y. Der Mittelwertsatz besagt, dafl es ein
€ € (z,y) gibt mit
f)=f@) + Oy —=). (2.1)
Gilt f'(z) > 0 [bzw. f'(z) < 0] fiir alle z € I, so folgt aus (2.1), daB f wachsend
[bzw. fallend] ist.
(ii) folgt ebenfalls unmittelbar aus (2.1). m

2.6 Bemerkungen (a) (Charakterisierung konstanter Funktionen) Unter den
Voraussetzungen von Theorem 2.5 ist f genau dann konstant, wenn f’ iiberall
verschwindet.

Beweis Dies folgt aus Theorem 2.5(i). m
(b) Die Umkehrung von Theorem 2.5(ii) ist falsch. Das kubische Polynom X3

ist strikt wachsend, seine Ableitung verschwindet aber in 0. Ferner ist es in (a)
wesentlich, dafi der Definitionsbereich ein Intervall ist (warum?). m

Als eine weitere Anwendung des Satzes von Rolle beweisen wir ein einfaches
Kriterium, welches die Injektivitdt reeller differenzierbarer Funktionen sicherstellt.

2.7 Satz Es sei I ein perfektes Intervall, und f € C(I,R) sei differenzierbar in I.
Hat f' in I keine Nullstelle, so ist f injektiv.

Beweis Ist f nicht injektiv, gibt es z,y € I mit z < y und f(z) = f(y). Nach dem
Satz von Rolle hat f’ dann eine Nullstelle zwischen x und 3. m

2.8 Theorem Es sei I ein perfektes Intervall, und f: I — R sei differenzierbar
mit f'(x) # 0 fiir x € I. Dann sind die folgenden Aussagen richtig:

(i) f ist strikt monoton.
(ii) J := f(I) ist ein perfektes Intervall.
(iii) f=': J — R ist differenzierbar mit (f~')'(f(z)) = 1/f'(z) fir x € I.
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Beweis Zuerst verifizieren wir (ii). Gemé&fl Korollar 1.2 und Satz 2.7 ist f stetig
und injektiv. Somit ergeben der Zwischenwertsatz und Beispiel 1.10(b), dafl J ein
perfektes Intervall ist.

Um (i) zu beweisen, nehmen wir an, f sei nicht strikt monoton. Da f nach
Bemerkung 2.6(a) in keinem perfekten Teilintervall konstant ist, gibt es x < y < z
mit f(z) > f(y) < f(z) oder f(x) < f(y) > f(z). Nach dem Zwischenwertsatz und
dem Satz vom Minimum und Maximum hat f eine Extremalstelle £ € (z, z). Ge-
méfB Theorem 2.1 gilt f/(§) = 0, was unserer Voraussetzung widerspricht. Schlief3-
lich folgt Aussage (iii) aus (i) und den Korollaren 1.2 und 1.9. m

2.9 Bemerkungen (a) Fiir die 27-periodische, also gewif§ nicht injektive Abbildung
cis: R — Cgilt cis'(t) = ie't # 0 fiir t € R. Dies zeigt, daf die Aussage von Satz 2.7
fiir komplexwertige (allgemeiner: vektorwertige) Funktionen i. allg. falsch ist.

(b) Sind die Voraussetzungen von Theorem 2.8 erfiillt, folgt aus dessen Aussage (i)
und Theorem 2.5

f(x)>0, zel, oder  f(z)<0, zel. (2.2)

Es ist zu beachten, daf§ (2.2) nicht aus der Voraussetzung f’(x) # 0 fiir z € I und
dem Zwischenwertsatz abgeleitet werden kann, da f’ i.allg. nicht stetig ist. m

2.10 Anwendung Fiir die trigonometrischen Funktionen gelten die Beziehungen

cos' = —sinz £0, cot’x=—1/sin®z#0, ze(0,m),
sinz = cosx # 0, tan’z = 1/cos’z # 0 , re(—m/2,7/2).

Somit sind nach Theorem 2.8 die Restriktionen dieser Funktionen auf die ange-
gebenen Intervalle injektiv und besitzen differenzierbare Umkehrfunktionen, die
zyklometrische Funktionen oder Arcusfunktionen genannt werden. Hierfiir sind
folgende Bezeichnungen gebriuchlich:

-1

arcsin := (sin | (—-7/2, 7r/2)) : (=1,1) = (=7/2,7/2) ,
arccos := (cos |(0,7r ) : (-1,1) = (0,7) ,
arctan := (tan | (=7 /2, 7r/2)) YR (—w/2,7/2)
arccot := (cot | (0, ) ) :R—(0,7) .

Um die Ableitungen der zyklometrischen Funktionen zu berechnen, ziehen wir
Aussage (iii) von Theorem 2.8 heran. Fiir den Arcussinus ergibt sich dann

. 1 1 1 1 E( 1 1)
arcsin’ r = = = = s €T —1, s
sm/y CosyYy \/1 — sin? Y \/1 — a2
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wobei wir ¢ := arcsin x gesetzt und die Beziehung = = sin y verwendet haben. Ana-
log erhalten wir fiir den Arcustangens

1 1 1

arctan’ r = = = ,
tan’y  1+tan?y 1+ a2

reR,

wobei y € (—7/2,7/2) durch x = tany bestimmt ist. Die Ableitungen des Ar-
cuscosinus und des Arcuscotangens konnen in dhnlicher Weise berechnet werden.
Zusammenfassend erhalten wir die Formeln
s/ 1 / -1
arcsin’ © = , arccos r = , x e (-1,1),
V1 — 22 V1 — 22
1 (2.3)

arctan’x:1+$2, arccot’x=1+$2, reR.

Insbesondere zeigt (2.3), dafl die zyklometrischen Funktionen glatt sind.

A A
/24
/2
—_— ¥ » t t >
-1 1 -1 1
—m/2
Lom/2 b
Arcussinus Arcustangens
A A
O
T
— 1 » t t >
-1 1 -1 1
Arcuscosinus Arcuscotangens

Konvexitit und Differenzierbarkeit

Wir haben bereits mehrfach gesehen, dal die Monotonie ein sehr wirkungsvolles
Hilfsmittel bei der Untersuchung von Abbildungseigenschaften reeller Funktionen
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ist. Es ist deshalb nicht sehr erstaunlich, daf differenzierbare Funktionen mit mo-
notonen Ableitungen , besonders schone“ Eigenschaften besitzen. Zuerst wollen
wir abkldren, welche geometrischen Eigenschaften durch eine wachsende (oder fal-
lende) Tangentensteigung beschrieben werden.

Es sei C eine konvexe Teilmenge eines Vektorraumes V. Dann heifit f: C' — R
konvex, wenn

gilt. Ist sogar die Aussage
A=tz +ty) <A=t)f(2) +tf(y), xyeC, z#y, tc(0,1),

richtig, so heifit f strikt konvex. Schliefllich nennen wir f konkav [bzw. strikt
konkav], wenn — f konvex [bzw. strikt konvex] ist.

2.11 Bemerkungen (a) Offensichtlich ist f genau dann konkav, bzw. strikt kon-
kav, wenn

A=tz +ty) > (1 -t)f(x) +tf(y),
bzw.

A=t +ty) > 1 -t)f(x) +tf(y)
fiir z,y € C mit  # y und fiir ¢t € (0,1) gilt.

(b) Es seien I C R ein perfektes Intervall! und f: I — R. Dann sind dquivalent:
(i) f ist konvex.
(ii) Fiir a,b € T mit a < b gilt

fo<r@+ ! I 0, acrcn,
(i) Fir a,b e I mit a < b gilt
F@) - Jla) _0) - fa) _ F0) - f@)
xr—a ~—  b—a — b—z '
(iv) Fiir a,b € I mit a < b gilt
R CPIUE I

Werden in (ii)—(iv) die Ungleichheitszeichen < iiberall durch < ersetzt, so sind

diese Aussagen #quivalent zur Aussage: f ist strikt konvex. Analoge Aussagen
gelten fiir konkave [bzw. strikt konkave] Funktionen.

1Gem#fl Bemerkung 111.4.9(c) ist eine Teilmenge I von R genau dann konvex, wenn I ein
Intervall ist.
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Beweis ,,(i)=>(ii)“ Es seien a,b € I mit a < b und z € (a,b). Mit ¢ := (z —a)/(b—a)
gelten dann ¢ € (0,1) und (1 —t)a + tb = z. Also ergibt sich aus der Konvexitét von f
die Abschétzung

fay< (1= 07 @+ ) = sy + 1O T @y

,(i))=-(iii)“ Das erste Ungleichheitszeichen in (iii) folgt unmittelbar aus (ii). Weiter
erhalten wir aus (ii) die Ungleichung

welche zu
fb) = fla) _ f(b) = f(=)
b—a - b—z
dquivalent ist.
,,(iii)=>(iv)“ Diese Implikation ist klar.
,({iv)=-(1)“ Es seien a,b € I mit a < bund ¢t € (0,1). Dann gehort x := (1 — t)a + tb
zu (a,b), und es gilt

f@)~ fa) _ F()~ f(x)
x—a ~  b—z
Aus dieser Ungleichung folgt
PO = at+tb) = @) < )~ S fla)+ 57 50) = (1= 0)f(a) +150)

Also ist f konvex.

Die verbleibenden Aussagen werden analog bewiesen. m

(c) Geometrisch bedeutet die zweite Aussage von (b), dafi der Graph von f|(a,b)
unterhalb der Sehne durch (a, f(a)) und (b, f(b)) liegt.
Die Ungleichung (iii) von (b) R

besagt, daf} die Steigung der Sehne A
durch (a, f(a)) und (z, f(z)) klei-
ner ist als die Steigung der Seh-
ne durch (a, f(a)) und (b, f(b)),
welche ihrerseits kleiner ist als die
Steigung der Sehne durch (z, f(x))

und (b, £(b)). — )

2.12 Theorem (Charakterisierung konvexer Funktionen) Es sei I ein perfektes
Intervall, und f: I — R sei differenzierbar. Dann ist f genau dann [strikt] konvex,
wenn f' [strikt] wachsend ist.

Beweis ,=*“ Es seien f strikt konvex und a,b € I mit a < b. Dann kénnen wir
eine strikt fallende Folge (z,,) und eine strikt wachsende Folge (y,,) in (a,b) wihlen
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mit lim z,, = a und limy,, = b sowie g < yo. Aus Bemerkung 2.11(b) folgt

flan) = fla) _ flzo) = fla) _ flyo) = flzo) _ flyn) = F(yo) _ flyn) = f(b)

< <
Ty —a To—a Yo — %o Yn — Yo Yn — b

Durch den Grenziibergang n — oo finden wir

To—a Yo — Zo

Also ist f’ strikt wachsend.

Ist f konvex, so zeigen die obigen Uberlegungen, daB aus a < b die Unglei-
chung f'(a) < f'(b) folgt. Also ist f’ wachsend.

<= Es seien a,b,x € I mit a < x < b. Aufgrund des Mittelwertsatzes gibt
es dann ein £ € (a,x) und ein n € (z,b) mit
f(b) = f(x)

f(@) = f(a) ’ /
= d = .
—a f(€) un b— f'(n)
Die Behauptung folgt nun aus Bemerkung 2.11(b) und der [strikten] Monotonie

von f'. m

2.13 Korollar Es sei I ein perfektes Intervall, und f: I — R sei zweimal differen-
zierbar. Dann gelten

(i) f ist genau dann konvex, wenn f"(x) > 0 fiir x € I gilt.
(i) Ist f"(z) > 0 fiir x € I, so ist f strikt konvex.

Beweis Dies folgt unmittelbar aus den Theoremen 2.5 und 2.12. m

2.14 Beispiele (a) exp: R — R ist strikt wachsend und strikt konvex.
(b) log: (0,00) — R ist strikt wachsend und strikt konkav.

(c) Fir € R bezeichne f,: (0,00) = R, z+— z® A

die Potenzfunktion. Dann ist f, a>1
strikt wachsend und strikt konvex fiir a>1, l<a<l
strikt wachsend und strikt konkav fir 0 < a <1,

strikt fallend und strikt konvex fiir a<O0. Ly a<0
Beweis Alle Aussagen ergeben sich aus Theorem 2.5, ]

Korollar 2.13 und den Beziehungen 1

(o) exp = exp’ = exp” > 0.
(B) log'(z) =27 >0, log"(z) = —z~2 < 0 fiir € (0, c0).
(V) fo=afa-1, fll =ala—1)faze, fs(x)>0firze (0,00)und BER. =
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Die Ungleichungen von Young, Hélder und Minkowski

Die Konkavitét des Logarithmus und die Monotonie der Exponentialfunktion er-
moglichen einen eleganten Beweis einer der fundamentalen Ungleichungen der
Analysis, der Youngschen Ungleichung. In diesem Zusammenhang ist es niitzlich,
folgende Notation einzufiithren: Fiir p € (1,00) ist p’ := p/(p — 1) der zu p duale
Exponent. Er ist durch die Beziehung

+ =1 (2.4)
festgelegt.?
2.15 Theorem (Youngsche Ungleichung) Fiir p € (1, 00) gilt:

1 1,
fnépﬁ’”rp,np, &EneRT .

Beweis Es geniigt, den Fall £,7 € (0,00) zu betrachten. Wegen (2.4) liefert die
Konkavitdat des Logarithmus die Ungleichung

&p 7717/ 1 . '
+ /) > logé&”+ | logn” =logé +logn =logén .
p p p p

Da die Exponentialfunktion wachsend ist und exp log x = x gilt, folgt die behaup-
tete Ungleichung. m

log (

2.16 Anwendungen (a) (Ungleichung zwischen dem geometrischen und dem arith-
metischen Mittel?) Fiirn € N* und z; € RY, 1< j <n, gilt

Beweis Wir konnen annehmen, daf8 alle z; positiv sind. Zudem ist (2.5) offen-
sichtlich fiir n = 1 richtig. Es sei (2.5) fiir ein n € N* richtig. Dann folgt

n+1 n
1 n/(n+1)
"y H Tj < (n Z%) (1) /D)
j=1 j=1
Auf das rechtsstehende Produkt wenden wir die Youngsche Ungleichung mit
1 <& n/(n+1) | 1
= ; = /(n+1) =1
5 (n;x]) ) n (xn-‘rl) ) p +n 5

2Aus (2.4) folgt insbesondere (p’) = p.
3Man vergleiche dazu Aufgabe 1.10.10.
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an. Dann folgt

< lers Lo 1 z”: L1 1 "f
= T T = T
ﬂ_p pﬂ? n+1j=1 i n+1 n+1j=1 j

was die Behauptung beweist. m

(b) (Holdersche Ungleichung) Fiirp € (1,00) und x = (x1,...,2,) € K" sei
|2l = (Z |xj‘p) "
j=1

Dann gilt*

n
M olwyil <lalplyl, . wyeK".
j=1

Beweis Es geniigt, den Fall  # 0 und y # 0 zu betrachten. Aus der Youngschen
Ungleichung folgt dann

TN (7] I 2 G 7]

< ;s 1<j<n.
P N S S T
Die Summation aller n Ungleichungen ergibt
n
bz
Z]_l‘jyj|<1 1:1,

/

Zlplyl, ~p P
also die Behauptung. m

(c) (Minkowskische Ungleichung) Fiir p € (1,00) gilt

|z +ylp < l2lp + [Ylp r,y € K" .
Beweis Die Dreiecksungleichung liefert

n
e+ ylh =l 4yl |+l

j=1
n n

<Yl yP T e+ L+ yP T
j=1 j=1

4Im Fall p = p’ = 2 reduziert sich die Holdersche auf die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung.



344 IV Differentialrechnung in einer Variablen
Also folgt aus der Holderschen Ungleichung
~ 1/p’ - 1/p
- ylp < lal, (3 2 +ul”) o+ Lyl (3 Jos + wsl?)
Jj=1 j=1

= (Jzlp + [ylp) |z + 2"

’

Gilt z 4+ y = 0, so ist die Aussage klar. Andernfalls liefert Division mit |z + y|§/ r
wegen p — p/p’ = 1 die Behauptung. m

2.17 Folgerung Fiir jedes p € [1, o0] ist |-|, eine Norm auf K".

Beweis Wir haben bereits in Paragraph I1.3 gesehen, da8 |-|; und |-|oc Normen
auf K" sind. Es sei also p € (1, 00). Dann ist die Minkowskische Ungleichung gerade
die Dreiecksungleichung fiir |-|,. Die Giiltigkeit der verbleibenden Normaxiome
ist klar. m

Der Mittelwertsatz fiir vektorwertige Funktionen
Fiir den Rest dieses Paragraphen bezeichnen a und b reelle Zahlen mit a < b.

Es sei f: [a,b] — R differenzierbar. Dann gibt es nach dem Mittelwertsatz

ein £ € (a,b) mit
f®) = fla) = ()b —a). (2.6)

Obwohl die ,, Zwischenstelle* & € (a,b) i.allg. nicht bekannt ist, beschreibt (2.6)
doch zumindest theoretisch den Zuwachs von f in [a,b]. Fiir differenzierbare Ab-
bildungen von [a,b] in einen normierten Vektorraum E ist Aussage (2.6) i.allg.
nicht richtig, wie wir aus Bemerkung 2.9(a) wissen.

In Anwendungen wird oft nicht der genaue Zuwachs von f in [a, b] benétigt,
sondern es geniigt, eine geeignete Schranke zu kennen. Fiir reellwertige Funktionen
erhalten wir eine solche Abschétzung unmittelbar aus (2.6):

[f(0) = fa)] < sup |f' ()] (b—a).

§€(a,b)

Das néichste Theorem garantiert eine analoge Aussage fiir den vektorwertigen Fall.

2.18 Theorem (Mittelwertsatz fiir vektorwertige Funktionen) Es sei E ein nor-
mierter Vektorraum, und f € C([a,b], E) sei in (a,b) differenzierbar. Dann gilt

1£(6) = fla)ll < sup [If'(O)] (b—a).

te(a,b)

Beweis Es geniigt, den Fall zu betrachten, dafl f’ beschrinkt ist. Dann gibt es
ein & > 0 mit a > || f'(¢)|| fiir ¢ € (a,b). Wir fixieren € € (0,b — a) und setzen

:={0’€[a—|—€,b]; |f(o) — fla+e)| Sa(a—a—a)}.
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Die Menge S ist nicht leer, da a + € zu S gehort. Ferner ist S aufgrund der Stetig-
keit von f abgeschlossen (vgl. Beispiel I111.2.22(c)) — nach dem Satz von Heine-
Borel also auch kompakt. Somit ist s := max S eine wohldefinierte Zahl aus dem
Intervall [a + €, b]. Es sei s < b. Dann gilt fiir ¢t € (s, b)

1F (&) = fla+e)l < lf(t) = f(9) + s —a—e). (2.7)
Da f auf [a + €,b) differenzierbar ist, folgt

1F(8) = ()l

IO ).
Deshalb gibt es aufgrund der Definition von « ein § € (0,b — s) mit
|f(t) = f(s9)] <alt—-s), 0<t—s<9d.
Zusammen mit (2.7) folgt die Abschiitzung
lf@) = flate)|<alt—a—c¢), s<t<s+§6,
welche der Maximalitit von s widerspricht. Daher gilt s = b und somit
1f(b) = flat )l <alb—a—e)

fiir jede obere Schranke o von { || f/(t)[| ; t € (a,b) }, also

1f(0) = fla+e)| < sup [[f/O)(b—a—e).

te(a,b)

Da dies fiir jedes € € (0,b — a) richtig ist, folgt die Behauptung durch den Grenz-
iibergang € — 0 wegen der Stetigkeit von f . m

2.19 Korollar  Es seien I ein kompaktes perfektes Intervall, E ein normierter
Vektorraum, und f € C(I, E) sei differenzierbar in I. Ferner sei f' beschrinkt
in I. Dann ist f Lipschitz-stetig. Insbesondere ist jede Funktion aus C'(I,E)
Lipschitz-stetig.

Beweis Die erste Aussage folgt unmittelbar aus Theorem 2.18. Fiir f € C'(I, E)
ist gem#f Korollar II1.3.7 die Ableitung f’ beschrinkt auf 7. m
Der zweite Mittelwertsatz

Die folgende Aussage wird oft als zweiter Mittelwertsatz bezeichnet.
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2.20 Satz Die Funktionen f, g € C([a,b],R) seien in (a,b) differenzierbar, und es
gelte ¢'(x) # 0 fiir x € (a,b). Dann gibt es ein £ in (a,b) mit

Beweis Der Satz von Rolle impliziert g(a) # g(b). Somit ist

fiir € [a,b] wohldefiniert. Ferner ist h stetig auf [a,b], differenzierbar in (a,b),
und erfiillt h(a) = h(b). Also gibt es nach dem Satz von Rolle ein £ € (a,b) mit
R'(€) = 0. Wegen

f(0) = f(a) ,

W)= @)= @, re),

folgt die Behauptung. m

Die Regeln von de ’Hospital

Als erste Anwendung des zweiten Mittelwertsatzes leiten wir eine Beziehung her,
die es oft erlaubt, Grenzwerte von Quotienten zu berechnen, welche die formale
Gestalt 0/0 oder co/oco besitzen.

2.21 Satz Es seien f,g: (a,b) — R differenzierbar und g habe keine Nullstelle.
Ferner sei entweder
(i) lim f(z) = lim g(x) =0
r—a r—a
oder
(ii) lim g(x) = to0.

Dann gilt
lim f(@) = , ,
r—a g(x) z—a g (1’)

falls der letzte Grenzwert in R existiert.

Beweis Essei a :=lim, ., f'(z)/¢'(z) < 00. Zu ap und ay mit o < a1 < g gibt
es ein x1 € (a,b) mit f'(z)/¢ (x) < oy fiir a <z < z1. Zu 2,y € (a,z1) mit < y
finden wir nach dem zweiten Mittelwertsatz ein £ € (x,y) mit
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Wegen £ < y < z1 folgt

fly) — f(=)

oly) —glz) “1 <0, myElan). (2.8)

Es sei (i) erfiillt. Dann folgt aus (2.8) durch den Grenziibergang = — a

fW/ely) <on <o, a<y<a. (2.9)
Nun gelte lim,_,, g(x) = co. Dann gibt es zu y € (a,z1) ein x5 € (a,y), so dal die
Abschitzung g(x) > 1V g(y) fiir a < & < a9 richtig ist. Aus (2.8) folgt dann
f(z) 9ly) | [(y)

<o —o + , a<z<xo.
g(z) g

Fiir x — a konvergiert die rechte Seite dieser Ungleichung gegen «;. Also gibt
es ein x3 € (a,x2) mit f(z)/g(x) < ap fiir a < z < x3. Da g beliebig nahe bei «
gewiihlt werden kann, folgt aus dieser Abschiitzung und aus (2.9), da$ in jedem Fall

lim f(z)/g(x) < a
r—a
gilt. Ist o € (—00, 0], so finden wir durch eine analoge Betrachtung

lim f(z)/g(z) >« .
Also haben wir die Behauptung bewiesen, falls entweder (i) oder lim,_,, g(x) = o0
gilt. Der Fall lim,_,, g(x) = —oo wird durch eine offensichtliche Modifikation dieses
Beweises gezeigt, die wir dem Leser iiberlassen. m

2.22 Bemerkung Selbstverstindlich gelten fiir linksseitige Grenzwerte  — b ent-
sprechende Aussagen. Auflerdem bleibt der Beweis von Satz 2.21 auch in den Féllen
a = —oo oder b = oo richtig. m

2.23 Beispiele (a) Fiir m,n € N* und a € R gilt

. " —a” . nx™ 1 n
lim = lim = a
z—a g™ —a™m  zoamz™l  m

(b) Es seien n > 2 und ay, € [0, 00) fiir 1 < k < n. Dann folgt aus Satz 2.21:

/1 n_1
lim((/x”+a1x”*1+~~+an—x): lim Vitawy+ - +any
T—00 y—0+ Yy

1 a1+ 2a2y + --- +nany

lim
y—0+n (1+ary + -+ apy™)=1/n
a

n—1

n .
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(c) Fiir a € R™ gilt
1 — cos(ax
lim (az) =a?
z—0 1 —cosx
Beweis Zweimaliges Anwenden der Regel von de 'Hospital liefert

1— . 2 .
lim cos(az) — lim asin(azx) — fim @ cos(ax) —a?

z—0 1 —cosx z—0 sinz z—0  COSXT

also die Aussage. m

Aufgaben
1 Essei f: R— R durch

e_l/xQ, z#0,
x) =
rw={ T e

erklirt. Man zeige, da f zu C°°(R) gehért, in # = 0 ein isoliertes® globales Minimum
hat, und daB f*)(0) = 0 fiir k € N gilt.

2 Es seien f die Funktion von Beispiel 1.17 und F(z) :=e°f(f(1) — f(1 —x)), z € R.
Dann gilt

und F ist auf [0, 1] strikt wachsend.

3 Essei —co<a<b<oo,und f € C([a, b],R) sei in (a, b] differenzierbar. Ferner exi-
stiere lim, o f'(z). Dann gehort f zu C'([a,b], R), und es gilt f'(a) = limz—q f'().
(Hinweis: Man verwende den Mittelwertsatz.)

4 Esseia>0,und f € C*([—a,a],R) sei gerade. Man zeige, daf ein g € C*([0,a”],R)
existiert mit f(z) = g(2°) fiir z € [~a, a]. Insbesondere gilt f'(0) = 0.
(Hinweis: Aufgabe 3.)

5 Die Funktion
arcosh := cosh™" : [1,00) = RT bzw. arsinh:=sinh™': R - R

heifit Areacosinus hyperbolicus bzw. Areasinus hyperbolicus.

(a) Man zeige, daf arcosh und arsinh wohldefiniert sind, und dafl
arcosh(z) = log(m + \/av2 — 1) , x>1,
arsinh(z) = log(a: + \/a:2 + 1) , reER,

gelten.

(b) Man berechne die ersten beiden Ableitungen dieser Funktionen.

5Eine Minimalstelle zo von f heifit isoliert, wenn es eine Umgebung U von xg gibt mit

f(z) > f(zo) fir z € U\{zo}.
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(¢) Man diskutiere die Konvexitéit bzw. Konkavitdt von cosh, sinh, arcosh, arsinh und
skizziere deren Graphen.

6 Esseien n € N* und f(z):=1+=z+2%/2! +--- +2"/n! fiir € R. Man zeige, daB
die Gleichung f(z) =0 genau dann eine [keine] reelle Losung hat, wenn n ungerade
[gerade] ist.

7 Essei —co<a<b<oo, und f: (a,b) — R sei stetig. Ein Punkt z¢ € (a,b) heift
Wendepunkt von f, wenn es ag, bg € [a, b] gibt mit ap < xo < bo, so da f|(ao,zo) konvex
und f|(zo, bo) konkav, oder f|(ao,x0) konkav und f|(zo,bo) konvex sind.

(a) Es sei f: R — R durch

. VT, x>0,
f(@) '_{ —/—z, z<0,

erklart. Man zeige, dafl f in 0 einen Wendepunkt besitzt.

(b) Es sei f: (a,b) — R zweimal differenzierbar, und f besitze in z¢ einen Wendepunkt.
Dann gilt f”(zo) = 0.

(c) Die Funktion f: R — R, z + z* besitzt keine Wendepunkte.

(d) Fiir f € C*((a,b),R) gelten f”(x0) = 0 und f"”'(x0) # 0. Man zeige, daB f in ¢ einen
Wendepunkt besitzt.

8 Man bestimme alle Wendepunkte von f, falls f(z) durch

(a)z® —1/z, >0, (b) sinzx+cosz, xE€R, (c)z”, z>0,
gegeben ist.
9 Man zeige, daBl f: (0,00) = R, z— (1+ 1/z)" strikt wachsend ist.

10 Essei f € C([a, b],]R) auf (a, b) differenzierbar, und es gelten f(a) > 0 und f'(z) > 0,
x € (a,b). Man schliele, daB3 f(x) > 0 fiir jedes z € [a, b] gilt.

11 Es ist zu zeigen, daf
1-1/z<logz<z—-1, x>0,
gilt.
12 Es sei [ ein perfektes Intervall, und f,g: I — R seien konvex. Man beweise oder
widerlege:
(a) fV g ist konvex.
(b) af + By, «,f € R, ist konvex.
(c) fg ist konvex.
13 Es sei I ein perfektes Intervall, und f € C(I,R) sei konvex. Ferner sei g: f(I) — R

konvex und wachsend. Dann ist auch go f: I — R konvex. Man formuliere zuséitzliche
Bedingungen an f und g, die die strikte Konvexitét von g o f sicherstellen.

14 Esseli —co < a <b< oo, und f: [a,b] — R sei konvex. Man beweise oder widerlege:
(a) Fiir jedes = € (a,b) existieren 01 f(x), und es gilt d_ f(x) < 0+ f(x).
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(b) f](a,b) ist stetig.
(c) f ist stetig.
15 Es seien n € N, [ ein perfektes Intervall und a € I. Fiir ¢,¢ € C™(I,R) gelte
@) =¢v® (@) =0, O0<k<n,
und es existieren ™t und ™V in I mit
v (@) £0, zel\{a}, 0<k<n+1.

Man zeige, da8l es zu jedem z € I'\{a} ein £ € (z A a,z V a) gibt mit

p(z) _ " (g)
Y(x)  P(E)

16 Es seien I ein Intervall, f € C" (I, R), und f™ existiere auf I fiir ein n > 2. Ferner
seien 2o < 1 < - -- < x,, Nullstellen von f. Dann gibt es ein £ € (zo,z,) mit f™ (&) =0
(Verallgemeinerter Satz von Rolle).

17 Man berechne folgende Grenzwerte:

. 1+ cosmx . logcos3zx . 1 1
1/3z _
(2) xll,néo(l’%) > (b) ilinl 2 —2x+1" )20 log cos 2z’ d iﬂ( 2 ) )

18 Es seien (x1) und (y) Folgen in KN, 1 < p < oo, und p’ sei der zu p duale Exponent.
Man beweise die Holdersche Ungleichung fiir Reihen,

‘Z Jlkyk‘ < \a:kyk| < (Z |k]? ) (Z l? >1/p

k=0

und die Minkowskische Ungleichung fiir Reihen,
° 1/p s 1/p > 1/p
(Z |lzk + yk|p> < (Z \l‘klp) + (Z |yk\p)
k=0 k=0 k=0

19 Fir z = (zx) € K" sei

1
el = 4 ColmP)”, 1<p<oo,
p -
SUPgen |xk‘ ) p=00.

Ferner sei
by={zecK"; |z), <o}, 1<p<oo.
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Man verifiziere:

(a) £y := (£y, ||-|lp) ist ein normierter Untervektorraum von K.
(b) le = B(N,K).

(c) Fiir 1 < p < ¢ < oo gelten £, C £y und ||z|lqg < ||z|lp, = € Cp.

20 Essei I ein perfektes Intervall, und f: I — R sei konvex. Ferner seien A1,..., A, € RT
mit A1 +---+ X, =1, und z1,...,x, € I. Dann gilt

FOuzr 4+ Anzn) <M f(za) + - 4+ M f(zn) .
21 Es sei [ ein Intervall, und f: I — R sei konvex. Dann gilt fiir x € I und h > 0 mit

x 4 2h € I die Ungleichung AZ? f(z) > 0, wobei A, die vorwirtige dividierte Differenz
zur Schrittlinge h ist (vgl. § 1.12). (Hinweis: geometrische Interpretation.)
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3 Taylorsche Formeln

Wir haben in diesem Kapitel bereits gesehen, dafl es sich bei der Differenzierbarkeit
und der linearen Approximierbarkeit um dieselbe Eigenschaft einer Funktion f
handelt. Aulerdem konnten wir mit Hilfe der Mittelwertsitze einige lokale und
globale Eigenschaften von f durch solche von f’ beschreiben.

Es ist naheliegend, diese Uberlegungen zu verallgemeinern und zu fragen:
Kann eine glatte Funktion f: D — E in der N&he von a € D durch Polynome
approximiert werden? Falls eine solche Approximation gelingt, von welcher Giite
ist sie? Welche Riickschliisse auf f sind moglich, wenn wir geniigend viele oder gar
alle Ableitungen von f in a kennen?

Landausche Symbole

Es seien X und E normierte Vektorrdume, D eine nichtleere Teilmenge von X
und f: D — E. Um das Verschwinden von f in einem Punkt a € D qualitativ zu
fassen, fithren wir das Landausche Symbol o (Klein-o) ein. Ist oo > 0, so sagen wir:
»f verschwindet in a von hoherer als a-ter Ordnung* und schreiben

f(@)=o(lz —al|*) (z—a),

wenn gilt
lim 1)

e=a |z — al|*

=0.

3.1 Bemerkungen (a) Die Abbildung f verschwindet in a genau dann von hsherer
als a-ter Ordnung, wenn es zu jedem £ > 0 eine Umgebung U von a in D gibt mit

If@) <ellz—al*, 2€U.

Beweis Dies folgt aus Bemerkung I11.2.23(a). m

(b) Es sei X =K, und r: D — FE sei stetig in a € D. Dann verschwindet die
Funktion
f:D—E, z (r(z)—r(a)(z—a)

in a von hoherer als erster Ordnung: f(z) = o(|z — al) (x — a).

(c) Essei X =K. Dann ist f: D — E genau dann in a € D differenzierbar, wenn
es ein (eindeutig bestimmtes) m, € F gibt mit

f(@) = f(a) =ma(z —a) = o(jz —af]) (z —a).

Beweis Dies ist eine Konsequenz von (b) und Theorem 1.1(iii) m
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(d) Die Funktion f: (0,00) — R, x + e~!/® verschwindet in 0 von beliebig hoher
Ordnung, d.h.

f@)=o(l2|*) (x—=0), a>0.
Beweis Es sei @ > 0. Dann wissen wir aus Satz I111.6.5(iii), dal

lim e_l/x/x” = lim y%e ¥ =0

x—0 Yy—00

gilt. m

Die Funktion g: D — FE approximiert die Funktion f: D — E in a von
héherer als a-ter Ordnung, wenn gilt

f(@) = g(x) + ol —al*) (z—a),

d.h., wenn f — ¢ in a von héherer als a-ter Ordnung verschwindet.

Gelegentlich werden wir neben dem Symbol o auch das Landausche Symbol O
(GroB-0O) verwenden. Sind a € D und a > 0, so schreiben wir

f(@) = O(llz —a|*) (z—a),
wenn es r > 0 und K > 0 gibt mit
If@) < K [z —al|*, z €Bla,r)ND .

In diesem Fall sagen wir, daf§ ,,f in a hochstens von a-ter Ordnung wiéchst®.
Insbesondere bedeutet f(z) =O(1) (z — a), daB8 f in einer Umgebung von a
beschrankt ist.

Im restlichen Teil dieses Paragraphen bezeichnen E := (E, ||-||) einen Banach-
raum, D eine perfekte Teilmenge von K und f eine Abbildung von D in E.

Die Taylorsche Formel

Wir wollen zuerst untersuchen, unter welchen Voraussetzungen ein ,,Polynom®
p=>1_ockX" mit Koeffizienten! ¢; in E so angegeben werden kann, daf p die
Funktion f in der Ndhe von a € D von hoherer als n-ter Ordnung approximiert.

IUnter einem Polynom mit Koeffizienten in E verstehen wir einen formalen Ausdruck der
Form ZZ:O ¢ X* mit ¢, € E. Hierbei ist X* als ,Marke“ anzusehen, welche anzeigt, ,wo der
Koeffizient ¢ steht“. Wenn die ,,Unbestimmte“ X durch ein Korperelement x € K ersetzt wird,
erhalten wir ein wohlbestimmtes Element p(z) := 3 7_, cra® € E. Also ist die ,,polynomiale
Funktion“ K — E, z +— p(z) wohldefiniert. Die Polynome mit Koeffizienten in E bilden aber
i. allg. keinen Ring! Man vergleiche dazu Paragraph 1.8.
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Dazu betrachten wir zuerst den Spezialfall, da§ f = > b X k¥ selbst ein Po-
lynom mit Koeffizienten in E ist. Aus dem binomischen Lehrsatz erhalten wir dann

n

n k
f(x)Zzbk(x—a‘Fa)kZzka(§>(x—a)jak’j, rek.
k=0 k

=0 ;=0
Mit N
ck::Zbg(ﬁ)aK_k, k=0,...,n,
o=k

ergibt sich durch Ordnen nach Potenzen von z — a

f(x):ch(w—a)k, rekK.

k=0
Offensichtlich gelten
fla) = Zbgae =cp, f(a) = Zbﬂazfl =c,
=0 =1

" (a) = zn:bﬂ(ﬁ —1)a"2=2¢c,, f"(a)= zn:bﬂ(ﬁ —1)(£ —2)a"3 =6¢3 .
=2 =3

Ein einfaches Induktionsargument zeigt f*)(a) = k!¢, fir k =0,...,n, und wir
finden schliellich

npk) (g
f(x):sz!()(x—a)k, rek. (3.1)
k=0

Damit haben wir einfache Ausdriicke fiir die Koeffizienten des um die Stelle a
yumentwickelten Polynoms* gefunden (vgl. Satz 1.8.16).

Das folgende fundamentale Theorem zeigt, dafl beliebige f € C™(D, E) in
jedem Punkt a € D durch derartige Polynome von hoherer als n-ter Ordnung
approximiert werden konnen.

3.2 Theorem (Taylorsche Formel mit Restgliedabschitzung) Es sei n € N*|
und D sei konvex. Dann gibt es zu jedem f € C™(D,FE) und jedem a € D ein
R, (f,a) € C(D, E) mit

") (g
1@ =T e R, weD.

k!
k=0

Das Restglied R,,(f,a) geniigt der Abschéitzung

[1Bn(f50)(@)]| < sup [/ (a +t(z —a)) — [ ()| |z — a|"

(n— 1) o<t<1

fiirx € D.
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Beweis Fiir f € C"(D, E) und a € D setzen wir

" k) (g
Ru(fa)e) =@ -3 Dw—ar, sen.

k=0

Dann geniigt es, die angegebene Fehlerabschitzung fiir R, (f, a) zu beweisen. Fiir
t €[0,1] und ein festes x € D sei

iy (D) (a+t(xz—a))

() (g
) = gy -3 T T g g T

(x—a)"(1-0)".

n!
k=0
Dann gelten h(0) = R, (f,a)(z) und h(1) = 0, sowie
W)= [f™(a) — f™(a+tx—a))] (1—m (x—a), te(0,1).

(n—1)!
Somit folgt aus dem Mittelwertsatz fiir vektorwertige Funktionen (Theorem 2.18):

1Bn(f, @) (@)l = [12(1) = h(O)] < sup 15 (£l

<y N1 (@t —a) = 1 @)

|7L
T oo<i<1 n—1)!

|z —a

)

also die behauptete Restgliedabschitzung. m

3.3 Korollar (Qualitative Form der Taylorschen Formel) Unter den Vorausset-
zungen von Theorem 3.2 gilt

k) (g
fe) =31 e polle o) (@ —a)

k!
k=0

Taylorpolynome, Taylorreihe und Restglied
Fiir jedes n € N, jedes f € C"™(D, E) und jedes a € D ist

" (k) (g
L= Yoy
k=0 )

ein Polynom? vom Grad < n mit Koeffizienten in E, das Taylorpolynom n-ten

Grades von f mit Entwicklungspunkt a, und

Ry(f,a) == f = Tu(f,a)
ist das Restglied n-ter Ordnung von f in a. Korollar 3.3 zeigt, da3 das Taylor-
polynom 7,(f,a) die Funktion f an der Stelle a von hoherer als n-ter Ordnung
approximiert.

2Im Einklang mit unserer Vereinbarung in Paragraph 1.8 identifizieren wir Polynome mit
Koeffizienten in £ mit den entsprechenden E-wertigen polynomialen Funktionen.
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Es seien nun E := K und f € C*°(D) := C*>°(D,K). Dann heifit der formale
Ausdruck

*) (g
(a0 =Y W x oy
k

Taylorreihe von f mit Entwicklungspunkt a, und als Konvergenzradius von 7 (f, a)
bezeichnen wir den Konvergenzradius der Potenzreihe

(k) (g
T(f,a): B(a,p) = K, ac»—>zf ()(ac—a)k (3.2)

eine wohlbestimmte Funktion dar, die Taylorentwicklung von f um a.

In Analogie zur Situation bei Polynomen identifizieren wir die Taylorrei-
he 7(f,a) mit der Taylorentwicklung (3.2). Es ist aber zu beachten, da} diese
Identifikation nur auf dem Konvergenzkreis B(a, p) von 7 (f,a) sinnvoll ist. Mit
anderen Worten: Die Polynome f*)(a)(X — a)*/k!, welche die ,, Summanden® der
Taylorreihe bilden, sind auf B(a, p) zu beschrinken.

3.4 Bemerkungen Es seien D offen in K und a € D.

(a) Das Taylorpolynom 7,(f,a) stellt die n-te ,Partialsumme® der Taylorrei-
he 7 (f,a) dar. Wenn der Konvergenzradius der Taylorreihe positiv ist, dann wird f
durch 7, (f,a) in einer Umgebung von a von héherer als n-ter Ordnung approxi-
miert, und dies gilt fiir jedes n € N. Es bedeutet aber nicht, dafl f durch seine
Taylorreihe in einer Umgebung U von a dargestellt wird, d.h., daf3 es eine Umge-
bung U von a in D gibt mit f(z) = T(f,a)(x) fir z € U.

Beweis Die Funktion f aus Beispiel 1.17 ist glatt und erfiillt f(k)(()) =0 fir Kk eN.
Folglich gilt 7(f,0)=0# f. m

(b) Die Taylorreihe 7(f,a) ha-

be einen positiven Konvergenzra- ’
dius p. Dann wird die Funktion f

genau dann in einer Umgebung

U C B(a,p) N D von a durch ih- B(a, p)

re Taylorreihe dargestellt, wenn ’
gilt: limy, o0 Ry (f,a)(xz) =0 fiir

relU.m

3.5 Beispiel (Reihenentwicklung des Logarithmus) Fiir |z| < 1/2 gilt:
e (_1)sz1 A 2 3 4

k=1
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Beweis Es sei f(z) :=log(1l + z) fiir z € C\{—1}. Dann folgt induktiv

(n) _ (_1\n—1 (n - 1)' X _ _
Also ergibt Theorem 3.2
log(1 + 2) :Z 2+ Ra(f,0)0(2),  neN®, z€C\(-o0,—1],

k=1
wobei das Restglied R, (f,0) folgende Abschétzung erfiillt:

1

1 2™ x —o0, —1] .
(1+t2)" ‘Z| ’ neN ’ ZE(C\( 0, }

|Rn(f,0)(2)] < sup

0<t<1

Fiir |z| <1/2 und ¢t € [0, 1] gilt die Ungleichung |1 4+ tz| > 1 — |z| > 1/2, und folglich

1

(14 t2)n 1<t 1 <omtt neN*.
4

e
RCEOR

Insgesamt finden wir
[Bn(f,0)(2)] < 2(2]2))" = 0 (n— o0)

fiir |z] < 1/2, und damit die Behauptung. m
3.6 Bemerkung Fiir aj, := (—1)*"1/k, ke N*, gilt

lakt1] _ . k

=1.
k—o0 \ak\ k—>oo kE+1

Deshalb besitzt die Potenzreihe Y (—1)¥~1 X* /k den Konvergenzradius 1. Es stellt
sich daher die Frage, ob sie die Funktion z +— log(1l + 2) im ganzen Konvergenz-
kreis B¢ darstellt. Wir werden diese Frage erst in Paragraph V.3 beantworten
koénnen. Im reellen Fall 148t sich hingegen bereits jetzt die Antwort finden (vgl.
Anwendung 3.9(d)). m

Restglieddarstellungen im reellen Fall und Anwendungen

Mit Hilfe des zweiten Mittelwertsatzes konnen wir im Fall K = R und £ = R eine
weitere Form des Restgliedes R, (f, a) herleiten.

3.7 Theorem (Schlomilchsche Restglieddarstellung)  FEs seien I ein perfektes
Intervall, a € I, p >0 und n € N. Ferner sei f € C"(I,R), und f D existiere
in I. Dann gibt es zu jedem = € I\{a} ein & := &(z) € (x Aa,z V a) mit

(n+1) xr — n—p+1
Ru(f.a)(x) = (5)( g) = ayr

pn! r—a
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Beweis Wir fixieren = € I und setzen J := (x A a,z V a). AuBlerdem seien
~ [P
)= " =t b=, ted.
k=0

Offensichtlich gilt g, h € C(J,R), und beide Funktionen sind auf J differenzier-
bar mit
—t n
g = = pe el

Aus dem zweiten Mittelwertsatz (Satz 2.20) folgt die Existenz einer Zahl £ in J mit

ole) -~ ofa) = ) (1) = (@)
Andererseits gelten R, (f,a)(z) = g(z) — g(a) und h(z) — h(a) = —(x — a)?, wor-
aus sich sofort die Behauptung ergibt. m

3.8 Korollar (Lagrangesche und Cauchysche Restglieddarstellung)  Unter den
Voraussetzungen von Theorem 3.7 gelten

_ f(n—H)(f) (.T _ a)n+1

Ry(f,a)(z) = (n+1)! (Lagrange)

und

(n+1) T — n
Rafa)e) =" O (T @ ap (Caney)

n! r—a

Beweis Beide Darstellungen folgen aus Theorem 3.7 mit p=n+1bzw. p=1.m

3.9 Anwendungen (a) (Hinreichende Bedingungen fiir lokale Extrema) Es seien [
ein perfektes Intervall und f € C™(I,R) fiir ein n > 1. Ferner gebe es ein a € I mit

flla)=f"(a)=-=f""(a)=0 und f"(a)#0.
Dann gelten folgende Aussagen:
(i) Fiir ungerades n ist a keine Extremalstelle von f.

(ii) Fiir gerades n ist a Extremalstelle von f. Genauer: a ist Minimalstelle, falls
f@(a) > 0, und a ist Maximalstelle, falls ™ (a) < 0 ist.

Beweis Unsere Voraussetzungen und die qualitative Form des Taylorschen Satzes
(Korollar 3.3) implizieren

f(a) | o(lz —al")

n! (x —a)"

=
2
|

=
)

~
_|_

—

_|_

}(x —a)" (r—a). (3.3)

Setzen wir vy := | f(™(a)|/(2n!) > 0, so gibt es gemiB Bemerkung 3.1 ein § > 0 mit
lo(|lz —a|™)|

< I - . 4
z —afn <~, xelIn(a—d,a+)9) (3.4)
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Wir unterscheiden folgende Fille:

(o) Es seien n ungerade und f()(a) > 0. Dann ergeben (3.3) und (3.4) die
Beziehungen

fl@) = fla) +y(x—a)",  ze(a,atd)NI,

und
flz) < fla) —y(a — )™, € (a—d,a)NI.
Also kann a keine Extremalstelle von f sein.
() Sind n ungerade und £ (a) < 0, so folgen aus (3.3) und (3.4):
f@) < fla) =@ —a)®, wze(e,a+d)Nl,
und
flx) > fla) +~v(a—2x)", z€(a—96,a)NI.
Deshalb kann a auch in diesem Fall keine Extremalstelle von f sein.
(7) Es seien n gerade und f(™(a) > 0. Dann gilt
flx) > fla) +y(xr —a)™, re€(a—d,a+d)NI.

Also ist a eine Minimalstelle von f.
(6) SchlieBlich seien n gerade und f(a) < 0. In diesem Fall gilt

fl@) < fla) =@ —a)*, wze(a—da+d)nl,
d.h., a ist eine Maximalstelle von f. m

Bemerkung Die oben angegebenen Bedingungen sind nur hinreichend. In der Tat:
Die Funktion
e 1/ z>0,

0, <0,

)= {

besitzt in 0 ein globales Minimum. Andererseits haben wir in Beispiel 1.17 festge-
stellt, daB f glatt ist mit f(™(0) = 0 fir n € N. m

(b) (Eine Charakterisierung der Exponentialfunktion®) Es seien a,b € C, und die
differenzierbare Funktion f: C — C erfiille

f(=)=bf(z), 2€C, f0)=a. (3.5)
Dann ist f eindeutig festgelegt und es gilt f(z) = ae®* fiir z € C.
3Diese Charakterisierung besagt, da8 z — aeb? die eindeutig bestimmte Lésung der Differen-

tialgleichung f’ = bf zu der Anfangsbedingung f(0) = a ist. Differentialgleichungen werden wir
in Kapitel IX ausfiihrlicher studieren.
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Beweis Aus f/ = bf und Korollar 1.2 leiten wir f € C°°(C) und f*) = b*f fiir
k € N ab. Gilt auflerdem f(0) = a, so erhalten wir

F0(0 b b
zk: k!( x* :f(o)zk: nx :“Xk: RS

Da diese Potenzreihe den Konvergenzradius co besitzt, wie aus Satz 11.9.4 folgt,
ergibt sich

T(f,0)(2) = ae®* zeC.

Um den Beweis zu vervollstdndigen, miissen wir nachweisen, dafl diese Taylorreihe
die Funktion f auf ganz C darstellt, d.h., wir miissen nachweisen, dafl die Rest-
glieder gegen 0 konvergieren. Dazu schitzen wir R, (f,0)(z) geméf Theorem 3.2
fiir jedes z € C wie folgt ab:

" o™ |2
R, (f,0)(2)] < su M) (tz) — F™(0 2 :| su tz) —a
Ru(£.0)) < sup | 702) = 100 V) = OB sup 1509

n—1
< e 2T
(n—1)!

wobei wir M > 0 so gewihlt haben, da8 | f(w) — a| < M fiir alle w € B(0, |2|) gilt.
Wegen Beispiel 11.4.2(c) folgt nun R, (f,0)(z) — 0 fir n — co. m

(c) (Die Charakterisierung der Exponentialfunktion durch ihre Funktionalglei-
chung) Die Funktion f: C — C geniige der Funktionalgleichung

f+w)=fz)flw), 2weC, (3.6)
und erfiille
lim f(z)z_ 'y firenbec. (3.7)

Dann ist f eindeutig festgelegt, und es gilt f(z) = e* fiir z € C.

Beweis Zuerst bestimmen wir f(0). Aus (3.6) folgt f(z) = f(2)f(0) fiir z € C und
deshalb f(0) # 0. Denn wére f(0) =0, so wiirde f identisch verschwinden, was
wegen (3.7) nicht méglich ist. Aus f(0) # 0 und f(0) = £(0)? ergibt sich f(0) = 1.

Fiir jedes z € C gilt wegen (3.6)

flz+h) = f(2)
h

f(h) =1

h x
b , eC

= f(2)

Also ist f aufgrund von (3.7) differenzierbar mit f' = bf. Die Behauptung folgt
nun aus (b). m
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(d) (Taylorentwicklung des reellen Logarithmus) Fiir z € (—1, 1] gilt*

oo
_1k—1
k=

=

Insbesondere hat die alternierende harmonische Reihe den Wert log 2.

Beweis Wie im Beweis von Beispiel 3.5 sei f(z) := log(1 + z) fiir x > —1. Dann
gelten
n!

f(n+1)(x) = (_1)" (1 +x)n+1 ’ z>-1 )
sowie
S (DRt k
log(1+z) = ¥+ R, (f,0)(x) , z>-1.

1

k=
Um das Restglied auf [0, 1] abzuschétzen, verwenden wir die Lagrangesche Dar-
stellung (Korollar 3.8) und finden zu jedem z € [0, 1] ein &, € (0, x) mit

.Tn+1 1

\RMﬁONmﬁ=Mn+D@+£mwﬂ <,.1 neEN.

Also gilt die angegebene Taylorentwicklung von log(1 + ) auf [0, 1].

Im Fall z € (—1,0) fithrt die Cauchysche Darstellung von R,,(f,0) zum Ziel.
Die zweite Formel in Korollar 3.8 liefert ndmlich zu jedem n € N ein n,, € (z,0) mit

T — Ny |™

1
LATAOICTES P M

Fiir € (2,0) gilt wegen n —z =n+ 1 — (x + 1) die Abschétzung

r—n _77—33_1 1+

— =1- <—x<l1.
147 1+n 1+1n

Also gilt auch lim,, R,,(f,0)(z) =0 fiir z € (—1,0). Die zweite Behauptung ergibt
sich fir x = 1. m

(e) (Eine Charakterisierung konvexer Funk-

tionen) Es seien I ein perfektes Intervall

und f € C*(I,R). Dann ist f genau dann

konvex, wenn der Graph von f in jedem

Punkt von I iiber seiner Tangente liegt,

d.h., wenn
f) = f@)+f@)y—2), =zyel, >
gilt.

4Man vergleiche dazu Beispiel 3.5.
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Beweis Esseien z,y € I. Dann gibt es gemafl Theorem 3.2 und der Lagrangeschen
Darstellung des Restgliedes R;(f,z) ein £ € I mit

f(©)
2

2

fly) = flx)+ fl@)(y —x) + (y — )

Andererseits wissen wir aus Korollar 2.13, dal f genau dann konvex ist, wenn
F7(€) > 0 fiir £ € I gilt. Damit ist die Behauptung bewiesen. m

Polynomiale Interpolation

Esselen —co <a<zp <z < <zm <b<oound f: [a,b] — R. In Satz [.12.9 haben

wir gezeigt, dafl es genau ein Interpolationspolynom pp[f;zo,...,Zm] vom Grad < m
zu f und den Stiitzstellen zo, ..., Zy gibt. Nun sind wir in der Lage, den Fehler
rmlf; %0, s Tm] = f — pm[f;Zos ..., Tm]

auf dem Intervall I := [a, b] abzuschiitzen, falls f geniigend regulér ist.

3.10 Satz Es seien m € N und f € C™(I), und (™" existiere in I. Dann gibt es ein
&:=&(x, o, ., Tm) € (T ATo, TV Tm) mit

rm[f; 2o, .., xm]( )7(m+1 f(m+1) Hx—xj , zel.

=0

Beweis Fiir x # z;, 0 < j < m, seien

_ (@) = pmlfizo, ..., xm](2)

9(z) := m (38)
Hj:o(x - ;)
und .
o(t) == f(t) — pmlf;z0,- - -y Tm](t) 1_[75—:15J , tel.
Dann gehért ¢ zu C™ (1) und ¢ "V existiert in / mit
() = fV (@) = (m+ D), tel. (3.9)
Ferner besitzt ¢ die m 4 2 paarweise verschiedenen Nullstellen x, xo, . . . , Zm . Folglich gibt

es nach dem verallgemeinerten Satz von Rolle (Aufgabe 2.16) ein & € (x A zo,z V Tp,) mit
@MY (€) = 0. Somit zeigt (3.9), daB g(x) = f™ Y (€)/(m + 1)! gilt. Nun folgt die Be-
hauptung aus (3.8), da sie offensichtlich richtig ist, wenn z mit einem z; zusammenfllt. m

3.11 Korollar Fiir f € C™ V! (I,R) gilt

}rm[f;xo,...,xm](m”g (m + 1)! 1:[|m—acj , zel.
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Differenzenquotienten héherer Ordnung

GemiB Bemerkung 1.12.10(b) kénnen wir das Interpolationspolynom pm,[f; o, .., Zm]
in der Newtonschen Form

pm[f;mo,...,xm}:z a:o,...,xj]H — i) (3.10)
j=0
darstellen. Hierbei sind f[zo,...,zs] die dividierten Differenzen von f, welche aus der
Formel
f[mo’”.7xn}:f[iUO,...,.Tn—l}_f[xly-..7xn] ’ 1<n<m, (311)
o — In

rekursiv berechnet werden kénnen (vgl. Aufgabe 1.12.10). Aus (3.11) (mit n = 1) und
dem Mittelwertsatz folgt f[xo,z1] = f'(£) mit einem geeigneten £ € (xo, z1). Der néchste
Satz zeigt, daf} ein entsprechendes Resultat fiir dividierte Differenzen héherer Ordnung
richtig ist.

3.12 Satz  Es sei f € C™(I,R), und f"*Y existiere auf I. Dann gibt es ein von den
Punkten z,xo, ...,xm abhidngiges £ € (x A xo,x V Tm) mit

f[xoa"'vxmvx]:( f(m+1)(§)7 xe[? ZE#ZBJ‘, 0§]<m

+ 1)
Beweis Aus (3.10) (mit m ersetzt durch m + 1) folgt

pm+1[f;330,...,$m+1] :pm[f7$077x’m} +f[330,...,$m+1 H —LU]
7j=0

Auswertung an der Stelle x = x,,+1 liefert
F@mi1) = pmlfizo, -, Bm](@mi1) + fl2o, -, Tmpa] [ [ (@mt1 — )
7j=0

Nennen wir x,,+1 wieder x, finden wir

Diese Beziehung gilt gemafl Herleitung fiir x,,, < x < b, und sie ist offensichtlich auch fiir
x = xm richtig. Da die dividierten Differenzen symmetrische Funktionen ihrer Argumente
sind (Aufgabe 1.12.10(b)), sehen wir, daf (3.12) sogar fiir alle « € I richtig ist.

Auf der linken Seite von (3.12) steht der Interpolationsfehler v, [f; zo, ..., Zm]. Also
folgt aus Satz 3.10, dafl
1 m m m
oy i F O 2 = flaosoanal [[@-a) . aer,

0

<.
Il

mit einem geeigneten & := &(x, o, ..., Tm) € (T A To, TV Tim) gilt. =
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3.13 Korollar Es sei f € C™"(I,R). Dann gilt fiir x € I:

1
flzo, -y xm,x] =

li (m+1)
(mo,m,mwi?l(m,m,x) (m + 1)' f (x) ’

falls bei diesem Grenziibergang nie ein x; mit © zusammenfallt.

Dieses Korollar zeigt, daf die dividierten Differenzen hoherer Ordnung in dem Sin-
ne Analoga der gewohnlichen Differenzenquotienten erster Ordnung sind, dafl sie zur
Approximation héherer Ableitungen verwendet werden konnen.

Eine besonders einfache Situation liegt dann vor, wenn die Stiitzstellen gleich-
absténdig sind:
z; = To + jh , 0<j<n,

mit einem geeigneten h > 0.

3.14 Satz  Es seien n € N* und f € C"'(I,R). Ferner existiere f" auf I, und es sei
0 < h < (b—a)/n. Dann gibt es ein £ € (a,a + nh) mit

Arfla) = f™(e) .

Beweis Aus (3.10), der Eindeutigkeit des Interpolationspolynoms (Satz 1.12.9), dem
Identitétssatz fiir Polynome und aus (1.12.15) folgt

1 n

l nf(a) = flro,z1,...,xa] , To:=a . (3.13)
Nun ergibt sich die Behauptung aus Satz 3.12. m
3.15 Korollar Fiir f € C™(I,R) gilt

im AP f(g) — £
Jm Apfle) =), wel.

Beweis Dies folgt unmittelbar aus (3.13) und Korollar 3.13. m

3.16 Bemerkungen (a) Essei f € C"(I,R). Nach Satz 1.12.13 hat das Newtonsche Inter-
polationspolynom fiir f bei gleichabstandigen Stiitzstellen z; := 29 + jh € I, 0 < j <mn,
mit h > 0 die Gestalt

n j j—1
AT SRl | (S
j=0 ’ k=0

Mit Korollar 3.15 erhalten wir
: e FP (o) i_
hlirrg+Nn[f7xO7h]_ZO ]' (X—ZEO) —Zz(f,wO) .
j=

Dies zeigt, dafl im Grenzfall, in dem alle Stiitzstellen zusammenfallen, Taylorpolynome
als Newtonsche Interpolationspolynome aufgefafit werden kénnen.



IV.3 Taylorsche Formeln 365

(b) Die Korollare 3.13 und 3.15 stellen die Grundlage dar fiir die theoretische Rechtfer-
tigung von Verfahren zur numerischen Differentiation, bei denen Differentialquotienten
durch Differenzenquotienten ersetzt werden. Fiir Einzelheiten und Weiterentwicklungen
verweisen wir auf die einschlégige Literatur (z.B. [WS79] oder [IK66]) sowie auf Vorle-
sungen iiber Numerische Mathematik. m

Aufgaben
1 Esseien o,3,R >0, p€ C?([0,R),R) und

p)>a, (1+8)[p @) <p’@p@), 2>0.
Man zeige, dal R < oo und p(z) — oo fir x — R — 0 gilt.
(Hinweise: Die Funktion p~P ist konkav. Mit Hilfe der Tangente an p~” finde man eine
Abschétzung nach unten fiir p (vgl. Anwendung 3.9(e)).

2 Esseien a,b € C, w € R, und die zweimal differenzierbare Funktion f: C — C erfiille
f2)+°f"(z)=0, ze€C, f(0)=a, f(0)=wb. (3.14)

(a) Man zeige, daB f zu C°°(C) gehort und daB f durch (3.14) eindeutig festgelegt ist.
Man bestimme f.

(b) Wie lautet f, wenn (3.14) durch
fR)=w'f"(z), z€C,  [(0)=a, [(0)=wb,

ersetzt wird?

3 Man bestimme die Taylorentwicklung von f: C — C im Punkt 1 fiir

(a) f(z) =323 =722 + 224+ 4, (b) f(2) =€

4 Wie lautet das n-te Taylorpolynom um 0 von log((1 4 z)/(1 — z)), = € (—1,1)?

5 Man bestimme die Definitionsbereiche in R, die Extrema und die Wendepunkte der
durch folgende Ausdriicke gegebenen Funktionen:
. 2
(a) 2*/(z — 1) (b) €%, (c) "™, (d) 2%/logz, (e) ¥/ (x—1)2(z+1),
(f) (log(3z) ) /x.
6 Fiir a > 1 verifiziere man
O | < \/a -1 51,

142 1+4az \/a +1°

7 Esseien s € R und n € N. Man zeige, dafl es zu jedem = > —1 ein 7 € (0,1) gibt mit

n n+1

(1+2)” Z( ) (nil) (1+ia:)”+1—3 ' (3.15)

=0

Dabei bezeichnen

(oz)': a(a71)~--l;:'~(a7k+l)7 EeN*
k 1, k=0,

die (allgemeinen) Binomialkoeffizienten® fiir o € C.

5Vgl. Paragraph V.3.
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8 Man berechne mit Hilfe von (3.15) niherungsweise v/30 und schitze den Fehler der
Niherung ab. (Hinweis: v/30 = 2{/1 — (1/16).)

9 Man beweise die Taylorentwicklung der allgemeinen Potenz®
(1+g;)S:Z(Z>xk, z € (-1,1).

(Hinweis: Zur Abschitzung des Restgliedes unterscheide man die Falle z € (0,1) und
z € (—1,0) (vgl. Anwendung 3.9(d)).

10 Es seien X C K perfekt und f € C™"(X,K) fiir n € N*. Gelten die Beziehungen
flzo) == f™ V(zp) =0 und f™(x0) # 0, so heift zo Nullstelle der Ordnung (oder
der Vielfachheit) n von f. Man zeige: Ist X konvex, so hat f in xzo genau dann ei-
ne Nullstelle der Ordnung > n, wenn es ein g € C(X,K) gibt mit f(z) = (x — zo)"g(z)
fir x € X.

11 Esseip=X"+ An_1 X" 14+ ... +ap ein Polynom mit Koeffizienten in R. Man be-
weise oder widerlege: Die Funktion p 4+ exp hat in R eine Nullstelle der Ordnung < n.
12 Folgende Aussagen sind zu verifizieren:

(a) Th(x) := cos(narccosx), = € R, ist fiir jedes n € N ein Polynom vom Grad n, und
es gilt

Th(z) = 2™ + (Z)xn_Q(mQ -1+ (Z)x”_4($2 —1)2 -

T, heifit Tschebyscheffpolynom vom Grad n.
(b) Es gilt die Rekursionsformel

Tpy1 =2XTn — Tt n € N* .

(c) Fiir jedes n € N* gibt es ein Polynom p,, mit Grad(p,) < n und T, = 2" "' X" + p,,.
(d) T hat in den Punkten
2k - )7

Tk 1= COS R k=1,2,...,n,
2n

jeweils eine einfache Nullstelle.

(e) Die Extremalstellen von 77, in [—1,1] sind genau durch die Punkte

k
Yk = COS 7T, k=0,1,...,n,
n

gegeben, und es gilt Ty, (yx) = (—1)".
(Hinweise: (a) Fiir a € [0,7] und  := cos a gilt cosna + i sinna = (z +iv1—22)".
(b) Additionstheorem fiir cos.)

13 Fir n € N bezeichne ’Pﬂ die Menge aller Polynome NX" + a1 X"+ .. +a, mit
ai,...,an € R. Ferner seien T), := 21~ T fiir n € N* und T} := Tp die normierten Tsche-
byscheffpolynome, und ||-|| bezeichne die Maximumsnorm auf [—1, 1]. Man beweise:"

SMan vergleiche dazu Theorem V.3.10.
"Die Aussage (a) wird als Satz von Tschebyscheff bezeichnet.
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(a) Das normierte Tschebyscheffpolynom vom Grad n realisiert die beste gleichméBige
Approximation der Null auf [—1, 1] in der Klasse Py, d.h., fiir jedes n € N gilt

|1Toll <lWplso .  pEPM.
(b) Fiir —co < a < b < oo gilt

> 1-2n _ n .
Jax |p()] 2277 (b—a)",  pEP

(c) Essei f € C™1! ([—1, 1], R), und o, . .., xn seien die Nullstellen von T5,+1. Ferner be-
zeichne p,, das Interpolationspolynom vom Grad < n zu f und den Stiitzstellen zo, ..., Tp.
Dann gilt fiir den Fehler die Abschétzung

177 oo
n ; PR n oo S )

und diese Fehlerabschétzung ist optimal.
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4 Tterationsverfahren

Wir haben in den vorangehenden Kapiteln bereits an verschiedenen Stellen Aussa-
gen iiber Nullstellen von Funktionen hergeleitet. Als prominenteste Beispiele seien
der Fundamentalsatz der Algebra, der Zwischenwertsatz und der Satz von Rolle
genannt. Allen diesen wichtigen und tiefen Sétzen ist gemeinsam, daf es sich um
reine Existenzaussagen handelt, deren Beweise nicht konstruktiv sind. So wissen
wir beispielsweise, daf die reelle Funktion

x— alel®l — 1;102 sin(log(z?)) 4 1998
7r

mindestens eine Nullstelle besitzt (warum?). Eine Methode zur Bestimmung von
Nullstellen steht uns aber bislang nicht zur Verfiigung.!

In diesem Paragraphen sollen Verfahren entwickelt und untersucht werden,
welche eine — zumindest néherungsweise — Berechnung der Losungen von Glei-
chungen erméglicht. Das zentrale Resultat dieses Paragraphen, der Banachsche
Fixpunktsatz, ist, weit iiber den Rahmen dieser Betrachtungen hinaus, von erheb-
licher theoretischer Bedeutung, wie wir in spéteren Kapiteln sehen werden.

Fixpunkte und Kontraktionen

Essei f: X — Y eine Abbildung zwischen zwei Mengen X und Y mit X C Y. Ein
Element a € X mit f(a) = a heifit Fixpunkt von f.

4.1 Bemerkungen (a) Es seien E ein Vektorraum, X C F und f: X — E. Set-
zen wir g(z) := f(x) +z fir x € X, so ist offensichtlich a € X genau dann eine
Nullstelle von f, wenn a ein Fixpunkt von g ist. Somit kann die Bestimmung
der Nullstellen von f in diesem Fall auf die Bestimmung der Fixpunkte von g
zuriickgefiithrt werden.

(b) Im allgemeinen kénnen einer Gleichung der Form f(x) = 0 mehrere Fixpunkt-
gleichungen zugeordnet werden. Es sei etwa =R, und h: R — R besitze 0 als
cinzige Nullstelle. Ferner sei g(z) = h(f(z)) + « fiir € X. Dann ist a € X genau
dann eine Nullstelle von f, wenn a ein Fixpunkt von g ist.

(c) Es sei X ein metrischer Raum, und a sei ein Fixpunkt von f: X — Y. Aufler-
dem sei zg € X, und die ,Iteration xxy1 = f(xy) sei unbeschriankt durchfithrbar,
d.h., die Folge (z1) kann durch die ,Iterationsvorschrift” xp4q1 := f(zx) rekursiv
definiert werden. Letzteres bedeutet natiirlich, daf§ f(zy) wieder zu X gehort, falls
x, bereits definiert war. Gilt dann zy — a, so sagt man, ,,a wird mit der Methode
der sukzessiven Approximation (niherungsweise) berechnet“, oder ,,Die Methode
der sukzessiven Approximation konvergiert gegen a“.

1Vgl. Aufgabe 9.
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Die folgenden Skizzen veranschaulichen diesen Sachverhalt in einfachen Situa-
tionen. Sie zeigen insbesondere, dafi die Methode der sukzessiven Approximation
selbst dann, wenn die Iteration unbeschrinkt durchfithrbar ist und f nur einen
einzigen Fixpunkt besitzt, im allgemeinen nicht zu konvergieren braucht.

v

1 T3 a r2 To T2k+1 a Tk

Betrachten wir z.B. die Funktion f: [0,1] — [0,1] mit f(z) := 1 — 2. Sie hat
genau einen Fixpunkt, ndmlich ¢ = 1/2. Fiir die Folge (zx) mit zx41 := f(ak)
fiir k € N gelten o = ¢ und k1 =1 — g fiir k € N. Also ist (xy) fiir jedes
xo # 1/2 divergent. m

Eine Abbildung f: X — Y zwischen zwei metrischen Rdumen X und Y heifit
Kontraktion, falls es ein ¢ € (0,1) gibt mit

d(f(z), f(2") < qd(z,2’),  z,2' €X.
In diesem Fall ist ¢ eine Kontraktionskonstante fiir f.

4.2 Bemerkungen (a) Die Abbildung f: X — Y ist genau dann eine Kontraktion,
wenn f Lipschitz-stetig ist mit einer Lipschitz-Konstanten kleiner als 1.

(b) Es sei X C K konvex und perfekt, und F sei ein normierter Vektorraum.
Ferner sei f: X — F differenzierbar, und es gelte supy || f'(z)|| < 1. Dann folgt
aus dem Mittelwertsatz fiir vektorwertige Funktionen (Theorem 2.18), daf} f eine
Kontraktion ist. m

Der Banachsche Fixpunktsatz

Das folgende Theorem ist die zentrale Aussage dieses Paragraphen. Es besitzt
zahllose Anwendungen, insbesondere im Bereich der Angewandten Mathematik.
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4.3 Theorem (Kontraktionssatz, Banachscher Fixpunktsatz) Es sei X ein voll-
stdndiger metrischer Raum, und f: X — X sei eine Kontraktion. Dann gelten
folgende Aussagen:

(i) f hat genau einen Fixpunkt a.

(ii) Die Methode der sukzessiven Approximation konvergiert fiir jeden Startwert
gegen a.

(iii) Ist g eine Kontraktionskonstante fiir f, so gilt die Fehlerabschétzung

k
d(xk,a) < 1q qd(l’1,l’0) s keN.

Beweis (a) (Eindeutigkeit) Esseien a,b € X zwei verschiedene Fixpunkte von f.
Dann gilt

d(a,b) = d(f(a), f(b)) < qd(a,b) < d(a,b),
was nicht moglich ist.

(b) (Existenz und Konvergenz) Es sei zp € X, und die Folge (xy) sei durch
Zp+1 = f(zk) fir k € N rekursiv definiert. Dann gilt

d(@ni1,2n) = d(f(@n), f(@n-1)) < qd(@n, Tn-1) , neN* .
Induktiv folgt hieraus fiir n > k > 0 die Beziehung
d(Tni1,2n) < ¢" Fd(Trg1, 7)) (4.1)
Aus (4.1) erhalten wir
d(xn, k) < d(Tp, Tn-1) + d(Xn-1,Tn—2) + -+ d(Tg41, Tk)

< (qnikil + qn7k72 4+ 1)d(l‘k+17 wk)

1— n—k
= 1 E q d(l’kJrl,.’Ek)

(4.2)

fir n > k > 0. Ebenfalls wegen (4.1) gilt d(xgi1,7x) < ¢*d(z1,70). Somit folgt
aus (4.2):

k

4N
9 9 d(xl,xo)

k
d < <

d(x1,0) , n>k>0. (4.3)
Diese Abschitzung zeigt, dal (xj) eine Cauchyfolge ist. Da X ein vollstéindiger
metrischer Raum ist, gibt es ein @ € X mit lim x; = a. Aus der Stetigkeit von f
und der Definition der Folge () ergibt sich nun, dafi ¢ ein Fixpunkt von f ist.
(c) (Fehlerabschiitzung) Da die Folge (z,) gegen a konvergiert, kénnen

wir in (4.3) den Grenziibergang n — oo durchfiithren und erhalten die behauptete
Abschitzung (vgl. Beispiel II1.1.3(1)). m
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4.4 Bemerkungen (a) Neben der a priori Fehlerabschétzung in Theorem 4.3(iii)
gilt auch die a posteriori Schranke

d(:rk,a) < 1 q d(l’k,l'k;,l) s keN.

Beweis Aus (4.2) folgt fiir n — oo

1
d(zg,a) <

=1 _ d(xkaxk—l) )

q
d(zpq1,78) <
¢ (Th+1, k) -

wobei auch (4.1) verwendet wurde. m

(b) Es sei f: X — X eine Kontraktion mit Kontraktionskonstanter ¢, und « sei
ein Fixpunkt von f. Dann gilt fiir die Methode der sukzessiven Approximation
folgende Abschétzung:

d(zk41,a) = d(f(z1), f(a) < qd(zy,a) , keN.

Man sagt, das Iterationsverfahren konvergiere linear.

Generell sagt man, eine Folge (z,,) konvergiere von der Ordnung « gegen a,
wenn « > 1 gilt und es Konstanten ng und ¢ gibt mit

d(zns1,0) < cld(zy, a)]a , n>ng .

Ist a =1, d.h. liegt lineare Konvergenz vor, verlangen wir ¢ < 1. Im allgemeinen
konvergiert eine Folge um so schneller, je grofler ihre Konvergenzordnung ist. So
wird z.B. bei quadratischer Konvergenz bei jedem weiteren Schritt die Anzahl der
richtigen Dezimalen verdoppelt, falls d(x,,,a) <1 und ¢ <1 gelten. Allerdings
wird in praktischen Féllen c i.allg. wesentlich grofler als 1 sein, wodurch dieser
Effekt zum Teil wieder aufgehoben wird.

(¢) In Anwendungen liegt oft folgende Situation vor: Es seien E ein Banachraum,
X eine abgeschlossene Teilmenge von F und f: X — E eine Kontraktion mit
f(X) € X. Dann gelten die Aussagen des Kontraktionssatzes, da X ein vollstindi-
ger metrischer Raum ist (vgl. Aufgabe 11.6.4).

(d) Die Voraussetzung f(X) C X in (b) kann abgeschwicht werden. Gibt es
némlich einen Startwert zo € X, so daf die Iteration xx11 = f(x) unbeschrinkt
durchfiihrbar ist, so gelten die Aussagen des Kontraktionssatzes fiir dieses x(. m

Mittels der letzten Bemerkung kénnen wir eine niitzliche ,,lokale Version“ des
Banachschen Fixpunktsatzes herleiten.

4.5 Satz Es seien E ein Banachraum und X := ]EE(:EO,T) mit xg € E und r > 0.
Ferner sei f: X — E eine Kontraktion mit Kontraktionskonstanter ¢, und es gelte
die Abschétzung || f(zo) — xo|| < (1 — ¢)r. Dann hat f genau einen Fixpunkt, und
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die Methode der sukzessiven Approximation konvergiert, falls xog als Startwert
gewdahlt wird.

Beweis Da X eine abgeschlossene Teilmenge eines Banachraumes ist, ist X ein
vollsténdiger metrischer Raum. Also geniigt es gemifl Bemerkung 4.4(d) nach-
zuweisen, dafl die Iterationsfolge xyy1 = f(zy) fir £ € N stets in X liegt. Fiir
x1 = f(xo) ist dies wegen der Voraussetzung || f(zo) — zo|| = ||x1 — ol < (1 — g)r
richtig.

Nehmen wir an, es gelte z1, ..., x5 € X. Aus der Abschitzung (4.3) folgt dann

k+1

T ol < Q= <

lZk+1 — 2ol <

Folglich liegt auch 41 in X, und die Iteration xpi1 = f(zx) ist unbeschriankt
durchfithrbar. m

4.6 Beispiele (a) Es soll die Losung € der Gleichung tanz = z mit 7/2 < £ < 37w/2
bestimmt werden. Setzen wir I := (7/2,37/2) und f(z) := tanz fiir z € I, so gilt
f'(z) = 1+ f2(z). Somit folgt aus dem Mittelwertsatz, da8 f in keiner Umgebung
von ¢ eine Kontraktion sein kann. Um den Kontraktionssatz trotzdem anwenden
zu konnen, betrachten wir die Umkehrfunk-
tion von f, d.h. die Funktion

g: [tan | (7/2,37/2)] " : R — (7/2,37/2) .

Da der Tangens auf (7/2, 37/2) strikt wiichst,
ist die Abbildung g wohldefiniert, und es
gilt g(z) = arctan(x) + 7. AuBerdem sind die
Fixpunktprobleme fiir f und ¢ &quivalent,
d.h., fir a € (7/2,37/2) gilt

/2
a = tana < a = arctan(a) + 7 .

Wegen ¢'(x) = 1/(1+ 2?) (vgl. (IV.2.3)) kénnen wir auf g den Kontraktionssatz
anwenden. Dazu entnehmen wir einer graphischen Darstellung, dafl £ > 7 gilt.
Dann setzen wir X := [r,00) C R und beachten, da§ g(X) C [, 37/2) C X gilt.
Wegen |¢'(z)] < 1/(1 +72%) < 1 fiir z € X ist g eine Kontraktion auf X. Also folgt
aus Theorem 4.3, dafl es genau ein £ € [7,37/2) gibt mit £ = g(£). Mit dem Start-
wert zg := 7 konvergiert die Methode der sukzessiven Approximation gegen &.

v

P T

(b) Essei —0o < a < b < oo, und f € C*([a,b],R) sei eine Kontraktion. Ferner sei
das Tterationsverfahren xp41 = f(zy) fiir zo € [a,b] unbeschriankt durchfithrbar.
Geméf Bemerkung 4.4(d) gibt es ein eindeutig bestimmtes £ € [a, b] mit z — &.
Die Folge (1) konvergiert monoton gegen &, falls f'(z) > 0 fiir x € [a,b] gilt;
und sie konvergiert alternierend, d.h., je zwei aufeinanderfolgende Ndherungslésun-
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gen xj und x4 schliefen die exakte Losung € ein, wenn f/(z) < 0 fiir x € [a, b]
erfiillt ist.

Beweis Nach dem Mittelwertsatz gibt es zu jedem k € N ein 75, € (a,b) mit
whpr — an = flo) = flen-1) = f () (@ — z1-1)
Ist f strikt wachsend, so folgt aus Theorem 2.5, daf3 f'(nx) > 0 ist. Deshalb gilt
sign(zr11 — ax) € {sign(zr — zx-1),0} , EeN*.
Also ist (zx) eine monotone Folge. Ist f strikt fallend, so gilt f'(nx) < 0, und wir finden
sign(zx 1 — zx) € {—sign(zr — zx-1),0} , ke N*,
d.h., (zx) konvergiert alternierend. m

A

Monotone Konvergenz Alternierende Konvergenz

Mit Beispiel 4.6(a) sollte vor allem gezeigt werden, dafi es bei konkreten Auf-
gabenstellungen wichtig ist, die Probleme zuerst theoretisch zu analysieren und
gegebenenfalls in eine neue Form zu bringen, damit die Techniken der Differenti-
alrechnung effizient angewendet werden kénnen.

Das Newtonverfahren

Im restlichen Teil dieses Paragraphen seien folgende Voraussetzungen erfiillt:

Es seien — 0o < a < b < 0o, und
f€C?%([a,b],R) mit f'(z) # 0 und z € [a,b). (4.4)
Ferner gebe es ein £ € (a,b) mit f(¢) = 0.

Unser Ziel ist die Herleitung eines Verfahrens zur niherungsweisen Berechnung
der Nullstelle £ von f. Dazu machen wir uns den eigentlichen Grundgedanken der
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Differentialrechnung — die lineare Approximierbarkeit von f — zunutze. Geo-
metrisch gesehen ist £ der Schnittpunkt des Graphen von f mit der z-Achse.

A

Fiir einen ersten Ndherungswert xg von £ ersetzen wir den Graphen von f durch die
Tangente to im Punkt (o, f(x0)). Nach Voraussetzung (4.4) verschwindet f/ nir-
gends auf [a, b]. Deshalb schneidet die Tangente t¢ die z-Achse in einem Punkt 1,
der uns als neuer Nidherungswert fiir £ dient. Die Tangente im Punkt (xo, f (wo))
wird durch

x — f(xo) + f'(w0)(x — x0)

gegeben. Also berechnet sich der neue Niherungswert x; von £ aus der Gleichung
f(zo) + f'(z0)(z1 — o) = 0, und wir finden

X1 = T —

Iterativ erhalten wir so das Newtonverfahren

f(an)

$n+1:$n_f,(x)7 neN, xoe[a,b].

Nach dieser anschaulichen Herleitung stellt sich die Frage, unter welchen Annah-
men dieses Verfahren konvergiert. Die Voraussetzungen (4.4) geniigen nicht, um
die Konvergenz z,, — £ sicherzustellen, wie folgende Skizze belegt:

A
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Wir definieren g: [a,b] — R durch
g(x) =z — f(x)/f'(x) . (4.5)

Dann ist £ offensichtlich ein Fixpunkt von g, und die Iterationsvorschrift des New-
tonverfahrens ist nichts anderes als die Methode der sukzessiven Approximation
fiir die Funktion g. Somit ist es naheliegend zu versuchen, den Banachschen Fix-
punktsatz anzuwenden. Diese Idee stellt den Kern des Beweises des folgenden
Konvergenzresultates fiir das Newtonverfahren dar.

4.7 Theorem Es gibt ein 6 > 0, so dafi das Newtonverfahren fiir jedes xo im Inter-
vall [€ — 0,& + d] gegen & konvergiert. Mit anderen Worten: Das Newtonverfahren
ist konvergent, wenn der Startwert hinreichend nahe bei der Nullstelle liegt.

Beweis (i) Nach dem Satz vom Minimum und Maximum (Korollar II1.3.8) gibt
es Konstanten My, M, m > 0 mit

m<|f@) <M, |f'(@) <Mz, x€lal]. (4.6)
Fiir die in (4.5) definierte Funktion g gilt ¢’ = ff”/[f']>. Hieraus folgt
My
@< S 1f@),  zefad].

Den Betrag von f kénnen wir wegen f(£) =0 mit dem Mittelwertsatz wie folgt
abschétzen:

f@)]=1f(@) = fOI<Mi|z—=¢, wzelab]. (4.7)
Insgesamt erhalten wir
@< e, welt.

(ii) Wir wéhlen 6; > 0 mit

M M. 1

I:=[6—6,6+6]Clab] und = %5 <

m 2
Dann ist g eine Kontraktion auf I mit der Kontraktionskonstanten 1/2. Nun
setzen wir 7 :=J;/2 und wahlen 6 > 0 mit M15/m <r/2. Wegen M; > m gilt
0 < 601/4. Also finden wir fiir jedes zg € [ — §,£ + 6] und jedes x € [xg — 7, 20 + 7]
die Abschitzung

0 61
|z =& < |z —xo| +|zo—& <r+6< 5 + 4 <01 .

Somit haben wir die Inklusion B(zg,r) C I fiir jedes g € [§ — §,§ + 0] nachgewie-
sen. Insgesamt ist g deshalb eine Kontraktion auf B(xo,r) mit der Kontraktions-
konstanten 1/2.
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Schliefllich folgt aus (4.6) und (4.7) die Abschétzung

M M
o= gto = | L)< o e < 0 <
Also erfiillt g die Voraussetzungen von Satz 4.5. Folglich gibt es einen eindeuti-
gen Fixpunkt 7 von g in [ — §,€ + 6]. Da 7 eine Nullstelle von f ist, und f in
[a,b] wegen des Satzes von Rolle nur eine Nullstelle hat, folgt n = ¢. Nun erhal-
ten wir die Konvergenzaussage aus der entsprechenden Aussage des Banachschen
Fixpunktsatzes. m

4.8 Bemerkungen (a) Das Newtonverfahren konvergiert quadratisch, d.h., es gibt
ein ¢ > 0 mit
w1 — €] <clzn— €7, mneN.

Beweis Essei n € N. Die Lagrangesche Form des Restgliedes in der Taylorformel sichert
die Existenz eines nn, € (§ A Zn, &V x5) mit

1
0=f(&) = fmn) + [ (@n)(§ —n) + 2f”(nn)(f — )
Wir erhalten also aus dem Newtonverfahren die Identitit

f@n) _ 1 f"(nn)

— 2
o = e ) =7 i €T

Mit den Bezeichnungen von (4.6) und ¢ := M /(2m) folgt nun die Behauptung. m

(b) Das Newtonverfahren konvergiert monoton, wenn f konvex und f(xg) positiv
sind (bzw. wenn f konkav und f(z¢) negativ sind).

Beweis Dies folgt unmittelbar aus der Anwendung 3.9(e) und der Charakterisierung
konvexer bzw. konkaver Funktionen von Theorem 2.12. m

4.9 Beispiel (Wurzelziehen) Fiir a > 0 und n > 2 soll {/a mit dem Newtonverfah-
ren néherungsweise bestimmt werden. Dazu setzen wir f(x) = 2™ — a fiir z > 0.
Die Iterationsvorschrift des Newtonverfahrens liefert dann

¥ —a 1 a
Thpr=ap— F = (1 - ):ck + 1 keN. (4.8)
n k n n k

Es sei nun z9 > 1V a. Dann gilt f(zo) = 2 — a > 0. Aulerdem ist f konvex. We-
gen Bemerkung 4.8(b) konvergiert () deshalb fallend gegen {/a. Im Spezialfall
n = 2 wird aus (4.8):

1
Thy1 = (mk—l—a), keN, ro=aVl,
2 T

also das babylonische Wurzelziehen von Aufgabe 11.4.4. m
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Aufgaben

1 Es sei X ein vollstdndiger metrischer Raum, und fiir f: X — X bezeichne f" die
n-fach iterierte Abbildung von f, d.h., f° :=idx und f" := fo f"~', n € N*. Ferner
gebe es ¢, > 0 mit

d(f"(x), " (v) < qnd(z,y) ,  wyeX.
Man zeige, dal f einen Fixpunkt in X besitzt, wenn (g, ) eine Nullfolge ist.
2 Es seien X und A metrische Rdume, X sei vollstindig und f € C(X x A, X). Ferner
gebe es ein a € [0,1) und zu jedem A € A ein g()\) € [0, o] mit

d(f(z,2), f(y,N) < gNd(z,y) ,  z,yeX.
GemiB dem Banachschen Fixpunktsatz besitzt f(-, A) fiir jedes A € A genau einen Fix-
punkt 2(A) in X. Man beweise: [ — z(X)] € C(A, X).
3  Man verifiziere, dafi die Funktion f: R = R, z+ e®* ! —¢el™® genau einen Fix-

punkt z* hat. Man bestimme z* n&herungsweise.

4 Mit Hilfe des Newtonverfahrens berechne man ndherungsweise die reellen Nullstellen
von X% —2X —5.
5 Man bestimme numerisch die kleinsten positiven Losungen der Gleichungen

rtanx =1, e " =2, x—cos2w:0, 2cosz =2 .
6 Fiir ungerades n € N* hat die Funktion f(z) = 1+z +z?/2! +--- +2"/n!, = €R,
gemifl Aufgabe 2.6 genau eine Nullstelle. Man bestimme deren Wert niherungsweise.
7 Es seien —00 < a < b < oo, und f: [a,b] — R sei differenzierbar und konvex. Ferner
gelte entweder

fla) <0< f(b) oder f(a)>0> f(b).

Man zeige, daf} die rekursiv definierte Folge

f(zn) x
Tn = Tn — , n €N s 4.9
+1 f, (mo) ( )
fiir jeden Startwert xo mit f(xo) > 0 gegen die Nullstelle von f in [a, b] konvergiert.?
Fiir welche Startwerte konvergiert dieses Verfahren, wenn f konkav ist?

8 Es seien —0o < a <b< oo, und f € C([a,b],R) erfiille f(a) <0 < f(b). Man setze
ap := a, bo := b und erklare rekursiv

bn — an

Cnt1 '= Qp — an) , neN, 4.10
+ F(ba) = flan) T (.10
wobei
n 9 n < O ’ bn ) n S 0 5
Ant1 1= { Cntl f(c +1) - , bny1 = { f(c +1) (4,11)
an sonst , Cn+1 sonst ,

gesetzt sind. Dann konvergiert (c.) gegen eine Nullstelle von f. Man mache sich dieses
Verfahren, die regula falsi, graphisch klar. Wie ist die Rekursionsvorschrift zu modifizie-
ren, wenn f(a) > 0> f(b) gilt?

2Die in (4.9) angegebene Iteration heifit vereinfachtes Newtonverfahren.
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9 Man bestimme ndherungsweise eine Nullstelle von

2Pel®l — 1x2 sin(log(a:Q)) + 1998 .
™

10 Es sei I ein kompaktes perfektes Intervall, und f € C'(I, 1) sei eine Kontraktion mit
f'(z) # 0 fiir x € I. Ferner sei xo € I, und z* := lim f"(xo) bezeichne den eindeutigen
Fixpunkt von f in I. Schliellich gelte z¢ # ™. Man verifiziere:
(a) f™(xo) # 2™ fiir jedes n € N*.

n+1 ok
(b) tim | @)= ey

n— oo f”(:po) —x*



Kapitel V
Funktionenfolgen

In diesem Kapitel steht einmal mehr die Approximationsidee im Zentrum unse-
res Interesses. Es ist, wie auch das zweite Kapitel, Folgen und Reihen gewidmet.
Allerdings befassen wir uns hier mit der komplexeren Situation von Folgen, deren
Glieder Funktionen sind. In diesem Fall gibt es zwei Moglichkeiten: Wir kénnen
solche Folgen lokal betrachten, also in jedem Punkt, oder global. Im letzteren dieser
Fiille ist es natiirlich, die Glieder der Funktionenfolge als Elemente eines Funktio-
nenraumes aufzufassen. Dann sind wir wieder in der Situation von Kapitel II. Sind
die betrachteten Funktionen alle beschrénkt, so handelt es sich um eine Folge im
Banachraum der beschrédnkten Funktionen, und wir kénnen alle Resultate iiber
Folgen und Reihen, die wir im zweiten Kapitel entwickelt haben, anwenden. Diese
Idee ist duflerst fruchtbar und erlaubt kurze und elegante Beweise. Auch macht
sie die Vorteile des allgemeinen Rahmens, in welchem wir die Grundbegriffe der
Analysis entwickeln, zum ersten Mal richtig klar.

Im ersten Paragraphen analysieren wir die verschiedenen Konvergenzbegrif-
fe, die sich beim Studium von Funktionenfolgen aufdréingen. Wir werden sehen,
dafl der wichtige Begriff der gleichméfiigen Konvergenz gerade der Konvergenz im
Raum der beschrénkten Funktionen entspricht. Das Hauptresultat dieses Paragra-
phen ist das Weierstra3ische Majorantenkriterium, das sich als nichts anderes als
das Majorantenkriterium des zweiten Kapitels im Rahmen des Banachraumes der
beschrinkten Funktionen entpuppt.

Paragraph 2 ist den Zusammenhéngen zwischen Stetigkeit, Differenzierbar-
keit und Konvergenz von Funktionenfolgen gewidmet. Dabei werden wir in natiirli-
cher Weise unseren Vorrat an konkreten Banachrdumen um ein weiteres wichtiges
Exemplar erweitern: den Raum der stetigen Funktionen auf einem kompakten
metrischen Raum.

Im darauffolgenden Paragraphen greifen wir unsere fritheren Betrachtungen
iiber Potenzreihen auf und untersuchen solche Funktionen, welche lokal durch Po-
tenzreihen darstellbar sind, die analytischen Funktionen. Wir analysieren insbe-
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sondere die Taylorreihe einer Funktion und leiten einige klassische Potenzreihen-
entwicklungen her. Ein tieferes Eindringen in die schone und wichtige Theorie der
analytischen Funktionen miissen wir allerdings zuriickstellen, bis wir im Besitz
eines tragfihigen Integralbegriffes sind.

Der letzte Paragraph ist der Frage nach der Approximierbarkeit stetiger
Funktionen durch Polynome gewidmet. Wihrend wir mittels der Taylorschen Poly-
nome lokale Approximationen angeben konnen, interessieren wir uns hier fiir das
Problem der gleichméfigen Approximierbarkeit. Das Hauptresultat ist der Satz
von Stone und Weierstrafl. Dariiberhinaus geben wir erste Einblicke in das Ver-
halten periodischer Funktionen. Wir beweisen, dafi die Banachalgebra der stetigen
2m-periodischen Funktionen isomorph ist zur Banachalgebra der stetigen Funk-
tionen auf der Einheitskreislinie. Aus dieser Tatsache ergibt sich unmittelbar der
Weierstrafische Approximationssatz fiir periodische Funktionen.
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1 Gleichméflige Konvergenz

Im Fall von Funktionenfolgen miissen wir mehrere Konvergenzbegriffe nebeneinan-
derstellen, je nachdem, ob wir uns fiir das punktweise oder mehr fiir das ,,globale*
Verhalten der involvierten Funktionen interessieren. In diesem Paragraphen fiithren
wir die punktweise und die gleichméflige Konvergenz ein und studieren die Re-
lationen, welche zwischen ihnen bestehen. Die abgeleiteten Resultate stellen die
Grundlage fiir tiefergehende analytische Untersuchungen dar.

Im gesamten Paragraphen bezeichnen X eine Menge und F := (E, |-|) einen
Banachraum {iber K.

Punktweise konvergente Folgen

Unter einer F-wertigen Funktionenfolge auf X verstehen wir eine Folge (f,,) in EX.
Ist die Wahl von X und E aus dem Zusammenhang klar (oder unwesentlich),
nennen wir (f,,) kurz Funktionenfolge.

Die Funktionenfolge (f,) konvergiert punktweise gegen f € EX wenn fiir
jedes x € X die Folge ( fn(ac)) in FE gegen f(z) konvergiert. In diesem Fall schrei-
ben wir f, p— f oder f, — f (pktw) und nennen f (punktweisen) Limes oder

(punktweise) Grenzfunktion von (f,).
1.1 Bemerkungen (a) Konvergiert (f,) punktweise, so ist die Grenzfunktion
eindeutig bestimmt.

Beweis Dies folgt unmittelbar aus Korollar 11.1.13. m

(b) Folgende Aussagen sind fiquivalent:

(i) fn — f(pktw).

(ii) Zu jedem z € X und jedem € > 0 gibt es eine natiirliche Zahl N = N(z,¢)
mit |fn(x) — f(z)| < e fir n > N.

(iii) Fiir jedes z € X ist (f,(z)) eine Cauchyfolge in E.

Beweis Die Implikationen ,,(i)=>(ii)=>(iii)“ sind klar. Die Aussage ,, (iii)=-(i)* gilt, weil
FE vollsténdig ist. m

(c) Offensichtlich sind die obigen Definitionen auch sinnvoll, wenn E durch einen
beliebigen metrischen Raum ersetzt wird. m

1.2 Beispiele (a) Es seien X :=[0,1], F:=R und f,(z) := 2"*!. Dann konver-
giert (f,) punktweise gegen die Funktion f: [0,1] — R mit

[0, x€[0,1),
f(:c).—{ 1, a=1.
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(b) Es seien X :=[0,1], E:=R und!

2nx x € [0,1/271] ,
falz) =< 2—2nx, z € [1/2n,1/n] ,
0, z € (1/n,1].
Dann konvergiert (f,,) punktweise gegen 0.
(c) Es seien X :=R, EF:=R und

Yn+1), zelmntl),
0 sonst .

fule) = {

Auch in diesem Fall konvergiert (f,) punktweise gegen 0. m

A A A
1] 1] 1]
i fo
fo
N fn
| f
: fo —
1 1/2n 1/n 1 1 2 3
zu (a) zu (b) zu (c)

Es zeigt sich, daf3 die punktweise Konvergenz fiir viele Zwecke zu schwach ist.
Analysiert man etwa Beispiel 1.2(a), so erkennt man, daf} alle Folgenglieder beliebig
oft differenzierbar sind, die Grenzfunktion aber nicht einmal stetig ist. Wir wollen
deshalb einen stédrkeren Konvergenzbegriff einfithren, der die Vertauschbarkeit von
Grenziibergéingen bei Funktionenfolgen sicherstellt.

Gleichmiflig konvergente Folgen

Die Funktionenfolge ( f,,) konvergiert gleichmiflig gegen f, wenn es zu jedem € > 0
ein N = N(e) € N gibt mit

|fn(z) — f(z)] <€, n>N, zeX. (1.1)

In diesem Fall schreiben wir f, — f oder f, — f (glm).
glm

IHier und in &hnlichen Situationen bedeutet 1/ab natiirlich 1/(ab), und nicht (1/a)b = b/a.
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Der wesentliche Unterschied zwischen punktweiser und gleichméfiger Kon-
vergenz besteht darin, dafl bei gleichméBiger Konvergenz der Index N nur von ¢
und nicht von z € X abhingt, wihrend bei punktweiser Konvergenz bei gegebe-
nem ¢ der Index N (e, z) i.allg. ,,von Punkt zu Punkt* verschieden sein kann. Bei
gleichmiifliger Konvergenz gilt die Abschiitzung (1.1) gleichméBig beziiglich x € X.

1.3 Bemerkungen und Beispiele (a) Jede gleichmifig konvergente Funktionen-
folge konvergiert punktweise, d.h., aus f,, — f (glm) folgt f, — f (pktw).

(b) Die Umkehrung von (a) ist falsch, d.h., es gibt punktweise konvergente Funk-
tionenfolgen, die nicht gleichméBig konvergieren.

Beweis Es bezeichne (f,) die Folge von Beispiel 1.2(b). Setzen wir z, :=1/2n fiir
n € N*, sogilt | fn(zn) — f(zn)| = 1. Deshalb kann ( f,,) nicht gleichmifig konvergieren. m

(c) Die Funktionenfolge (f,) von Beispiel 1.2(c) konvergiert gleichméBig gegen 0.
(d) Esseien X := (0,00), F:=Rund f,(z):=1/nz fir n € N*. Dann gelten:
(i) fo — 0 (pktw).
(ii) Fiir jedes a > 0 konvergiert (f,,) auf [a, 00) gleichméBig gegen 0.
(iii) Die Funktionenfolge (f,) konvergiert nicht gleichmifig gegen 0.
Beweis Die erste Aussage ist klar.

(ii) Es sei @ > 0. Dann gilt:
|fn(z)] =1/nx < 1/na , neN*, xz>a.

Also konvergiert (fn) auf [a,c0) gleichméBig gegen 0.

(iii) Fiir e > 0 und > 0 gilt |fn(z)| = 1/nz < € genau dann, wenn n > 1/xe gilt.
Deshalb kann (f,) auf (0, 00) nicht gleichméBig gegen 0 konvergieren. m

(e) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
() fu— f (ghm).

(i) (fa — f) — 0 in B(X, E).

(iii) [|fn = flloo = 0 in R.

Man beachte, dafl bei diesen Aussagen weder f, noch f zu B(X,FE) gehoren
muf, aber trotzdem gleichméfige Konvergenz vorliegen kann. Es seien némlich
X: =R, E:=R, fo(z):=x+1/n fir n € N* und f(z):=z. Dann konver-
giert (f,) gleichméBig gegen f, aber weder f noch f,, gehoren zu B(R,R).

(f) Gehoren f,, und f zu B(X, E), so konvergiert (f,) genau dann gleichmifBig
gegen f, wenn (f,) in B(X, E) gegen f konvergiert. m
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1.4 Satz (Cauchysches Konvergenzkriterium fiir gleichméfige Konvergenz) Die
Aussagen

(i) Die Funktionenfolge (f,) konvergiert gleichméBig;
(ii) Zu jedem e > 0 gibt es ein N := N () € N mit

an_fm||oo<€7 n,mZN,

sind dquivalent.

Beweis ,,(i)=>(ii)“ Nach Voraussetzung gibt es ein f € EX mit f, — f (glm).
Somit folgt aus Bemerkung 1.3(e), dafl (f, — f) im Raum B(X, E) gegen 0 kon-
vergiert. Wegen

1fn = fllso < fn = flloo + I1f = frmlloo

ergibt sich deshalb die Behauptung.
»(i)=(1)* Zu jedem & > 0 gibt es ein N = N(e) mit ||fn — fim|leo < & fiir
m,n > N. Setzen wir speziell € :=1 und f := fy(1), so erkennen wir, daf jedes

o~

fn — f zu B(X, E) gehort, falls n > N(1) gilt. Dariiber hinaus ist (f,, — f) eine
Cauchyfolge in B(X, E). Da B(X, E) nach Theorem I1.6.6 vollstéindig ist, gibt es
ein f € B(X,E) mit (f, — f) — f in B(X,E). Aufgrund von Bemerkung 1.3(e)
konvergiert die Folge (f,) deshalb gleichméBig gegen f+ f n

Funktionenreihen

Es sei (fi) eine E-wertige Funktionenfolge auf X, also eine Folge in EX. Dann gilt
sn::kaeEX, neN.
k=0

Also ist die Folge (s,,) in EX wohldefiniert. Wie in Paragraph I1.7 wird sie mit
> fr oder Y, fi bezeichnet und heifit E-wertige Funktionenreihe auf X, kurz:
Funktionenreihe (auf X). Ferner sind s, die n-te Partialsumme und f; der k-te
Summand dieser Funktionenreihe.

Die Funktionenreihe > fi heifit

punktweise konvergent :<= > fi.(z) konvergiert in E fiir jedes z € X;
absolut konvergent :<= Y| fi(2)| < oo fiir jedes z € X;
gleichmiflig konvergent :<=- (s,,) konvergiert gleichmiifig;
normal konvergent :<= > || fx| oo < 0.
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1.5 Bemerkungen (a) Essei ) fi eine punktweise konvergente E-wertige Funk-
tionenreihe auf X. Dann wird durch

eine Funktion erklirt, die wir als (punktweise) Summe oder (punktweise) Grenz-
funktion der Reihe > fi bezeichnen.

(b) Es sei (f) eine Folge in B(X, F). Dann kénnen wir die Reihe > f;, sowohl
als Reihe in B(X, F) als auch als E-wertige Funktionenreihe auf X auffassen. Die
normale Konvergenz der Funktionenreihe ist dann nichts anderes als die absolute
Konvergenz? der Reihe Y f; im Banachraum B(X, E).

(c) Es gelten die folgenden Aussagen:3
i fr absolut konvergent = > fr punktweise konvergent;
DY
(ii)) > fr gleichmiBig konvergent i > fx absolut konvergent;
(iii) > fx normal konvergent z > fr absolut und gleichméfig konvergent.

Beweis Die erste Aussage folgt aus Satz 11.8.1.
(ii) Wir setzen X :=R, E:=R und fx(z):= (=1)*/k fiir k € NX. Dann konver-
giert Y fi zwar gleichmiBig, aber nicht absolut (vgl. Bemerkung I1.8.2(a)).

Um hier die zweite Aussage zu verifizieren, betrachten wir X := (0,1), E := R und
fu(z) ;== z*, k € N. Dann ist 3 fi absolut konvergent. Fiir die Grenzfunktion s gilt

s(@)= fulz)=1/(1-z), x€(01),

k=0

und fiir die Reihenreste
s(z) — sn(z) = Z =" - ), z€(0,1), neN.
k=n+1
Somit gilt fiir e,z € (0,1):
n+1
s(x) — sn(r) <e = 1 <€

Da die rechts stehende Ungleichung fiir x nahe bei 1 nicht erfiillt ist, kann die Folge der
Partialsummen (s,) nicht gleichmé&Big konvergieren.

2Es ist sorgfiltig zu unterscheiden zwischen der (punktweisen) absoluten Konvergenz einer
Funktionenreihe Y fi und der absoluten Konvergenz von ) fx im Banachraum B(X, F). Aus
diesem Grund verwendet man im letzteren Fall den Begriff ,,normale Konvergenz“.

3(A =5 B) := —(A = B).
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(iii) Es sei ) fr normal konvergent. Dann gilt fiir jedes € X die Abschétzung
Slfe(@)] <30 frlloo < 00. Also ist > fi absolut konvergent. Weiter folgt aus (b) und
Satz 11.8.1, daB die Reihe Y fi in B(X, E) konvergiert. Deshalb ergibt sich aus Bemer-
kung 1.3(f) die gleichméBige Konvergenz von Y fi.

Schliefllich bezeichne (fi) die Funktionenfolge von Beispiel 1.2(c). Dann konver-
giert Y fr zwar absolut und gleichmifig, aber wegen > || f|loc = > 1/(k + 1) = oo nicht
normal. ®

Das Weierstrafische Majorantenkriterium

Eine besonders einfache Situation liegt vor, wenn wir eine Funktionenreihe als eine
Reihe im Banachraum B(X, E) auffassen konnen. In diesem Fall ist es moglich,
Resultate von Kapitel II anzuwenden. Auf diese Weise erhalten wir unmittelbar
den folgenden duflerst bequemen und wichtigen Konvergenzsatz.

1.6 Theorem (Weierstrafisches Majorantenkriterium) Es sei f, € B(X, E) fiir
k € N. Gibt es eine in R konvergente Reihe Y ay, mit || frlleo < oy fiir fast alle

k € N, so ist Y fr normal, also insbesondere absolut und gleichméilig, konvergent.

Beweis Wegen || fx||co < o0 fiir alle & € N kénnen wir die Reihe Y fi im Banach-
raum B(X, F) betrachten. Dann folgt die Behauptung unmittelbar aus dem Ma-
jorantenkriterium (Theorem II.8.3) und aus Bemerkung 1.5(c). m

1.7 Beispiele (a) Die Funktionenreihe Y, cos(kz)/k? konvergiert normal auf R.
Beweis Fiir z € R und k € N* gilt

| cos(kz)/k?| < 1/k* .
Also folgt die Behauptung aus Theorem 1.6 und Beispiel 11.7.1(b). m

(b) Fiir jedes o > 1 konvergiert die Funktionenreihe* )", 1/k* normal auf

Xo={2z€C; Rez>a}.

Beweis Offensichtlich gilt
I1/k*| = 1/K"% < 1/k~ 2€ Xa, keN*.
AuBerdem konvergiert die Reihe Y 1/k% (vgl. Aufgabe II1.7.12). Deshalb folgt die Be-

hauptung aus Theorem 1.6. m

. . 2
(c) Fiir jedes m € N* konvergiert >, 2™+ 2e~**" normal auf R.
4Die durch ¢(z) := 3, 1/k* auf {z € C; Rez > 1} dargestellte Funktion heifit (Riemann-
sche) Zetafunktion. Wir werden sie in Paragraph V1.6 ausfiihrlicher studieren.
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Beweis Es sei f,x(2) := \xm‘*‘?'e—’”z‘ fiir z € R. Die Funktion f, » besitzt an der Stelle
zar = \/(m + 2)/2k ein absolutes Maximum, dessen Wert

[(m + 2)/2ek] (m+2)/2

betréigt. Setzen wir cm = [(m + 2)/2e] (m+2)/2, 50 gilt || fmk|loo = cmk™ (M2 Weil die
Reihe ), k= (m+2/2 gemsf Aufgabe I11.7.12 konvergiert, erhalten wir die Behauptung
wiederum aus Theorem 1.6. m

Als eine wichtige Anwendung des Weierstra3schen Majorantenkriteriums be-
weisen wir, dafl eine Potenzreihe auf jeder kompakten Teilmenge ihres Konver-
genzkreises normal konvergiert.

1.8 Theorem Es seien > aY" eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradi-
us p und 0 < r < p. Dann konvergiert die Reihe® >~ aiY* normal auf rBg, also
insbesondere absolut und gleichméBig.

Beweis Wir setzen X := rBx und fy(z) := azz® fir € X und k € N. Dann gilt

> fklloo =D lak] r* < o0,

da geméfl Theorem I1.9.2 jede Potenzreihe im Innern ihres Konvergenzkreises ab-
solut konvergiert. Nun impliziert Theorem 1.6 die Behauptung. m

Aufgaben

1 Man entscheide, welche der Funktionenfolgen (f,) auf X := (0,1) gleichméfig kon-
vergieren, wenn f,,(x) gegeben ist durch:

(a) ¥/a;  (b) 1/(1+nx);  (c) /(14 nx).

2 Man verifiziere, daB (f,), mit fu(x) := \/(1/n2) + |z|2, auf K gleichmiBig gegen die
Betragsfunktion x — |z| konvergiert.

3 Man beweise oder widerlege, da 3~ 2" /n® bzw. 3 x™ auf B¢ gleichmiiBig konvergiert.

4 Man beweise oder widerlege: > (—1)"/nz konvergiert auf (0, 1] punktweise bzw. gleich-
méBig bzw. absolut.

5 Es sei X := Bg. Man untersuche ) f, auf normale Konvergenz, falls f,(z) gegeben
ist durch:
@ a0 [2f/Q+ ) (©al—a®) (@) [o1—a2)]"

6 Man verifiziere, dafl jede der Reihen

(a) (1 —cos(z/n)), (b)Y n(z/n—sin(z/n)),

auf jedem kompakten Teilintervall von R gleichm#flig konvergiert.

5GemiB unserer Vereinbarung von Paragraph 1.8 identifizieren wir das Monom atY* mit der
entsprechenden ,,monomialen“ Funktion.



388 V' Funktionenfolgen

(Hinweis: Man approximiere die Glieder dieser Reihen mit Hilfe des Taylorpolynoms
ersten bzw. zweiten Grades.)

7 Essei (fn) bzw. (gn) eine gleichmiiig konvergente E-wertige Funktionenfolge auf X
mit Grenzfunktion f bzw. g. Man zeige:

(a) (fn + gn) konvergiert gleichméBig gegen f + g.

(b) Gehort f oder g zu B(X,K), so konvergiert (fngn) gleichmiBig gegen fg.

Ferner belege man anhand eines Beispieles, da in (b) auf die Beschrinktheit der Grenz-

funktionen nicht verzichtet werden kann.

8 Essei (f») eine gleichméBig konvergente K-wertige Funktionenfolge auf X mit Grenz-
wert f, und es gebe ein a > 0 mit

|fa(@)]>a>0, neN, zeX.
Dann konvergiert (1/f,) gleichméBig gegen 1/ f.

9 Es seien (fn) eine gleichmifBig konvergente E-wertige Funktionenfolge auf X und
F ein Banachraum. Ferner gelte f,(X) C D fir n € N, und g: D — F sei gleichméifig
stetig. Dann ist (g o f,) gleichméiBig konvergent.
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2 Stetigkeit und Differenzierbarkeit bei Funktionenfolgen

In diesem Paragraphen betrachten wir konvergente Funktionenfolgen, deren Glie-
der stetig oder stetig differenzierbar sind, und untersuchen die Frage, unter welchen
Bedingungen die Grenzfunktionen die entsprechenden Eigenschaften ,erben®.

Im folgenden seien X := (X,d) ein metrischer Raum und E := (E,|-|) ein
Banachraum. Ferner sei (f,) eine E-wertige Funktionenfolge auf X.

Stetigkeit

Beispiel 1.2(a) zeigt, dafi der punktweise Grenzwert einer Folge stetiger (sogar
unendlich oft stetig differenzierbarer) Funktionen nicht stetig zu sein braucht.
Konvergiert die Folge jedoch gleichmifig, kann die Stetigkeit der Grenzfunktion
garantiert werden, wie das folgende Theorem zeigt.

2.1 Theorem Konvergiert die Funktionenfolge (f,) gleichméifig gegen f und sind
fast alle f, in a € X stetig, so ist auch f in a stetig.

Beweis Es sei ¢ > 0. Weil f,, gleichméfig gegen f konvergiert, gibt es geméif
Bemerkung 1.3(e) ein N € Nmit || f, — f|loc < €/3 fiir n > N. Da fast alle f,, in a
stetig sind, kénnen wir annehmen, dafl fy diese Eigenschaft hat. Somit finden wir
eine Umgebung U von a in X mit |fx(z) — fa(a)| < e/3 fiir x € U. Also gilt fiir
jedes x € U die Abschéitzung

|f(z) = fa)] < |f(z) = fn(@)] + |fn(z) = fn(a)| + |fn(a) — f(a)
<2 f = Iyl T lfn(x) — f(a)] <€,

welche die Stetigkeit von f in @ beweist. m

2.2 Bemerkung Offensichtlich bleiben Theorem 2.1 und sein Beweis richtig, wenn
X durch einen beliebigen topologischen Raum und F durch einen metrischen Raum
ersetzt werden. Dies gilt auch fiir alle nachfolgenden Aussagen dieses Paragraphen,
in denen nur von Stetigkeit die Rede ist, wie der Leser leicht verifizieren mag. m

Lokal gleichmiflige Konvergenz

Eine Inspektion des Beweises von Theorem 2.1 zeigt, dal dessen Aussage richtig
bleibt, wenn es eine Umgebung U von a gibt, so dal (f,) auf U gleichmiBig
konvergiert. Das Verhalten von (f,) aulerhalb von U ist fiir die Stetigkeit von f
in a bedeutungslos, da die Stetigkeit eine ,lokale“ Eigenschaft ist. Diese Tatsache
legt es nahe, auch den Begriff der gleichméfiigen Konvergenz zu , lokalisieren®.

Die Funktionenfolge (f,,) heifit lokal gleichméflig konvergent, wenn es zu je-
dem z € X eine Umgebung U gibt, so da (f,,|U) gleichméBig konvergiert. Die
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Funktionenreihe 3 f,, heift lokal gleichm#Big konvergent, wenn die Folge der Par-
tialsummen (s,,) lokal gleichméBig konvergiert.

2.3 Bemerkungen (a) Jede gleichmiiBig konvergente Funktionenfolge konvergiert
lokal gleichméfBig.

(b) Jede lokal gleichmiBig konvergente Funktionenfolge konvergiert punktweise.

(c) Ist X kompakt und konvergiert (f,) lokal gleichmiiBig, so konvergiert (f,)
gleichméfig.

Beweis GemifB (b) ist die (punktweise) Grenzfunktion f von (f,) wohldefiniert. Es
sei € > 0. Weil (f,) lokal gleichmé#Big konvergiert, gibt es zu jedem x € X eine offene
Umgebung U, von = und ein N(z) € N mit

lfny) —fW)l<e, y€Us, n>N(z).

Die Familie {U, ; z € X } stellt eine offene Uberdeckung des kompakten Raumes X
dar. Also finden wir Punkte zo,...,Tm € X, so dafl X bereits von den Mengen U,,,
0 < 7 < m, iiberdeckt wird. Fiir N := max{N(:Eo), . ,N(wm)} gilt dann

lfn(z) = f(z)| <e, zeX, n>N,

was zeigt, dafBl (f») gleichméBig gegen f konvergiert. m

2.4 Theorem (iiber die Stetigkeit der Grenzwerte von Funktionenfolgen) Kon-
vergiert die Folge stetiger Funktionen ( f,,) lokal gleichméBig gegen f, so ist auch f
stetig. Mit anderen Worten: Lokal gleichmiiflige Grenzwerte stetiger Funktionen
sind stetig.

Beweis Da die Stetigkeit von f eine lokale Eigenschaft ist, folgt die Behauptung
aus Theorem 2.1 m

2.5 Bemerkungen (a) Die Funktionenfolge (f,) konvergiere punktweise gegen f

und alle f,, sowie f seien stetig. Dann folgt i. allg. nicht, dafl (f,,) lokal gleichmifBig

gegen f konvergiert.

Beweis Fiir die Funktionenfolge (f,) aus Beispiel 1.2(b) gilt f, € C(R) mit fn —— 0,
pktw

aber (f,) konvergiert in keiner Umgebung von 0 gleichmiflig. m

(b) Theorem 2.4 kann als Aussage iiber die Vertauschbarkeit von Grenzwerten
interpretiert werden: Konvergiert die Funktionenfolge (f,,) lokal gleichméBig ge-
gen f, so gilt fiir a € X

lim lim f,(z) = lim lim f,(z) = lim f,(a) = f(a) .

Tr—a n—0o0 n—oo r—a n— oo

Analog gilt fiir eine lokal gleichméfig konvergente Funktionenreihe

lim D fi(2) =) lim fu(x) =) fula), a€X.
k=0 k=0 k=0
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Diese Tatsachen konnen dadurch ausgedriickt werden, dafl man sagt: ,,Lokal gleich-
miéfBige Konvergenz ist mit Grenzwertbildungen vertréglich.“

Beweis Man beachte die auf Theorem II1.1.4 folgende Bemerkung. m

(c) Jede Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius stellt auf ihrem Konver-
genzkreis eine stetige Funktion dar.!

Beweis Nach Theorem 1.8 konvergieren Potenzreihen im Konvergenzkreis lokal gleich-
méfBig. Also folgt die Behauptung aus Theorem 2.4. m

Der Banachraum der beschréinkten und stetigen Funktionen

Als einen besonders wichtigen Untervektorraum des Raumes B(X, E) der be-
schriankten F-wertigen Funktionen auf X fithren wir nun den Raum

BC(X,E) := B(X,E)NC(X, E)

der beschrinkten und stetigen Funktionen von X nach E ein. Offensichtlich ist
BC(X, E) ein Untervektorraum von B(X, E) (und von C(X, E)), den wir stets
mit der Supremumsnorm

I-lBc =1l

d.h. mit der von B(X, F) induzierten Topologie, versehen. Das folgende Theorem
zeigt, dal BC(X, E) ein Banachraum ist.

2.6 Theorem

(i) BC(X, E) ist ein abgeschlossener Untervektorraum von B(X, E), also ein
Banachraum.

(ii) Ist X kompakt, so gilt
BC(X,E)=C(X,E) ,
und die Supremumsnorm ||-||c stimmt mit der Maximumsnorm

[ max|f(z)|

rzeX
iiberein.

Beweis (i) Es sei (f,) eine Folge in BC(X, E), die in B(X,E) gegen f kon-
vergiert. Dann konvergiert (f,,) wegen Bemerkung 1.3(e) gleichmiifig gegen f.
Also ist f nach Theorem 2.4 stetig. Somit gehort f zu BC(X, E), was zeigt,
daB BC(X, E) ein abgeschlossener Untervektorraum von B(X, E) ist. Also ist
BC(X, E) vollstéandig (vgl. Aufgabe I1.6.4).

IWir werden im niichsten Paragraphen sogar nachweisen, daf die durch Potenzreihen darge-
stellten Funktionen beliebig oft differenzierbar sind.
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(ii) Ist X kompakt, so folgen aus dem Satz vom Minimum und Maximum
(Korollar I11.3.8) die Beziehungen C(X, E) C B(X, E) und

max | f(z)| = sup |f(z)| = || flle ,
rzeX z€X
was die Behauptungen beweist. m

2.7 Bemerkung Ist X ein nichtkompakter metrischer Raum, z.B. eine offene
Teilmenge von K", dann ist es nicht moglich, die lokal gleichméifige Konvergenz
durch eine Norm auf C'(X, E) zu beschreiben. Mit anderen Worten: Ist X nicht
kompakt, so ist C(X, E) kein normierter Vektorraum. Fiir einen Beweis dieser
Tatsache mufl auf Vorlesungen oder Biicher iiber Funktionalanalysis verwiesen
werden. m

Differenzierbarkeit bei Funktionenfolgen

Wir wollen nun untersuchen, unter welchen Voraussetzungen der punktweise Limes
einer Folge differenzierbarer Funktionen differenzierbar ist.

2.8 Theorem (iiber die Differenzierbarkeit von Funktionenfolgen) Es sei X eine
offene oder konvexe und perfekte Teilmenge von K, und es gelte f, € C*(X, E)
fiir n € N. Ferner gebe es f,g € EX, so daf§

(i) (fn) punktweise gegen f konvergiert;

(i) (f;) lokal gleichméBig gegen g konvergiert.
Dann gehért f zu C1(X, E), und es gilt f' = g. Auierdem konvergiert (f,) lokal
gleichméBig gegen f.

Beweis Es seia € X. Dann gibt es ein r > 0, so dafl (f},) auf B, := Bg(a,r) N X
gleichméBig gegen g konvergiert. Ist X offen, so kénnen wir » > 0 so klein wihlen,
daBl B(a,r) in X liegt. Also ist B, in jedem Fall konvex und perfekt. Deshalb
konnen wir fir jedes « € B, den Mittelwertsatz (Theorem IV.2.18) auf

0,1 =B, s fula+tz —a)) — tfy(a)( - a)
anwenden und finden die Abschétzung
|[fn(@) = fula) = fr(a)(@ —a)l < sup |f(a+t(z—a)) - fila)||z—al .
0<t<1
Durch den Grenziibergang n — oo erhalten wir hieraus
£@) = @) = (a)(a =) < sup [g(a+tla—)) ~g(@)]le—al ()

fiir jedes x € B,.. Theorem 2.4 zeigt, dal g zu C(X, E) gehort. Deshalb folgt
aus (2.1)

f(@) = fla) = g(a)(z —a) = o(jx —al) (z—a).
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Also ist f in a differenzierbar, und f’(a) = g(a). Insgesamt erhalten wir somit
feCYHX,E).

Es bleibt nachzuweisen, da8 (f,,) lokal gleichméBig gegen f konvergiert. Dazu
wenden wir den Mittelwertsatz auf die Funktion

[Oal]HEv t»—>(fn—f)(a+t(ac—a))
an. Damit erhalten wir die Abschitzung

[fo(@) = f(@)] < |ful2) = f(2) = (fula) = f(a))[ + |fu(a) = f(a)]

<7 swp |fi(attz =) = £+ e — )| + |fala) - f(@)

<rllfn =l s, + fnla) = fa)]

fiir jedes x« € B,. Die rechte Seite dieser Ungleichungskette ist unabhiingig von
x € B, und konvergiert wegen (ii), und da f’ = g bereits gezeigt ist, fiir n — oo
gegen 0. Also konvergiert (f,,) auf B, gleichmiflig gegen f. m

2.9 Korollar (iiber die Differenzierbarkeit von Funktionenreihen) Es sei X C K
offen oder konvex und perfekt, und (f,,) sei eine Folge in C* (X, E), fiir die >_ f,
punktweise und . f! lokal gleichméBig konvergieren. Dann gehért die Summe
S0 o fn zu CY(X, E), und

(E5) =% 1.
n=0 n=0

AufBerdem konvergiert » . f,, lokal gleichméfig.

Beweis Dies folgt unmittelbar aus Theorem 2.8. m

2.10 Bemerkungen (a) Es sei (f,,) eine Folge in C!(X, F), die gleichmiflig gegen f
konvergiert. Selbst wenn f stetig differenzierbar ist, konvergiert (f;) i.allg. nicht
punktweise gegen f’.

Beweis Es seien X :=R, E:=Rund f,(z) := (1/n)sin(nz) fiir n € N*. Wegen
| fn(z)| = |sin(nz)|/n < 1/n, re X,

konvergiert (f,) gleichméBig gegen 0. Andererseits gilt lim f,,(0) = 1. Also konvergiert
die Folge (f;,(0)) nicht gegen die Ableitung der Grenzfunktion im Punkt 0. m

(b) Es sei (f,) eine Folge in C*(X, E), und Y f,, konvergiere gleichmifiig. Dann
konvergiert > f! i.allg. nicht einmal punktweise.

Beweis Es seien wieder X := R und E := R. AuBerdem sei f,,(z) := (1/n?)sin(nz) fiir
n € N*. Dann gilt ||fn]lcc = 1/n%, und die Funktionenreihe 3" f, konvergiert nach dem

Weierstrafischen Majorantenkriterium gleichméBig. Wegen f,,(z) = (1/n) cos(nz) konver-
giert > f5,(0) nicht. m



394 V' Funktionenfolgen

Aufgaben

1 Man zeige:

(a) Ist (fn) gleichmiBig konvergent und ist jedes f, gleichmiflig stetig, so ist auch die
Grenzfunktion gleichméBig stetig.

(b) BUC(X,E) = ({ f € BC(X,E) ; fist gleichméBig stetig }, ||-||o) ist ein Banach-

raum.
(c) Ist X kompakt, so gilt BUC(X,E) = C(X, E).
2 Man betrachte eine Doppelfolge (z;x) in E mit:
(i) (xjk)ken konvergiert fiir jedes j € N;
(ii) Zu jedem € > 0 gibt es ein N € N mit

|Tmk — Tnk| <€, mn>N, keN.

Dann konvergiert (z;i);en fiir jedes k € N. Ferner konvergieren die Folgen (limy k) en
und (lim; z;x)ken, und es gilt

lim(lim z%) = im(lim 2, ) .
J k ko J

3 Es sei X kompakt, und (f,) sei eine punktweise konvergente Folge reellwertiger ste-
tiger Funktionen auf X. Ist die Grenzfunktion stetig und konvergiert (f,) monoton, so
ist (fn) gleichméBig konvergent (Satz von Dini).

(Hinweis: Konvergiert (f,) wachsend gegen f, so gilt

0<f(y) = v (w) = (fy) = F(@) + (f(@) = v (@) + (fva (2) = fva ()
fiir z,y € X und N, € N.)

4 Man belege anhand von Beispielen, dafl im Satz von Dini weder auf die Stetigkeit der
Grenzfunktion noch auf die monotone Konvergenz verzichtet werden kann.

5 Essei (fn) eine Folge monotoner Funktionen auf einem kompakten Intervall I. Ferner
konvergiere (fn) punktweise, und die Grenzfunktion f sei stetig. Dann ist f monoton,
und (f) konvergiert gleichmiflig gegen f.
6 Man betrachte eine reellwertige Funktionenfolge (f,) auf X, fiir die gilt:

(i) Fiir jedes x € X ist (fu(x)) fallend;

(ii) (fn) konvergiert gleichméBig gegen 0.
Dann konvergiert > (—1)" f» gleichméBig.
7 Es seien (fy) eine rellwertige und (gn) eine K-wertige Funktionenfolge auf X. Fer-
ner gelten:

(i) Fiir jedes x € X ist (fu(x)) fallend;

(ii) (fn) konvergiert gleichméBig gegen 0;

(iii) sup,||>r ngoo < 0.
Dann konvergiert > gn frn gleichméiBig.
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(Hinweise: Mit oy := Zfzo g; gilt

n n—1
Z gkfk: Z ak(fk_fk+l)+anfn_amfm
k=m-+1 k=m

fiir m <n. Zu € >0 und M := supy, ||ar|le gibt es ein N € N mit || fnllco < e/2M fiir
n > N. Somit folgt

n

| @ @] <MY (e~ firn) @)+ M(fa+ o)) < <
k=m

k=m+1 =
fiir z € X und n > m > N. Schliefllich beachte man Satz 1.4.)

8 Mit Hilfe der vorhergehenden Aufgabe zeige man, daB fiir jedes a € (0,7) die Funk-
tionenreihe 3", e'** /k auf [a, 2 — a] gleichmiBig konvergiert.
(Hinweis: Es gilt

le"™ —1] > /2(1 — cos ) , z € [, 2 —af .

Somit folgt
B ‘6i nr __ 1|

= <V/2/(1 = cosa)

jei® — 1]

n
(&
k=0

fir x € [a,2m — a].)

9 Essei A: EF — FE linear, und es gebe ein o > 0 mit ||Az|| < «||z|| fiir x € E. Ferner
sei xg € F, und

u(z) ::Z k!Akmo, zeK.
k=0

Dabei bezeichnet A* die k-fach Iterierte von A. Man zeige: u € C°°(K, E); und man

bestimme 9" u fiir n € N*.

(Hinweise: S (2" /k!)A*zo besitzt ||zo| e!*!* als konvergente Majorante. AuBerdem gilt

STA(ZR /RN ARz = Au(z).)

10 Es seien X offen in K, n € N* und
BCH(X,E) = ({fe CH(X,E) ) ajfEB(XvE)a j:O,...,n}, ||'HBC")

mit || f||pon 1= maxi<j<n |07 f|loo. Man beweise:
(a) BC™(X, E) ist kein abgeschlossener Untervektorraum von BC (X, E).
(b) BC™(X, E) ist ein Banachraum.

11 Esseien —co < a < b < oo und fp € Cl([a,b],E) fiir n € N. Die Folge (f;,) konver-
giere gleichmiiBig, und es gebe ein zo € [a, b], fiir welches (fa(20)), ., konvergiert. Man
beweise die gleichmiBige Konvergenz von (f,,). (Hinweis: Man beachte Theorem 1V.2.18.)



396 V' Funktionenfolgen

3 Analytische Funktionen

Nun studieren wir Funktionenreihen von besonders einfacher Bauart, namlich Po-
tenzreihen. Wir wissen bereits, daf solche Reihen auf ihren jeweiligen Konvergenz-
kreisen lokal gleichmiBig konvergieren. Es wird sich zeigen, dafl eine Potenzreihe
in ihrem Konvergenzkreis gliedweise differenziert werden kann und daf§ die ,ab-
geleitete” Reihe wieder eine Potenzreihe mit demselben Konvergenzradius wie die
urspriingliche Reihe ist. Hieraus folgt unmittelbar, dafl eine Potenzreihe in ihrem
Konvergenzkreis eine glatte Funktion darstellt.

Diese Beobachtung fithrt uns in natiirlicher Weise zum Studium solcher Ab-
bildungen — der analytischen Funktionen —, die lokal durch Potenzreihen dar-
stellbar sind. Diese Klasse von Funktionen besitzt eine sehr reichhaltige ,,innere*
Struktur, deren Schonheit und Bedeutung wir in spiteren Kapiteln besser kennen-
lernen werden.

Differenzierbarkeit von Potenzreihen

Esseia =), ax X" € K[X]. Wie iiblich bezeichnen p = p, den Konvergenzradius
von a und a die durch a auf pBg dargestellte Funktion. Sind keine Miflverstandnisse
zu befiirchten, schreiben wir B fiir Bg.

3.1 Theorem (iiber die Differenzierbarkeit von Potenzreihen) Ista =), ax X" ei-
ne Potenzreihe, so ist a auf pB stetig differenzierbar. Die ,gliedweise differenzierte*
Reihe 3, - kap X k=1 hat ebenfalls den Konvergenzradius p, und

oo ’ oo
d(x) = (Z akxk> = Zkakxkfl , z € pB.
k=0 k=1

Beweis Es bezeichne p’ den Konvergenzradius der Potenzreihe Y kax X*~!. Die
Hadamardsche Formel (11.9.3) liefert, zusammen mit Beispiel 11.4.2(d) und Auf-
gabe I1.5.2(d), die Bezichung

1 1 1
/ = = = = .
P lim &/k|ax|  lim vk lim /|ag|  lim {/]ay| P
AuBerdem konvergiert die Potenzreihe ), -, kap X k=1 gemiB Theorem 1.8 in pB
lokal gleichm#Big. Also ergibt sich die Behauptung aus Korollar 2.9 m

3.2 Korollar Ist a = >_ a;, X" eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius,
so gelten a € C*°(pB,K) und a = 7 (a,0). Mit anderen Worten: > a; X" ist die
Taylorreihe von a um 0 und ay, = a*)(0)/k!.
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Beweis Durch vollstindige Induktion folgt aus Theorem 3.1, dafl a auf pB glatt
ist und daB fiir z € pB

oo

a® (x Z (n—1)---(n—k+ Daya"*, keN,

gilt. Hieraus ergibt sich a(*) (0) = klay fir k € N, und somit die Behauptung. m

Analytizitat

Es sei D offen in K. Eine Abbildung f: D — K heifit analytisch (in D), wenn es zu
jedem z¢ € D ein r = r(zo) > 0 mit B(zo,r) C D und eine Potenzreihe ), ap X"
mit Konvergenzradius p > r gibt, so dafl

x) = Zak(aj — aco)k , x € B(zo,r) ,

gilt. In diesem Fall sagt man, f sei um z( in die Potenzreihe Y, aj;(X — z¢)*

entwickelt, und x( ist der Entwicklungspunkt dieser Darstellung. Die Menge aller
in D analytischen Funktionen bezeichnen wir mit C¥(D,K) oder mit C*¥ (D), falls
keine MiBverstéindnisse zu befiirchten sind. Ferner heifit f € C“(D) reell- bzw.
komplex-analytisch, wenn K = R bzw. K = C gilt.

3.3 Beispiele (a) Polynome sind analytisch auf K.
Beweis Dies folgt aus (IV.3.1). m

(b) Die Abbildung K* — K*, x + 1/x ist analytisch.

Beweis Es sei zo € K*. Dann gilt gemi8 Beispiel I11.7.4 fiir jedes = € B(zo, |zo|) die
Identitat:

11 1 I — x—a:())k = (—=1)F k
x xo 1+ (:E — X0 /xo = < o 1;:0: LEISJFI ( 0)

Dies beweist die Analytizitit von z +— 1/z auf K*. m

3.4 Bemerkungen Es seien D offen in K und f € KP.

(a) Ist f analytisch, so ist die Potenzreihenentwicklung von f um zy eindeutig.

Beweis Dies folgt aus dem Identitétssatz fiir Potenzreihen (Korollar 11.9.9). m

(b) f ist genau dann analytisch, wenn f zu C*° (D) gehort und es zu jedem z¢ € D
eine Umgebung U in D gibt mit

f@) =T(f,20)(x), zelU,
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d.h., wenn f € C*(D) in jedem zy € D lokal durch seine Taylorreihe darstell-
bar ist.

Beweis Dies folgt unmittelbar aus Korollar 3.2. m

(c) Die Analytizitit von f ist eine lokale Eigenschaft, d.h., f ist genau dann in D
analytisch, wenn es zu jedem zy € D eine Umgebung U gibt mit f|U € C¥(U).

(d) Fiir die Funktion f: R — R mit

rw={ Ty

0, <0,
gelten f € C°(R) und f(z) # T(f,0)(x) = 0 fiir z > 0, wie wir in Beispiel IV.1.17

gesehen haben. Somit wird die Funktion f in keiner Umgebung von 0 durch ihre
Taylorreihe dargestellt. Also ist f nicht analytisch.

(e) C¥(D,K) ist eine Unteralgebra von C*°(D,K), und 1 € C¥(D,K).

Beweis Aus Theorem IV.1.12 wissen wir, da C*°(D, K) eine K-Algebra ist. Somit folgt
die Behauptung aus Satz 11.9.7. m

Als néchstes wollen wir beweisen, dal Potenzreihen in ihren Konvergenz-
kreisen analytische Funktionen darstellen. Gemifl Bemerkung 3.4(b) und Korol-
lar 3.2 bleibt nachzuweisen, dafl Potenzreihen lokal durch ihre Taylorreihen dar-
stellbar sind.

3.5 Satz Esseia =) apX" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius p. Dann gilt
a € C¥(pB,K), und

a(x) =T (a,z9)(x) , xo € pB, € B(xo,p— |zo]) -
Eine Potenzreihe stellt in ihrem Konvergenzkreis eine analytische Funktion dar.

Beweis (i) Wie im Beweis von Korollar 3.2 finden wir

a® (zg) = ;n(n — 1) (n—k+ Dapzp " = k! ;(Z)anxgk

fiir zyp € pB. Beachten wir (Z) = 0 fiir ¥ > n, so erhalten wir:

T(a,x0) = i(i(;)anxg_k)(X —x0)k . (3.1)

k=0 n=0
(if) Mit r := p — |2g| > 0 und

b k() == (Z)anngk(x —xo)k , nkeN, zeB(xg,r),
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folgt aus dem binomischen Lehrsatz (Theorem 1.8.4)

m

Z |bp ke (z)| = Z lan| (|zo| + |z — zo])™ , meN, xzeB(xo,r). (3.2)
n,k=0 =

Da die Potenzreihe a in pB absolut konvergiert, ist fiir x € pB
o0
)= > lanl (|zo| + | — zo])"
n=0

denn es gilt |zo| + |z — zo| < p. Zusammen mit (3.2) finden wir

sup Z bk (2)] < M(z) , x € B(zo,r) .
mENnk 0

Also ist die Doppelreihe Zn’k(Z)anngk(x — x0)* fiir jedes € B(xg, ) summier-
bar. Somit folgt aus Theorem II1.8.10(ii) und (3.1):

T (a,zo)( i;i::o( )anxo (x — )"
i( ( ) o kx—xo )an Zanx

n=0 k=0
fiir © € B(zo,r), wobei wir (k) = 0 fiir £ > n und noch einmal den binomischen
Satz verwendet haben. Aufgrund von Korollar 3.2 und Bemerkung 3.4(b) ist somit
alles bewiesen. m

M:

3.6 Korollar
(i) Die Funktionen exp, cos und sin sind analytisch auf K.

(ii) Aus f € C¥(D,K) folgt f' € C¥(D,K).

Beweis Die erste Aussage folgt unmittelbar aus Satz 3.5. Wegen Theorem 3.1
ergibt sich (ii) ebenfalls aus Satz 3.5. m

Stammfunktionen analytischer Funktionen

Es seien D offen in K, F ein normierter Vektorraum und f: D — E. Dann heifit
F: D — E Stammfunktion von f, falls I’ differenzierbar ist mit F’ = f.

Eine nichtleere Teilmenge eines metrischen Raumes nennen wir Gebiet, wenn
sie offen und zusammenhingend ist.
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3.7 Bemerkungen (a) Es seien D C K ein Gebiet und f: D — E. Ferner seien
F,, F, € EP Stammfunktionen von f. Dann ist F» — F; konstant, d.h., Stamm-
funktionen sind bis auf additive Konstanten eindeutig.

Beweis (i) Essei F' := Fy — F1. Dann ist F differenzierbar mit F’ = 0. Wir miissen nach-
weisen, daf§ F' konstant ist. Dazu seien zo € D fest und Y := {z € D ; F(z) = F(=o) }.
Wegen zp € Y gilt Y # ().

(ii) Als n#chstes zeigen wir, dafl Y in D offen ist. Es sei y € Y. Da D offen ist,
gibt es ein 7 > 0 mit B(y,r) C D. Fiir z € B(y,r) setzen wir ¢(t) := F(y + t(z — y)),
t € [0,1]. Dann ist ¢ : [0,1] — E differenzierbar mit

O(t)=F'(y+tlx—y)(x—y)=0, tel01],

wegen F' = 0. Also folgt aus Theorem IV.2.18, dafl ¢ konstant ist. Insbesondere ergibt
sich F(z) = ¢(1) = ¢(0) = F(y) = F(x0), da y zu Y gehért. Wir haben somit nachge-
wiesen, dal B(y,r) in Y liegt, d.h., Y ist offen in D.

(iii) Die Funktion F ist differenzierbar und damit stetig. Ferner ist Y die Faser
von F im Punkt F(zo), d.h. Y = F~'(F(z0)). Deshalb ist Y in D abgeschlossen (vgl.
Beispiel I11.2.22(a)).

(iv) Da D zusammenhéngend ist, folgt aus Bemerkung 111.4.3, da8 Y = D gilt. Also
ist F' konstant. m

(b) Essei a =Y ar X" eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius p. Dann
besitzt a in pB eine Stammfunktion, die bis auf additive Konstanten eindeutig ist
und durch die Potenzreihe Y- (ax/(k + 1)) X*! dargestellt wird.

Beweis Da pB zusammenhéingend ist, geniigt es gemif (a) nachzuweisen, daff die an-
gegebene Potenzreihe in pB eine Stammfunktion von a darstellt. Dies folgt aber aus
Theorem 3.1. m

3.8 Satz Besitzt f € C¥(D,K) eine Stammfunktion F', so ist auch F analytisch.

Beweis Es sei zg € D. Dann gibt es ein r > 0 mit
> fR) (g
f(a;)zzf k(' 0)(x—xo)k, x € B(zg,r) C D .
k=0
Nach Bemerkung 3.7(b) gibt es ein a € K mit
o (k)
F(x) =a+ Z F(@o) (z — xo)F Tt x € B(zo,r) . (3.3)

Also folgt aus Satz 3.5, dafl F' in B(zg, r) analytisch ist. Da die Analytizitit eine
lokale Eigenschaft ist, folgt die Behauptung. m
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Die Potenzreihenentwicklung des Logarithmus

Im néchsten Theorem werden insbesondere die Aussagen von Beispiel IV.3.5 und
Anwendung IV.3.9(d) verschérft.

3.9 Theorem Der Logarithmus ist analytisch auf C\(—o0,0], und fiir z € B¢ gilt
log(1+ 2) = 3232, (—1) 124 k.

Beweis Wir wissen aus Beispiel IV.1.13(e), dafi der Logarithmus eine Stamm-
funktion von z +— 1/z auf C\(—oo0,0] ist. Deshalb ergibt sich die erste Aussage
aus Satz 3.8 und Beispiel 3.3(b).

Aus der Potenzreihenentwicklung

1 c- (_1)k k X
L= g ()t €T, zEBclafal)
k=0 ~0

und Bemerkung 3.7(b) folgt

% k
-1
logz =c+ E (kj—l))zgﬂ (z—z0)"th, 2,29 € C\(=00,0] , |2 — 20| < |20/ ,

mit einer geeigneten Konstanten c. Setzen wir z = 2 erhalten wir ¢ = log zp, und
mit zp = 1 ergibt sich die angegebene Potenzreihenentwicklung. m

Die Binomialreihe

Die (allgemeinen) Binomialkoeffizienten werden fiir o« € C und n € N durch

()0 e (e,

definiert. Offensichtlich stimmen diese Definitionen fiir o € N mit denen von Pa-
ragraph 1.5 iiberein. Ferner gelten die Formeln

()=(" )+ (o) ma o™, ) =men(,5) 6
fir « € C und n € N (vgl. Aufgabe 7). Die Potenzreihe

Z(Z‘)X’c e C[X]
k

heiBt Binomialreihe (oder binomische Reihe) zum Exponenten «. Fiir o € N gilt
offensichtlich (Z‘) =0 fiir k¥ > «. In diesem Fall reduziert sich die Binomialreihe

auf das Polynom
3 ( ) (1+X)*
k=0
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Im folgenden Theorem erweitern wir diese Aussage auf den Fall beliebiger
Exponenten.

3.10 Theorem Es sei a € C\N.

(i) Die Binomialreihe hat den Konvergenzradius 1, und

S()F =, sene. 5

k=0

(ii) Die Potenzfunktion z +— 2% ist analytisch auf {z € C; Rez >0}, und es
gilt

o0
e
za:Z(k)zg_k(z—zo)k, Rez,Rezp >0, |z — 2| <|z0] -
k=0

(iii) Fiir Rez > 0 und w € C\(—00, 0] mit z + w € C\(—o0, 0] und |z| > |w| gilt*

(z4+w)* = i(i)za_kwk .

k=0

(iv) Fiir a € (0,00) konvergiert die Binomialreihe normal auf Bc.

Beweis Im folgenden sei a := (,Oc‘)

(i) Wegen o ¢ N gilt lim |ag /ap41| = limg ((k + 1) /|a — k|) = 1. Also besitzt
die Binomialreihe nach Satz 11.9.4 den Konvergenzradius 1.
Es sei f(2) := > pearz” fiir z € Bc. Aus Theorem 3.1 und (3.4) folgt

oo

P = ik(Z)Zk—l _ ;(Hl)(kil)zk _ ag(a; 1)zk ,

k=1
und wir erhalten unter Beachtung der ersten Formel von (3.4)

o0

(1+2)f(:) = a@(a ()
Sofie () () e

fir z € Be. Somit gilt

(1+2)f'(z) —af(z)=0, z €B¢ .

L Aus Beispiel IV.1.13(g), Bemerkung 3.4(b) und Theorem VIIL.5.11 wird folgen, da8 die Aus-
sagen (ii) und (iii) fiir alle z € C\(—oo0, 0] gelten.



V.3 Analytische Funktionen 403

Hieraus folgt

[(1+2)f()] =1 +2) A +2)f(z) —af(z)] =0, zeBc.

Weil B¢ ein Gebiet ist, wissen wir aus Bemerkung 3.7(a), dafl es ein ¢ € C gibt
mit (14 2)"%f(z) = c fiir z € B. Wegen f(0) =1 erhalten wir ¢ =1, und somit
f(z) = (1 + 2)* fiir z € Be. Damit ist diese Aussage bewiesen.

(ii) Es seien Re z,Re zp > 0 mit |z — 2| < |20]. Dann folgt aus (3.5):

2% = (20 + (2 — 20))" = z{f(1+ Z;()ZO)

~ () =R (e

k=0 k=0

Insbesondere ist z — 2% auf { z € C ; Rez > 0} analytisch.
(iiil) Wegen |w/z| < 1 finden wir, wiederum mit (3.5),

w\ & ZraN (WNE AN ok
rwp == (e D) == () (5) =X ()t
k=0 k=0
also die Behauptung.
(iv) Wir setzen oy, := |( )| fiir k € N. Dann gilt
kap — (k4 1okt = aag >0, k>a>0. (3.6)

Also ist die Folge (kay) fallend fiir k > «, und es gibt ein 8 > 0 mit lim kay, = 5.
Hieraus folgt

h}an(kak —(k+1Dag1) = — 1171;[1((” + Dany1) = 4.
k=0

Folglich erhalten wir mit (3.6)

Zak = ; Z(kak—(k+1)ak+1) <00 .

k>a k>a

Wegen |ay2¥| < ay fiir [2] < 1 ist die Behauptung nun eine Konsequenz des Wei-
erstrafischen Majorantenkriteriums (Theorem 1.6). m

3.11 Beispiele Wir wollen im folgenden die Binomialreihe fiir die speziellen Werte
a =1/2 und o = —1/2 genauer untersuchen.
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(a) (Der Fall o =1/2) Zuerst berechnen wir die Binomialkoeffizienten:

()= nala1) o (a-#41)

(~1)F=11.3. ... . (2k—3)
K 2k
13- (2k—3)

o qyk—1
=(=1) 2.4.....9k

fiir k > 2. Also liefert Theorem 3.10 die Reihenentwicklung

_ P B g1 1-3- - (2k—3) , _
\/1+z—1+2+2( 1) o4 op 2 z€Bc. (3.7)

(b) (Berechnung von Quadratwurzeln) Wir schreiben (3.7) in der Form

oo
\/1+Z—1+ 222 bkz , z € Bc
k=0
mit
by := 1/8, biy1 = bk(2]€+3)/(2]€+6) s keN,

und betrachten diese Reihe auf dem Intervall [0, 1]. Aus der Fehlerabschétzung fiir
alternierende Reihen (Korollar 11.7.9) folgt dann

2n 2n+1
1+ 92” 22 (’;(—1)kbkxk) <Vidtz<l+ 92” - xz(’;) (—l)kbkxk>

fiir n € Nund « € [0, 1]. Diese Abschitzungen bieten eine weitere Moglichkeit zur
numerischen Approximation von Quadratwurzeln. So gilt z.B. fiirn = 2 und z = 1:

1 1 1 5 7
14+ — — —1,39843... < V2 <1,39843 ... =1,42578. ..
t o gt g qog = 139843 < V2 < 1,39843 + grg = 1,42578

Mit diesem Verfahren kénnen Quadratwurzeln fiir Zahlen aus dem Intervall [0, 2]
numerisch approximiert werden.

Eine Methode, mit der auch Werte, die grofier als 2 sind, behandelt werden
konnen, erhalten wir durch eine einfache Modifikation: Soll die Quadratwurzel von
a > 2 bestimmt werden, so suche man m € N mit m? < a < 2m?. Setzt man dann
x = (a —m?)/m?, so gelten x € (0,1) und a = m?(1 + z). Deshalb finden wir

Va=my1+ (147 =T )
a=m r=m — e
278 "16 7 )

und folglich

{14— —xzz kbkx}<\/a<m[1+2—x22§1 bkx}.

k=0
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Als numerisches Beispiel dient uns

1 1 1 5
10 =3(1 —~ — S
v ( 297881 7 16-720 1286561 )

mit der Approximation

11 1 5
1 . - ): 16227637 ... < /1
3( 18 " 648 T 11664 ~ s39808) = > 16227637... < V10
21
<
<3,16227637...4+ 1o

= 3,16227776.. ..

Zum Vergleich geben wir die ersten gesicherten Ziffern der Dezimalbruchentwick-
lung an: v/10 = 3, 162277660 . . .

(¢) (Der Fall « = —1/2) Hier gilt

-1/2 pl:3- - (2k—1)
= (— > .
( k ) (=1) 2.4 ... .2k ’ k22
Somit erhalten wir aus Theorem 3.10
1 -(2k—1) _
= Be .

Aus |z| < 1 folgt | — 2?| < 1. Wir kénnen also z durch —z? ersetzen und erhalten
1
V1— 22

Insbesondere folgt aus Satz 3.5, daf§ die Funktion z +— 1/\/1 — 22 auf B¢ analy-
tisch ist. m

2k—1) 42k i
=1+ E B¢ . .
+ ok ; z € Bc (3.8)

Fiir reelle Argumente erhalten wir aus (3.8) eine Potenzreihenentwicklung fiir
den Arcussinus.

3.12 Korollar Der Arcussinus ist reell analytisch auf (—1,1) und

2k—1 2k:+1
arcsin(z —£L'+Z ok )Qk—l—l’ re(—-1,1).

Beweis Gemi8 Bemerkung 3.7(b) und (3.8) ist

2k—1) 2k+1
F(w)_H +Z ok kg1 TECELD,

eine Stammfunktion von f: (—1,1) >R, z+ 1/v1— 22 Andererseits wissen
wir aus Anwendung IV.2.10, dafl auch der Arcussinus eine Stammfunktion von f
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ist. Wegen F'(0) = 0 = arcsin(0) und Bemerkung 3.4(a) gilt deshalb F' = arcsin.
SchlieBlich folgt aus Satz 3.5, dafl arcsin auf (—1, 1) analytisch ist. m

Der Identitétssatz fiir analytische Funktionen

Am Schlufl dieses Paragraphen wollen wir eine wichtige globale Eigenschaft ana-
lytischer Funktionen vorstellen: Verschwindet eine analytische Funktion auf einer
offenen Teilmenge eines Gebietes D, so verschwindet sie auf ganz D.

3.13 Theorem (Identitétssatz fiir analytische Funktionen) Es seien D ein Gebiet
inKund f € C¥(D,K). Gibt es in D einen Héufungspunkt von Nullstellen von f,
so verschwindet f in D.

Beweis Wir setzen
Y:={z€D; 3 (z,) in D\{z} mit limz, =z und f(z,) =0firne N} .

Dann ist Y gemédB Annahme nicht leer. Fiir jedes y € YV gilt f(y) = 0 aufgrund
der Stetigkeit von f. Folglich gehort jeder Haufungspunkt von Y ebenfalls zu Y.
Also ist Y geméf Satz I11.2.11 abgeschlossen in D. Es sei g € Y. Da f analytisch
ist, gibt es eine Umgebung V von zy in D und eine Potenzreihe 3 ai X* mit
f(z) =" ar(x — x0)* fiir z € V. Da 9 zu Y gehort, gibt es eine Folge (y,,) in
V\{xo} mit y,, — xo und f(y,) = 0 fiir n € N. Somit folgt aus dem Identitétssatz
fiir Potenzreihen (Korollar I11.9.9) aj = 0 fiir k € N. Also verschwindet f in V', was
zeigt, daB3 V zu Y gehort. Folglich ist Y auch offen in D.

Insgesamt ist gezeigt, dafl Y eine nichtleere, offene und abgeschlossene Teil-
menge des Gebietes D ist. Da D zusammenhéngend ist, folgt deshalb Y = D (vgl.
Bemerkung I11.4.3). m

3.14 Bemerkungen (a) Es seien D ein Gebiet in K und f,g € C¥(D,K). Gibt es
eine in D konvergente Folge (x,,) mit =, # xp41 und f(x,) = g(z,) fiir n € N, so
gilt f=g.

Beweis Die Funktion h := f — g ist analytisch in D und lim z,, ist ein Haufungspunkt
in D von Nullstellen von h. Also impliziert Theorem 3.13 die Behauptung. m

(b) Ist D offen in R, so ist C¥(D,R) eine echte Unteralgebra von C*°(D,R).

Beweis Da sowohl die Differenzierbarkeit als auch die Analytizitéit lokale Eigenschaften
sind, kénnen wir annehmen, D sei ein beschréanktes offenes Intervall. Es ist leicht zu sehen,
daB fiir xg € D und f € C*(D,R) die Funktion = — f(z — xo) auf zo + D analytisch ist.
Also geniigt es, den Fall D := (—a,a) fiir ein a > 0 zu betrachten. Es sei nun f die
Einschrankung der Funktion von Beispiel IV.1.17 auf D. Dann gelten f € C*°(D,R) und
f|(—=a,0) =0, aber f # 0. Somit folgt aus (a), dafl f nicht analytisch ist. m
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(c) Eine von Null verschiedene analytische Funktion kann durchaus unendlich viele
Nullstellen besitzen, wie das Beispiel des Cosinus zeigt. Nur diirfen sie sich nicht
im Definitionsgebiet hiufen.

(d) Der Beweis von (b) zeigt, daf in Theorem 3.13 im reellen Fall nicht auf die Ana-
lytizitdat von f verzichtet werden kann. Im komplexen Fall liegt eine vollig andere
Situation vor. Wir werden spéter sehen, daf§ die Begriffe ,,komplexe Differenzier-
barkeit* und , komplexe Analytizitit® zusammenfallen, so dafl sogar C1(D, C) fiir
jede offene Teilmenge D von C mit C* (D, C) iibereinstimmt. m

3.15 Bemerkung Es sei D offen in R, und f: D — R sei (reell) analytisch. Dann
gibt es zu jedem x € D ein r, > 0 mit

% (k) (5
f(y)Zka,()(y—x)’“, y € Br(z,m)N D .
k=0 ’

Die Menge

DC = U ]B(C(.’L',’I"m)
zeD

ist eine in C offene Umgebung von D. Durch
> 1K) (4
fea(z) = Z !/ Ic'( )(z —z)k z € Be(x,ry)
k=0

wird gemif Satz 3.5 fiir jedes € D auf Be(z, ;) eine analytische Funktion defi-
niert. Aus dem Identitdtssatz fiir analytische Funktionen folgt, dal durch

fe(z) == feau(2) , z € Be(x,ry), €D,

eine analytische Funktion fc: D¢ — C mit fc D f definiert wird, die analytische
Fortsetzung von f auf Dc.

Nun seien D offen in C und Dg := D NR # (). Ferner seien f € C¥(D,C)
und f(Dgr) C R. Dann ist f|Dg offensichtlich reell analytisch.

Diese Uberlegungen zeigen, dafi wir uns beim Studium analytischer Funk-
tionen auf den komplexen Fall beschrinken kénnen, was wir im weiteren stets
tun werden. m

Aufgaben

1 Es seien D offen in C mit Dg := DNR # @ und f € C¥(D,C). Man zeige:
(a) (Re f)| Dr und (Im f)| Dr sind reell-analytisch.

(b) Es sei f = 3" ax(X — x0)* eine Potenzreihenentwicklung von f um z¢ € Dg mit Kon-
vergenzradius p > 0. Dann sind die Aussagen

(i) f|D € C*(D,R);
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(ii) ax € R fiir jedes k € N;
wobei D := Dy N (zo — p, zo + p), Aquivalent.

2 Die Funktion f € C*(D,K) habe keine Nullstelle. Man zeige, dafl auch 1/f analy-
tisch ist.
(Hinweis: Man verwende den Divisionsalgorithmus von Aufgabe I11.9.9.)

3 Essei h: C— C durch

h(z);:{ (62—11)/2, ji% ,

gegeben. Man verifiziere: h € C*(C,C) mit h(z) # 0 fiir |z] < 1/(e — 1).

(Hinweise: Fiir die Analytizitit betrachte man Y X*/(k + 1)!. Aus Bemerkung I1.8.2(c)
folgt die Abschétzung

Ih(2)| =

e —1 2 2k
. ‘Zl_kzzl(k—f—l)!

fiir z € C.)

4 GemaB den Aufgaben 2 und 3 ist die Funktion z — z/(e* — 1) auf B(0,1/(e — 1))
analytisch. Also gibt es ein p > 0 und By € C mit

oo
K B

er—1 L2ap?
k=0

z € pB.

Man berechne By, ..., Bip und verifiziere, daf3 alle By rational sind.

5 Es seien D ein Gebiet in C und f € C¥(D, C), und es gelte eine der Bedingungen
(i) Re f = const;
(ii) Im f = const;
(i) f e C¥(D,C);
(iv) |f| = const.
Dann ist f konstant. (Hinweise: (i) Durch Betrachten geeigneter Differenzenquotienten
zeige man f'(2) €iRNR. (iii) 2Ref = f+ fund (i). (iv) |f]*> = ff und Aufgabe 2.)
6 Esseip>0,und f € C*(pB) werde auf pB durch 3 ay X* dargestellt. Ferner sei (xn)
eine Nullfolge in (pB)\{0}. Dann sind die folgenden Aussagen édquivalent:
(i) f ist gerade;
(i) f(zn) = f(=zn), n€N;
(iii) agm+1 =0, m € N.
Man formuliere eine analoge Charakterisierung von ungeraden analytischen Funktionen

auf pB.

7 Man beweise die Formeln (3.4).
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8 Fir o, € C und k € N gilt

(“EN=2(7,)

£=0

9 Man verifiziere, daf3 die Funktionen
(a) sinh: C— C, cosh: C— C, tanh: C\in(Z+ 1/2) — C;
(b) tan: C\w(Z +1/2) — C, cot: C\nZ — C;

analytisch sind. (Hinweis: Man verwende Satz 3.8.)

10 Es ist zu zeigen, dal die Funktionen
In(cos) , In(cosh), =z — In*(1+x)

in einer Umgebung von 0 analytisch sind. Wie lauten die entsprechenden Potenzreihen-
entwicklungen um 07
(Hinweis: Man bestimme zuerst eine Potenzreihenentwicklung fiir die Ableitungen.)

11 Fir z € [-1,1] gilt
oo 2k+1 3 5 7
k

T T T T
arctana::Z(—l) =z — + _ 4+,
2k 41 35 7

und somit (Formel von Leibniz)

(Hinweise: arctan’ x = 1/(1 + 2?). Fiir x = £1 ergibt sich die Konvergenz aus dem Leib-
nizschen Kriterium (Theorem I1.7.8).)
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4 Polynomiale Approximation

Wir haben gesehen, dafl differenzierbare Funktionen lokal durch ihre Taylorpolyno-
me approximiert werden. Liegt Analytizitét vor, besteht sogar eine lokale Darstel-
lung durch Potenzreihen. Dies bedeutet, dafl analytische Funktionen lokal beliebig
genau durch Polynome approximiert werden konnen, wobei der Fehler in jeder
Ordnung beliebig klein gemacht werden kann, wenn man Polynome beliebig ho-
hen Grades zuléfit und sich auf hinreichend kleine Umgebungen eines Punktes xg
beschrinkt. Dabei sind die approximierenden Polynome die Taylorpolynome, die
durch die Werte der zu approximierenden Funktion und ihrer Ableitungen im
Punkt xg explizit gegeben sind. Auflerdem kann fiir Taylorpolynome der Approxi-
mationsfehler mittels der diversen Restglieddarstellungen kontrolliert werden. In
diesen Tatsachen liegt nicht zuletzt die grofle Bedeutung des Taylorschen Satzes,
insbesondere im Bereich der Numerischen Mathematik, die sich u.a. mit der Her-
leitung effizienter Algorithmen zur néherungsweisen Berechnung von Funktionen
und Losungen von Gleichungen befafit.

In diesem Paragraphen untersuchen wir das Problem der globalen Appro-
ximation von Funktionen durch Polynome. Wir werden sehen, dafl der Satz von
Stone und Weierstra$} eine Losung dieser Aufgabe fiir beliebige stetige Funktionen
auf kompakten Teilmengen des R™ garantiert.

Banachalgebren

Eine Algebra A heifit Banachalgebra, wenn A ein Banachraum ist, und wenn die
Ungleichungen

labl| < llal[ bl ,  a,be A,

erfilllt sind. Besitzt A ein Einselement e, wird aulerdem ||e|| = 1 gefordert.

4.1 Beispiele (a) Es sei X eine nichtleere Menge. Dann ist B(X,K) eine Banach-
algebra mit dem Einselement 1.

Beweis Aus Theorem I1.6.6 wissen wir, da3 B(X,K) ein Banachraum ist. Ferner gilt

[fgllec = sup [f(z)g(x)| < sup [f(z)] sup |g(z)| = [|fllc 9/l »  fr9 € B(X,K).
zeX rzeX zeX

Dies zeigt, daB B(X,K) eine Unteralgebra von K* ist. Fiir das Einselement 1 von K*
gelten 1 € B(X,K) und ||1||cc = 1. Damit ist alles gezeigt. m

(b) Es sei X ein metrischer Raum. Dann ist BC(X,K) eine abgeschlossene Un-
teralgebra von B(X,K), welche 1 enthélt, also eine Banachalgebra mit Eins.

Beweis Gemif Theorem 2.6 ist BC(X,K) ein abgeschlossener Untervektorraum von
B(X,K), und damit selbst ein Banachraum. Nun folgt die Behauptung aus (a) und
Satz I111.1.5. m
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(c) Es sei X ein kompakter metrischer Raum. Dann ist C(X, K) eine Banachalge-
bra mit dem Einselement 1.

Beweis In Theorem 2.6 haben wir gezeigt, dal in diesem Fall die Banachrdume C(X, K)
und BC(X,K) iibereinstimmen. m

(d) In jeder Banachalgebra A ist die Multiplikation A x A — A, (a,b) — ab stetig.
Beweis Fiir (a,b) und (aog,bo) aus A x A gilt

llab — aobo| < lla — aoll [[b]] + [laol| b — bol|
woraus sich die Behauptung leicht ergibt (vgl. den Beweis von Beispiel I11.1.3(m)). m

(e) Ist B eine Unteralgebra einer Banachalgebra A, so ist B eine Banachalgebra.
Beweis Zu a,b € B gibt es Folgen (an) und (bn) mit an — a und b, — b in A. Aus
Satz I1.2.2 und Bemerkung I1.3.1(c) folgt

a+ Ab =limay, + Alimb, = lim(a, + Ab,) € B

fir A € K. Also ist B ein abgeschlossener Untervektorraum von A und somit selbst ein
Banachraum. Wegen (d) gilt auch anb, — ab, so dafl auch ab zu B gehort. Folglich ist B
eine Unteralgebra von A, also eine Banachalgebra. m

Dichtheit und Separabilitit

Eine Teilmenge D eines metrischen Raumes X ist dicht in X, wenn D = X gilt.
Ein metrischer Raum heifit separabel, wenn er eine abzdhlbare dichte Teilmenge
enthélt.

4.2 Bemerkungen (a) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) D ist dicht in X.

(ii) Fiir jedes z € X und fiir jede Umgebung U von z gilt: U N D # (.
(iii) Zu jedem x € X gibt es eine Folge (d;) in D mit d; — =.

(b) Es seien X1, ..., X,, metrische Rdume, und D; sei dicht in X; fur 1 < j < m.
Dann ist Dy x --- x D,, dicht in X7 X --- x X,,.

Beweis Dies ist eine unmittelbare Konsequenz von (a) und Beispiel 11.1.8(e). m

(c) Die Definitionen von Dichtheit und Separabilitét sind offensichtlich fiir allge-
meine topologische Rdume giiltig. Ebenso sind die Aussagen (i) und (ii) von (a)
in allgemeinen topologischen Réumen zueinander #iquivalent, nicht jedoch zu (iii).

(d) Es seien X und Y metrische Rdume, und h: X — Y sei topologisch. Dann
ist D genau dann dicht in X, wenn h(D) dicht in Y ist.

Beweis Dies folgt unmittelbar aus der Charakterisierung (ii) von (a) und der Tatsache,
dafl Homdomorphismen Umgebungen auf Umgebungen abbilden (vgl. Aufgabe I11.3.3). m
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4.3 Beispiele (a) Q ist dicht in R. Also ist R separabel.
Beweis Dies folgt aus den Sétzen 1.10.8 und 1.9.4. m

(b) Die irrationalen Zahlen R\@Q bilden eine dichte Teilmenge von R.

Beweis Dies haben wir in Satz 1.10.11 bewiesen. m

(c) Fiir jede Teilmenge A von X gilt: A ist dicht in A.

(d) Q@Q+4Q ist dicht in C. Also ist C separabel.

Beweis Dies folgt aus (a) und Bemerkung 4.2(b) (vgl. auch Bemerkung I1.3.13(e)). m

(e) Jeder endlich-dimensionale normierte Vektorraum ist separabel. Insbesondere
ist K" separabel.

Beweis Essei V ein normierter Vektorraum iiber K, und (b1, . .., by) sei eine Basis von V.
GeméB (a) und (d) ist K separabel. Es seien D eine abzéhlbare und dichte Teilmenge
von K und

Vp = {Zzzlakbk ;g € D} .

Dann ist Vp abzihlbar und dicht in V' (vgl. Aufgabe 6). m

Im folgenden Satz stellen wir einige niitzliche dquivalente Formulierungen der
Dichtheit zusammen.

4.4 Satz Es seien X ein metrischer Raum und D C X. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(i) D ist dicht in X.
(ii) Ist A abgeschlossen mit D C A C X, so folgt A= X. Also ist X die einzige
abgeschlossene dichte Teilmenge von X.
(iii) Zu jedem x € X und jedem € > 0 gibt es ein y € D mit d(x,y) < e.

(iv) Das Komplement von D hat ein leeres Inneres, d.h. (D¢)° = ().

Beweis ,,(i)=-(ii)*“ Es sei A abgeschlossen mit D C A C X. Aus Korollar I11.2.13
folgt dann X = D C A= A. Also gilt A = X.

»(il)=>(iil)“ Wir argumentieren indirekt: Gibt es ein z € X und ein € > 0 mit
DnNB(z,e) =0, so folgt D C [E(w,s)]c‘ Dies widerspricht (ii), da []B%(x,z—:)]c eine
abgeschlossene Teilmenge von X ist mit []B%(x, 5)]C #+ X.

»(iil)=>(iv)“ Nehmen wir an, (D°)° sei nicht leer. Da (D°)° offen ist, gibt es
ein x € (D)° und ein € > 0 mit B(z,e) C (D°)° C D¢. Also gilt D NB(z,e) =0,
was (iii) widerspricht.

»(iv)=(1)* Geméf Aufgabe II1.2.5 gilt fiir jede Teilmenge V' von X die Be-
ziehung V = X \ (X\V). Aus (iv) folgt deshalb ) = (D°)° = X \ (D¢)c = X \ D,
also D = X. Damit ist alles bewiesen. m

Natiirlich ist Aussage (iii) dquivalent zu Aussage (ii) von Bemerkung 4.2(a).
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Der Satz von Stone und Weierstraf3

Als Vorbereitung auf den eigentlichen Beweis des Satzes von Stone-Weierstraf3
wollen wir zwei Hilfssétze bereitstellen.

4.5 Lemma Es gilt

|t\:2(1]/€2)(t2—1)k, tel-1,1].
k=0

Die Reihe konvergiert normal auf [—1,1].

Beweis Wir setzen z := 2 — 1 fiir t € [~1,1]. Dann gilt
=V =vV1+t2-1=y1+uz,
und die Behauptung folgt aus Theorem 3.10. m

4.6 Lemma FEs seien X ein kompakter metrischer Raum und A eine abgeschlossene
Unteralgebra von C'(X,R), welche 1 enthilt. Dann gehéren mit f und g auch |f|,
fVgund fAgzu A.

Beweis Es seien f,g € A. Nach Aufgabe 1.8.11 gelten die Beziehungen
1 1
fvg= (frg+lf—gl), fAhg= (f+g—If—dl).

Deshalb geniigt es nachzuweisen, dal mit f auch | f| zu A gehort. AuBlerdem geniigt
es, den Fall f # 0 zu betrachten. Aus Lemma 4.5 folgt

-2 ()e = 3|

wobei die rechts stehenden Reihenreste fiir m — oo gegen Null konvergieren. Also
finden wir zu jedem € > 0 ein P. € R[t] mit

It = P-()] <e/Ifloo >  te[-1,1].
Mit ¢ := f(2)/||fllo gilt somit

e[-1,1],

1l [17@)/ 1] = P-(F @) /1fll) | < we X

Es sei gc := || flloo P=(f/[|f|loc)- Da A eine Unteralgebra von C'(X,R) ist, welche 1
enthilt, gehort g. zu A. Somit ist gezeigt: Zu jedem & > 0 gibt es ein g € A mit
H lf| — gHOo < e. Also gehort | f| zu A. Da A nach Voraussetzung abgeschlossen ist,
folgt die Behauptung. m



414 V Funktionenfolgen

Eine Teilmenge M von C(X,K) trennt die Punkte von X, wenn es zu jedem
(z,y) € X x X mit z # y ein m € M gibt mit m(x) # m(y). Die Menge M heifit
stabil unter Konjugation, wenn aus m € M stets m € M folgt.!

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir das Haupttheorem dieses Paragra-
phen beweisen.

4.7 Theorem (Approximationssatz von Stone und Weierstral) Es sei X ein
kompakter metrischer Raum, und A sei eine Unteralgebra von C(X,K), welche 1
enthélt. Trennt A die Punkte von X und ist A stabil unter Konjugation, so ist A
dicht in C(X,K). Also gibt es zu jedem f € C(X,K) und jedem ¢ >0 eina € A
mit || f — alloc <e.

Beweis Wir unterscheiden die Fille K =R und K = C.
(a) Es seien zuerst f € C(X,R) und ¢ > 0.
(i) Wir behaupten: Fiir y, z € X gibt es ein hy . € A mit

hy:(y) = fly) und hy.(2)=f(z). (4.1)

In der Tat: Gilt y = z, leistet die konstante Funktion h,, , := f(y)1 das Gewiinsch-
te. Weil A die Punkte von X trennt, finden wir im Fall y # z ein g € A mit
9(y) # g(2). Deshalb kénnen wir

f(z2) = f(y)
9(z) — 9(y)

bilden, und diese Funktion gehort zu A. Wegen hy . (y) = f(y) und hy .(2) = f(2)
ist (4.1) bewiesen.

hy. = fy)l+ (9—9(y)1)

(ii) Fiir y, 2 € X setzen wir
Uy ={2€X; hy.(2) < fl@)+e}, Vy.:={ze€X; hy.(x)> f(z)—c}.

Da hy . — f stetig ist, wissen wir aus Beispiel I11.2.22(c), dal Uy, und V. in X
offen sind. Wegen (4.1) gehéren y zu U, , und z zu V, ,. Es sei nun 2z € X fest. Dann
ist {U,., y € X} eine offene Uberdeckung des kompakten Raumes X. Deshalb
finden wir yg, ..., ¥, in X mit U;":O Uy,,- = X. Wir setzen

h,:= min h,, ,:=h AN---Nh .
=T 0, i V0,2 Ym 2

Aufgrund von Lemma 4.6 gehort h, zu A. Zudem gilt
h.(z) < f(z)+ ¢, reX, (4.2)
da es zu jedem z € X ein j € {0,...,m} gibt mit z € Uy, ..

Tm reellen Fall ist diese Forderung immer erfiillt: Jede Teilmenge von C(X,R) ist stabil unter
Konjugation.
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(ili) Fiir z € X sei V, := (., Vj,,»- Dann gilt
hy(z) > f(z) —¢, xeV,. (4.3)

Wegen (4.1) ist {V, ; z € X} eine offene Uberdeckung von X. Also finden wir,
aufgrund der Kompaktheit von X, Punkte zq,...,2, in X mit X =J;_, Vs,.
Setzen wir
h:= max h,, =h; V---Vh,, ,
0<k<n
so0 zeigen Lemma 4.6 und Beispiel 4.1(e), dafl h zu A gehort. AuBerdem folgen aus
(4.2) und (4.3) die Ungleichungen

flx)—e<h(x) < f(z)+e, zeX.

Also gilt ||f — hlleo < €. Da h zu A gehort, gibt es ein a € A mit ||h — al| < €.
Insgesamt haben wir nachgewiesen, daB ||f — aljcc < 2¢ gilt. Weil € > 0 beliebig
war, folgt nun die Behauptung aus Satz 4.4.

(b) Es sei K= C.

(i) Wir bezeichnen mit Ar die Menge aller reellwertigen Funktionen in A.
Dann ist Ag eine Algebra {iber dem Korper R. Weil A unter Konjugation stabil ist,
gehoren fiir jedes f € A die Funktionen Re f = (f + f)/2 und Im f = (f — f)/2i
zu Agr. Also gilt A C Agr + i Ag. Da offensichtlich auch Ag + i Ag C A richtig ist,
haben wir A = AR + 7 Ar bewiesen.

(ii) Es seien y, z € X mit y # z. Weil A die Punkte von X trennt, gibt es ein

f e Amit f(y) # f(z). Insbesondere gilt Re f(y) # Re f(z) oder Im f(y) # Im f(2).
Also trennt auch Ag die Punkte von X. Nun kénnen wir das in (a) bewiesene Re-

sultat anwenden und finden C(X,R) = Ag. Deshalb gilt
ACCX,C)=C(X,R)+iC(X,R) = Ar +i AR . (4.4)

(iii) SchlieBlich sei f € Ar + ¢ Ag. Dann gibt es g,h € Ag mit f=g+ih,
und wir finden Folgen (gx) und (hg) in A mit g; — ¢ und h; — h in C(X,R).
Deshalb konvergiert die Folge (gi +ihi) in C(X,C) gegen g + ¢h = f. Folglich
gehort f zu A, was C(X,C) = Ag +iAr C A beweist. Mit (4.4) ergibt sich nun
die Behauptung. m

4.8 Korollar FEs sei M C R" kompakt.

(a) Jede stetige K-wertige Funktion auf M kann beliebig genau gleichméBig durch
Polynome in n Variablen approximiert werden, d.h., K[Xy,..., X,]| M ist
dicht in C(M,K).

(b) Der Banachraum C(M,XK) ist separabel.

Beweis (a) Wir setzen A :=K[Xq,...,X,]|M. Dann ist A offensichtlich eine
Unteralgebra mit Eins von C(M,K). Auflerdem trennt A die Punkte von M und
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ist stabil unter Konjugation (vgl. Aufgabe 7). Somit folgt die Behauptung aus dem
Satz von Stone und Weierstrafl.

(b) Im Fall K = R bildet Q[X7, ..., X,]| M eine abzéhlbare dichte Teilmenge
von C'(M,R). Im Fall K = C leistet (Q +iQ)[X7,...,X,]|M das Gewiinschte. m

4.9 Korollar (Weierstrafischer Approximationssatz) Es gelte —oco < a < b < o0.
Dann gibt es zu jedem f € C([a,b],K) und zu jedem ¢ > 0 ein Polynom p mit
Koeffizienten in K, so daf8 | f(z) — p(x)| < € fiir « € [a, b] gilt.

Mit Hilfe des Stone-Weierstralschen Theorems kénnen wir nun leicht ein Bei-
spiel eines normierten Vektorraumes, der nicht vollstdndig ist, angeben.

4.10 Beispiele (a) Es sei I ein kompaktes perfektes Intervall, und P sei die
Unteralgebra von C(I) aller (Restriktionen von) Polynome(n) auf I. Dann ist P
ein normierter Vektorraum, aber kein Banachraum.

Beweis Nach Korollar 4.9 ist P dicht in C(I). Da exp |I zu C(I), aber nicht zu P

gehort, ist P ein echter Untervektorraum von C'(I). Somit folgt aus Satz 4.4, dal P nicht
abgeschlossen, also auch nicht vollstéindig ist. m

(b) Es seien I ein kompaktes Intervall und € := exp|/. Dann ist
A::{Zzzoaksk; ap € K, nGN}

eine dichte Unteralgebra von C(I,K). Also kann jede auf I stetige Funktion be-
liebig genau gleichméfig durch ,,Exponentialsummen® t +— ZZ:O aret® approxi-
miert werden.

Beweis Offensichtlich ist A eine Unteralgebra von C'(I,K) mit 1 € A. Wegen e(s) # e(t)
fiir s # t trennt A die Punkte von I. Da A stabil ist unter Konjugation, folgt die Be-
hauptung aus Theorem 4.7. m

(c) Esseien S:=S':={z€ C; |z| =1} und x(z) := z fiir z € S. Mit yj := x*
fiir k € Z sei

P(S) :=P(S,C) := { Sohe _nckxk; e €C, ne N} .
Dann ist P(S) eine dichte Unteralgebra von C(S) := C(S,C).

Beweis Es ist klar, da3 P := P(S) eine Unteralgebra von C(S) ist mit 1 € P. Wegen
x(2) # x(w) fir z # w trennt P die Punkte von S, und wegen x, = x—x ist P stabil
unter Konjugation. Also impliziert Theorem 4.7 wieder die Behauptung. m

Die grofle Allgemeinheit des Satzes von Stone und Weierstrafl mufl durch
einen nichtkonstruktiven Beweis erkauft werden. Beschrankt man sich auf die Si-
tuation des klassischen Weierstrafischen Approximationssatzes, also auf das Pro-
blem, eine stetige Funktion auf einem kompakten Intervall gleichméflig durch Po-
lynome zu approximieren, so sind Beweise moglich, welche explizite Vorschriften
zur Konstruktion der Niherungspolynome enthalten (vgl. Aufgaben 11 und 12).
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Trigonometrische Polynome

Wir greifen Beispiel 4.10(c) nochmals auf und stellen z in der Form e’ mit einem
geeigneten t € R dar. Fiir £ € N und ¢, c_ € C folgt dann aus der Eulerschen
Formel (IT1.6.1)

enz® 4 c_pz " = (cp + c_g) cos(kt) +i(cx — c_y) sin(kt) .
Mit
ag :=cCrp+c_, bg:= i(Ck: - ka:) (4‘5)
gilt fiilr p:=Y0_ ., cixk € P(9):

n

+ Z [ay, cos(kt) + by, sin(kt)] . (4.6)
k=1

ao

ple’) =,

Dies legt folgende Definition nahe: Fiir n € N und ag, by, € K heifit die Funktion

T,.R—>K, te “20 + Y [ax cos(kt) + by, sin(kt)] (4.7)
k=1
(K-wertiges) trigonometrisches Polynom. Ist K = R bzw. K = C, so ist T, reell

bzw. komplex. Gilt (an,,by,) # (0,0), ist T,, ein trigonometrisches Polynom vom
Grad n.

4.11 Bemerkungen (a) Es sei
P(S,R) := {p: S h L CkXk C—k=Ck, —n<k<n, neE N} .
Dann gilt P(S,R) = P(S,C) N C(S,R), und P(S,R) ist eine reelle Unteralgebra
von C(S,R).
Beweis Fiir p € P(S,R) gilt

p= Z CkX = Z C—kX-k =D -

k=—n k=—n

Dies zeigt P(S,R) C P(S) N C(S,R). Ist p € P(S) reellwertig, so folgt aus x, = x—k, daB

Z CkX—k =P=Dp= Z Ck Xk = Z C_kX—k

k=—n k=—n k=—n

gilt, also

n

> (er—cr)xr=0. (4.8)

k=—n
Da x—» nirgends verschwindet, folgt aus der Relation x_r = X—nXn—k, dal (4.8) zu

2n

p = Z An—kXn—k =0 (4.9)

k=0
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mit an_j = c_p — ¢ fir —n < k < n dquivalent ist. Da ¢ die Restriktion auf S eines
Polynoms ist, folgt aus dem Identitéitssatz fiir Polynome (Korollar 1.8.18) a, =0 fiir
0 <k <2n. Also gehort p zu P(S,R), was die erste Behauptung beweist. Die zweite
Aussage ist nun klar. m

(b) Es sei TP(R,K) die Menge aller K-wertigen trigonometrischen Polynome.
Dann ist 7P (R, K) eine Unteralgebra von BC(R,K), und

cis*: P(S,K) - TP(R,K), pr pocis

ist ein Algebrenisomorphismus.

Beweis Aus (4.5), (4.6) und (a) folgt leicht, dafl die Abbildung cis® wohldefiniert ist. Es
ist auch klar, daB 7P (R, K) ein Untervektorraum von BC(R, K) ist, und daf cis™ linear
und injektiv ist. Es sei T, € TP(R,K) durch (4.7) gegeben. Wir setzen p := > _,_ . crXxk
mit

co:=ao/2, ck:=(ar—1by)/2, c_p:=(ar+1ibr)/2, 1<k<n. (4.10)

Dann folgt aus (a), daB3 p zu P(S,K) gehort, und (4.5) und (4.6) implizieren T3, = p o cis.
Also ist cis™ auch surjektiv und somit ein Vektorraumisomorphismus. Ferner gilt

cis"(pq) = (pg) o cis = (pocis)(gocis) = (cis" p)(cis”q) ,  p,q € P(S,K) .

Folglich ist cis™ : P(S,K) — BC(R, K) ein Algebrenhomomorphismus. Hieraus ergibt sich,
daBl 7P(R,K), das Bild von P(S, K) unter cis*, eine Unteralgebra von BC(R, K) und cis*
ein Isomorphismus von P(S,K) auf 7P(R,K) sind. m

(c) Die Unteralgebra 7P(R,K) ist nicht dicht in BC (R, K).

Beweis Es sei f € BC(R,K) durch

—27 —oo <t < —2m,
@) = t, —27 <t <21,
21, 2 <t < o0,

definiert. Ferner gelte fiir T' € TP(R, K) die Abschitzung |T'(27) — 27| < 27. Da T peri-
odisch mit der Periode 27 ist und f(27) = 27 = — f(—27) gilt, folgt

|T(—27) — f(—=2m)| = |T(27) + 27| > 27 .

Also ist fiir jedes T' € TP(R,K) die Abschitzung ||f — T||cc > 27 richtig. Nun folgt die
Behauptung aus Satz 4.4. m

Nach Beispiel 4.1(e) ist der Abschlufl von 7P(R,K) in BC(R,K) eine Ba-
nachalgebra. Wir werden nun zeigen, dafl diese Banachalgebra gerade die Algebra
der auf R stetigen und 2m-periodischen K-wertigen Funktionen ist.
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Periodische Funktionen

Zuerst beweisen wir einige allgemeine Eigenschaften periodischer Funktionen. Es
seien M eine Menge und p # 0. Dann heifit f : R — M periodisch mit der Periode p
(kurz: p-periodisch), wenn gilt:> f(t + p) = f(t) fiir t € R.

4.12 Bemerkungen (a) Eine p-periodische Funktion ist vollstindig bestimmt
durch ihre Restriktion auf ein Intervall der Lénge p, ein Periodenintervall.

(b) Es seien f: R — M p-periodisch und ¢ > 0. Dann ist die Funktion
R— M, t— f(tp/q)

g-periodisch. Folglich geniigt es fiir das Studium periodischer Funktionen einer
festen Periode p, sich auf den Wert p = 27 zu beschrianken.

(c) Es sei Abby, (R, M) die Teilmenge von M= der 27-periodischen Funktionen
mit Werten in M. Dann ist die Abbildung

cis*: M — Abbg,(R,M), g+ gocis

bijektiv. Also kénnen wir mittels dieser Bijektion die 27-periodischen Funktionen
mit den Funktionen auf der Einheitskreislinie identifizieren.

Beweis Da cis: R — S periodisch ist mit der Periode 2, hat fiir jedes g € M° auch
g ocis diese Eigenschaft. Aufgrund von Satz II1.6.15 ist ¢ := cis |[0, 27) eine Bijektion
von [0, 2) auf S. Somit stellt die Funktion g := f o o~ " fiir f € Abba, (R, M) eine wohl-
definierte Abbildung von S nach M dar, und es ist klar, dafl g o cis = f gilt. Also ist cis*
bijektiv. m

(d) Es sei M ein metrischer Raum, und f € C(R, M) sei periodisch und nicht
konstant. Dann besitzt f eine kleinste positive Periode p, die minimale Periode,
und pZ™ ist die Menge aller Perioden von f.

Beweis Fiir ¢ € R seien P, :={peR; f(t+p)=f(t)} und P:=(),cp Pi. Dann ist
P\{0} die Menge aller Perioden von f. Da f stetig ist, ist auch p— f(t + p) stetig
auf R. Weil P, die Faser der Abbildung p — f(t + p) im Punkt f(¢) ist, folgt aus Bei-
spiel I11.2.22(a), daB P; in R abgeschlossen ist. Also ist auch P als Durchschnitt abge-
schlossener Mengen abgeschlossen. Ferner gelten P # {0}, da f periodisch ist, und P # R,
da f nicht konstant ist. Fiir p1,p2 € P gilt f(t+p1 —p2) = f(t+p1) = f(t) fiir ¢t € R.
Also gehort auch p1 — p2 zu P. Fiir p1 = 0 folgt somit, dafl mit p auch —p zu P gehort.
Ersetzen wir nun pa durch —p2, erhalten wir p; + p2 € P. Also ist P eine abgeschlosse-
ne Untergruppe von (R, +). Wegen P # R enthélt P ein kleinstes positives Element po.
Denn sonst géibe es zu jedem € > 0 ein p € PN (0,¢), folglich zu jedem s € R ein k € Z
mit |s — kp| < e. Somit wire P dicht in R, was nach Satz 4.4 P = R bedeuten wiirde.
Offensichtlich ist poZ eine Untergruppe von P. Nehmen wir an, ¢ € P\poZ und, ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit, ¢ > 0. Dann gibt es ein r € (0,po) und ein k € N* mit

2Dies ist ein Spezialfall der in der FuBnote zu Korollar II1.6.14 gegebenen Definition.
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q = kpo + r. Hieraus folgt » = q¢ — kpo € P, was der Minimalitdt von po widerspricht.
Dies zeigt P = poZ, und damit die Behauptung.® m

Es sei M ein metrischer Raum. Dann setzen wir
Cor(R,M) :={ f € C(R,M) ; f ist 2r-periodisch } .

Die folgenden Uberlegungen zeigen, dafl die Abbildung cis* von Bemerkung 4.11(b)
eine stetige Erweiterung auf C(S,K) besitzt. Dieses Resultat, das eine wesentliche
Verschirfung von Bemerkung 4.12(c) darstellt, impliziert auflerdem, dafl wir die
stetigen 27-periodischen Funktionen mit den stetigen Funktionen auf S identifi-
zieren konnen.

4.13 Satz Ist M ein metrischer Raum, so ist cis* eine Bijektion von C(S, M)
auf Car (R, M).

Beweis Aus Bemerkung 4.12(c) und der Stetigkeit von cis folgt, dafl cis* eine in-
jektive Abbildung von C(S, M) nach Car (R, M) ist. Da cis* bijektiv von M* nach
Abba, (R, M) ist, bleibt zu zeigen, da8 fiir f € Ca, (R, M) die Funktion (cis*)~1(f)
auf S stetig ist. Dazu beachten wir, da8 fiir ¢ = cis |[0,27) gilt p~! = arg | S. So-
mit folgt aus Aufgabe I11.6.9, dal ¢! die Menge S® := S\ {—1} stetig auf (—m, )
abbildet. Also bildet g := (cis*)~!(f) = f o ¢! die Menge S*® stetig nach M ab.
Wenn ¢ in (—m, m) gegen £ strebt, gilt cis(t) — —1, und die 27-Periodizitdt von f
impliziert

i g(z) = f(x) = (eis") 7 ()(-)

z€S°

Folglich ist (cis*)~1(f) stetig auf S. m

4.14 Korollar Es sei E := (E, |-|) ein Banachraum. Dann ist auch C2,(R, E) ein
Banachraum mit der Maximumsnorm

Ifllcs, i= _max_ |,
némlich ein abgeschlossener Untervektorraum von BC(R, E), und cis* ist ein iso-
metrischer Isomorphismus* von C(S, E) auf Ca, (R, E).

Beweis Aufgrund von Bemerkung 4.12(a) ist es offensichtlich, dal Ca, (R, E) ein
Untervektorraum von BC(R, E) ist, und daf || || die Norm ||||¢,, induziert. Es
ist auch klar, dafl der punktweise — also insbesondere der gleichméfige — Grenz-
wert einer Folge 2m-periodischer Funktionen wieder 27-periodisch ist. Folglich ist

3Dieser Beweis zeigt: Ist G eine abgeschlossene Untergruppe von (R,+), so gilt entweder
G = {0}, G = (R,+), oder G ist unendlich zyklisch (d.h., G ist eine unendliche Gruppe, die von
einem einzigen Element erzeugt wird).

4Natiirlich ist im Zusammenhang mit Vektorriumen mit einem ... morphismus immer ein
Vektorraum . .. morphismus gemeint.
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C2: (R, E) ein abgeschlossener Untervektorraum des Banachraums BC(R, E), al-
so selbst ein Banachraum. Nach Satz 4.13 ist cis™ eine Bijektion von C(S, E) auf
Cax (S, E), die trivialerweise linear ist. Da cis nach Satz I11.6.15 eine Bijektion von
[—7,7) auf S ist, folgt

leis" (Fllca, = _max | (eis(®)] = max|£(2)] = I flees.e)

fir f € C(S,E). Also ist cis™ isometrisch. m

4.15 Bemerkung Fiir jedes a € R gilt:
[fllcs, = _max [f(2)] .

a<t<a+2mw

Beweis Dies folgt unmittelbar aus der Periodizitdt von f. m

Der trigonometrische Approximationssatz

Nach diesen Betrachtungen iiber periodische Funktionen kénnen wir leicht die
trigonometrische Form des Weierstrafischen Approximationssatzes beweisen.

4.16 Theorem (5, (R,K) ist eine Banachalgebra mit dem Einselement 1, und
die Unteralgebra der trigonometrischen Polynome, TP(R,K), ist in Car(R,K)
dicht. AuBlerdem ist cis* ein isometrischer Algebrenisomorphismus von C(S,K)
auf Cyr (R, K).

Beweis Aus Korollar 4.14 wissen wir, daf} cis® ein isometrischer Vektorraumi-
somorphismus von C := C(S,K) auf Cy, := Cor(R,K) ist. Beispiel 4.10(c) und
Bemerkung 4.11(a) garantieren, dafl P := P(S, K) eine dichte Unteralgebra von C
ist. Bemerkung 4.11(b) besagt, dafl cis* |7P ein Algebrenisomorphismus von P
auf 7P := TP(R,K) ist. Es seien nun f,g € C. Dann gibt es Folgen (f,,) und (gy,)
in P mit f,, — f und g, — ¢ in C. Aus der Stetigkeit von cis* und der Stetigkeit
der Multiplikation folgt somit

cis*(fg) = limcis™(frgn) = lim(cis* f,,)(cis* g5) = (cis™ f)(cis* g) .

Also ist cis® ein Algebrenisomorphismus von C auf Cs,. Da P dicht in C und cis*
ein Homéomorphismus von C' auf Cy,: sind, ist das Bild 7P von P unter cis* dicht
in Ca, (vgl. Bemerkung 4.2(d)). m

4.17 Korollar (Trigonometrische Form des Weierstrafischen Approximationssatzes)
Zu jedem f € Ca(R,K) und jedem e > 0 gibt es n € N und ay, by, € K mit

76 = % =3 [ cos(kt) + b sin(kt)]‘ <e
k=1

firt € R.
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Theorem 4.16 besagt insbesondere, daf} die beiden Banachalgebren C(.S, K)
und Cs- (R, K) isomorph und auch aus metrischer Sicht dquivalent, ndmlich isome-
trisch, sind. Dies bedeutet, dafl wir fiir konkrete algebraische Operationen sowie
fiir Stetigkeitsbetrachtungen und Grenziibergénge stets jenes ,,Modell“ verwenden
konnen, in welchem die entsprechenden Betrachtungen am einfachsten durchzu-
fithren sind. Fiir algebraische Operationen und abstrakte Betrachtungen wird dies
oft die Algebra C(.5, K) sein, wihrend fiir die konkrete Darstellung 27-periodischer
Funktionen meistens dem Raum Cs, (R, K) der Vorzug gegeben wird.

Korollar 4.17 legt einige Fragen nahe:

e Unter welchen Bedingungen an die Koeffizientenfolgen (ax) und (bx) kon-
vergiert die trigonometrische Reihe

a20 4 zk: [ak cos(k - ) + by sin(k - )] (4.11)

auf R gleichméBig? Ist dies der Fall, stellt sie offensichtlich eine stetige periodische
Funktion der Periode 27 dar.

e Wie kann man die Koeffizienten a; und by aus f € Car(R,K) berechnen,
falls f durch eine trigonometrische Reihe dargestellt wird? Sind sie durch f ein-
deutig bestimmt? Ist jede 27-periodische stetige Funktion so darstellbar?

Auf die erste dieser Fragen konnen wir mittels des Weierstra3schen Majo-
rantenkriteriums leicht eine (hinreichende) Antwort geben. Auf die anderen ange-
sprochenen Probleme werden wir in spéteren Kapiteln zuriickkommen.

Aufgaben

1 Man verifiziere, dal BC* (X,K) von Aufgabe 2.10 eine Algebra mit Eins und stetiger
Multiplikation ist. Fiir welche k ist BC*(X,K) eine Banachalgebra?

2 Esseien zo, ...,z € K"\{0}. Dannist { z € K" ; Hfzo(ﬂwj) # 0} offen und dicht
in K".

3 Essei M ein metrischer Raum. Man beweise oder widerlege:

(a) Endliche Durchschnitte dichter Teilmengen von M sind dicht in M.

(b) Endliche Durchschnitte offener dichter Teilmengen von M sind offen und dicht in M.

4 Esseien Dy, k € N, offene und dichte Teilmengen von K" und D := (), Dj. Dann gilt®
(a) D ist dicht in K™;
(b) D ist iiberabzihlbar.

(Hinweise: (a) Man setze Fy := ﬂ;fzo Dyg. Dann ist Fy, offen und dicht, und Fo D Fy D - -.
Es seien # € K™ und 7 > 0. Dann gibt es 2o € Fo und ro > 0 mit B(xo,70) C B(z,r) N Fp.
Induktiv widhle man nun zx € Fx und 7 > 0 mit B(wk+1,rk+1) C B(xk, r6) N Fy fir
k € N. Schliefllich beachte man Aufgabe II1.3.4. (b) Falls D abzihlbar wire, gibe es
Tm € K" mit D = { @, ; m € N}. Man betrachte (), {zm}° N, D)

5(a) ist ein Spezialfall des Satzes von Baire.
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5 Es gibt keine Funktion von R nach R, die in jedem rationalen Punkt stetig und
in jedem irrationalen Punkt unstetig ist. (Hinweis: Es sei f ein solche Funktion. Man
betrachte Dy, := {z € R ; wy(z) < 1/k} fiir k € N*, wobei wy der Stetigkeitsmodul von
Aufgabe IT1.1.17 ist. Geméafl Aufgabe I11.2.20 ist Dy, offen. Aulerdem gelten Q C Dy, und
Ny Dr = Q, was wegen 4(b) nicht maglich ist.)

6 Es sei V ein endlich-dimensionaler normierter Vektorraum mit Basis (b1, ...,bs), und
D sei eine abzihlbare dichte Teilmenge von K. Man zeige, daf3 { Soh_jarby ; ax € D}
abzéhlbar und dicht in V ist.

7 Esseien M C R" und A := K[X},...,X,]| M. Dann trennt A die Punkte von M und
ist stabil unter Konjugation.

8 Esseien —co<a<b<oound f € C([a, b],K). Man zeige, daf} f eine Stammfunk-
tion besitzt. (Hinweise: Es sei (pn) eine Folge von Polynomen, die gleichmiflig gegen f
konvergiert. Man bestimme F, € C"([a,b], K) mit F,, = p, und F,(a) = 0. SchlieBlich
beachte man Aufgabe 2.11 und Theorem 2.8.)

9 Essei f € Cor(R,R) differenzierbar. Dann hat f’ in (0,27) eine Nullstelle.

10 Es sei Do(R,K) die Menge aller absolut konvergenten trigonometrischen Reihen mit
ao =0 (vgl. (4.11)). Man zeige:

(a) Do(R,K) ist eine Unteralgebra von Car (R, K).

(b) Jedes f € Do(R,K) besitzt eine 27-periodische Stammfunktion.

(c) Jedes f € Do(R,R) besitzt in (0,27) eine Nullstelle.

(d) Aussage (c) ist fiir Funktionen aus Do(R, C) falsch.

11 Fiirn € Nund 0 < k < n werden die (elementaren) Bernsteinpolynome B, ;, durch

n

Buk := <k

)X’“(l X))k

definiert.

Man zeige:

(a) Die Bernsteinpolynome bilden fiir jedes n € N eine Zerlegung der Eins, d.h., es gilt
Yoo Bnr =1

(b) > r_gkBnr=nX, 37 _ k(k—1)Bnr =n(n— 1)X2.

(¢) Sp_o(k —nX)?’Bnr =nX(1 - X).

(Hinweis: Fiir y € R sei pn,y := (X +y)". Man betrachte Xp;, , und X2%p
dann y:=1—-X.)

/7

n,y und setze

12 Esseien FE ein Banachraum und f € C([O, 1], E) Dann konvergiert die Folge (Bn(f))
der Bernsteinpolynome fiir f,

Bn(f) ::if(f)B"’k’ neN,
k=0

in C([O, 1], E), also gleichmifig auf [0, 1], gegen f. (Hinweis: Fiir geeignete ¢ > 0 betrach-
te man |z —n/k| < § und |z —n/k| > ¢ und verwende Aufgabe 11.)
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13 Es sei X ein topologischer Raum. Eine Familie B offener Mengen von X heifit Basis
der Topologie von X, wenn es zu jedem x € X und jeder Umgebung U von z ein B € B
gibt mit € B C U. Man beweise:

(a) Jeder separable metrische Raum besitzt eine abzihlbare Basis offener Mengen.

(b) Jede Teilmenge eines separablen metrischen Raumes ist separabel (d.h. ein separabler
metrischer Raum mit der induzierten Metrik).

(c) Jede Teilmenge des R™ ist separabel.

14 Essei X ein kompakter separabler metrischer Raum. Dann ist C'(X, K) ein separabler
Banachraum. (Hinweis: Man betrachte Linearkombinationen mit rationalen Koeflizienten
von ,,Monomen* dgll Ceen -dg: mit k €N, m; € N, B; € B, wobei B eine Basis der
Topologie von X ist, und dp := d(-, B®) fiir B € B.)
Bemerkung Aus Satz IX.1.8 folgt, dal jeder kompakte metrische Raum separa-
bel ist.



Anhang

Einfithrung in die Schluf3lehre

1 Die Schluilehre handelt von Aussagen und Beweisen. Beispiele von Aussagen
sind etwa: Die Gleichung 2% + 1 = 0 hat keine Losung oder 2 ist grifer als 3 oder
Durch einen Punkt auferhalb einer Geraden liuft genau eine Parallele zu dieser
Geraden (Parallelenpostulat in der Formulierung von Proklos).

Wie man sieht, konnen Aussagen ‘wahr’, ‘falsch’ oder ‘unbeweisbar’ sein. An
sich sind sie an keinen Wahrheitsbegriff gebunden. Meist ergibt sich ein Wahr-
heitsgehalt nur im Zusammenhang mit anderen Aussagen.

Aussagen werden in einer bestimmten Sprache ausgedriickt. In den Begriffs-
bildungen, die die Logik entworfen hat, erscheinen Aussagen als Sétze formaler
Sprachen. Solche Sprachen beruhen auf simplen Wortbildungsregeln und Gramma-
tiken, vermeiden somit die vielen Zweideutigkeiten herkémmlicher ‘Idiome’, fithren
aber zu uniibersichtlichen immens langen Sétzen.

Da wir uns hier einer herkémmlichen Sprache bedienen, miissen wir auf ei-
ne genaue Definition des Aussagenbegriffs verzichten. Unsere Aussagen werden
zwar in Sétzen der deutschen Sprache formuliert, kénnen jedoch nicht mit sol-
chen Sétzen identifiziert werden. Denn erstens kénnen verschiedene Sitze dieselbe
Aussage liefern; so wird durch Es existiert keine Zahl & so, dafl x> = —1 dieselbe
Aussage formuliert wie in unserem ersten Beispiel. Zweitens sind viele Sétze mehr-
deutig, weil Worter mehrere Bedeutungen haben oder weil Teile der beabsichtigten
Aussagen unterdriickt werden, wenn sie als selbstverstédndlich betrachtet werden;
so wird in unserem ersten Beispiel verschwiegen, dafl nur reelle Losungen gefragt
sind. Schliefflich liefern die meisten Alltagsséitze keine Aussagen in unserem Sinne;
denn wir wollen nicht versuchen, Sétze wie Der FC' Bayern steckt in einer Kri-
se in ein logisch kohérentes System von Aussagen einzubinden. Wir beschrianken
uns hier auf Aussagen iiber Terme, d.h. iiber mathematische Objekte wie Zahlen,
Punkte, Funktionen, Variablen, ...

2 Wenn wir schon auf eine genaue Definition des Aussagenbegriffs verzichten, so
wollen wir zumindest einige Konstruktionsregeln angeben:
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a) Die Gleichsetzung: Terme koénnen immer gleichgesetzt werden. So erhélt
man etwa die als ‘wahr’ geltende Aussage Die Ldisungsmenge der Gleichung
2?2 —1 =0 ist gleich {—1,1} und die “falsche’ Aussage ‘2 = [0, 1]".

b) Die Zugehdrigkeit: Sétze wie Der Punkt P liegt auf der Geraden G, P gehirt
zur Geraden G oder P ist ein Element der Geraden G liefern dieselbe Aussa-
ge, die oft auch formelhaft mit Hilfe des Zugehorigkeitszeichens € ausgedriickt
wird: ‘P € G’.

Aus beliebigen Aussagen konnen neue Aussagen wie folgt gewonnen werden:

¢) Zunichst gehort zu jeder Aussage ¢ eine Negation —¢ dieser Aussage. So
ist Die Gleichung 2% +1 = 0 hat keine Losung die Negation von Die Gleichung
22 4+ 1 =0 hat eine Losung. Die Negation von 2 ist grofier als 3 ist 2 ist nicht
grofier als 8; sie ist zu unterscheiden von 2 ist kleiner als 3.

d) Aus je zwei Aussagen ¢ und 1) wird eine Aussage ¢ — v (in Worten: wenn ¢
dann 1) gewonnen. So erhilt man etwa die ‘wahre’, anscheinend abstruse Aus-
sage ‘Wenn 2 grifer ist als 3, dann hat die Gleichung x*> +1 = 0 eine Léosung’.

e) Die Konstruktionen ¢) und d) kénnen auch kombiniert werden: so erhélt
man aus ¢ und v die Aussagen ¢V ¢ = (=¢) — ¢ (in Worten: ¢ oder 1) und
PN =—(¢ — ) (in Worten: ¢ und ).

f) Ezistenzaussagen: Die Aussage FEs existieren reelle Zahlen x und y so, dafs
22 + 3% = 1 wird oft formelhaft mit Hilfe des Zeichens 3 ( Ezistenzquantor) aus-
gedriickt:

Hxﬂy(((m ER)A(YER) A (a? +12 = 1)).

Dabei bezeichnet R die Menge der reellen Zahlen.

Der Ausdruck ((z € R) A (y € R)) A (z? + y* = 1) liefert hier keine Aussage,
weil z und y unbestimmte Variablen sind. Er ist eine Aussageform, die ver-
schiedene Aussagen liefert, wenn die Variablen durch Zahlen ersetzt oder wie
oben durch Existenzquantoren zu einer Existenzaussage gebunden werden.

g) Eine Aussage wie Fiir alle reellen x und alle reellen y gilt 22 4+ y* > 0 ist eine
‘doppelt’ negierte Existenzaussage:

ﬁ(Elw)(EIy)(—'((:ﬂ ER)A(yeR) — (22 + 42 > 0))).

In der Praxis kiirzt man diese Formel wie folgt mit Hilfe des Zeichens V (All-
quantor) ab:

(Vx)(Vy)((m ER)A(y €R) — (22 + 52 > 0))

3 Zu jeder Aussagenmenge I' gehort ihr logischer Abschlufl T, der die Aussagen
umfaft, die von I' impliziert werden. Zur Beschreibung von T listet die Schluflleh-
re genaue Konstruktionsregeln auf, woraus insbesondere folgt, dafi I' die Menge I"
(Voraussetzungsregel) sowie den logischen Abschlufl A jeder Teilmenge A von T'
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(Kettenregel) enthilt. Von den iibrigen Regeln seien hier nur die wichtigsten an-
gefithrt. Dabei bedeutet die Notation I' - ¢, dafl I die Aussage ¢ impliziert; analog
bedeutet I', 9 F ¢, dafl ¢ von der Aussagenmenge impliziert wird, die aus v und
den Aussagen aus I' besteht ... :

a) I' - (¢t = t) fiir jede Aussagenmenge I" und jeden ‘konstanten’ Term ¢ (Gleich-
heitsregel). Insbesondere wird ¢ = ¢ von der ‘leeren’ Aussagenmenge () impliziert.

b) ¢, ¢ F ¢ fiir alle Aussagen ¢ und 1 (Widerspruchsregel).

c) Aus T\ - ¢ und I', ) - ¢ folgt T' F ¢ (Fallunterscheidungsregel).
d) Aus T, ¢ - ¢ folgt T (¢ — ) (Implikationsregel).

e) ¢, (¢ — ) F 1 (Modus ponens).

f) Sind a, b, ..., c konstante Terme und ¢(z,y, ..., 2) eine Aussageform mit den
freien Variablen x,y, ..., z, so gilt ¢(a,b,...,c) F (Fx)(Jy)...(32)é(z,y,...,2)
(Substitutionsregel).

4 Durch Zusammensetzung ergeben sich aus 3 weitere Konstruktionsregeln:

a) Aus T'+ (¢ — o) folgt T', ¢ F ¢ (Umkehrung der Implikationsregel):
Denn aus ¢, (¢ — 1) - ¢ (Modus ponens) folgt T', ¢, (¢ — ¢) 1 sowie T, ¢ F 1),
weil ¢ — 1 zu ' gehort (Kettenregel).

b) (¢ — ¢¥) F (- — —¢) (1. Kontrapositionsregel):

Denn aus ¢, (¢ — ) 1 (Modus ponens) folgt ¢, (¢ — ), =) - .

Mit ¢, (¢ — ), = —p folgt &, (¢ — ¥), - F —¢ (Widerspruchsregel).

Aus ¢, (¢ — ), F —¢ und —¢, (¢ — ¥), ) F —¢ folgen schlieflich

(¢ — ), ) F ¢ (Fallunterscheidung)

und das gewiinschte (¢ — ¥) F (= — —¢) (Implikationsregel).

Ahnlich beweist man die Regeln

(¢ — =) F (¢ — —¢) (2. Kontrapositionsregel),

(m¢ — ) F (=Y — ¢) (3. Kontrapositionsregel),

(= — =) F (¢ — @) (4. Kontrapositionsregel).

Zum Beweis der 4. Regel etwa ersetze man ¢, =¢, ¥ und —) beziehungsweise
durch —¢, ¢, ¢ und 1 im Beweis der 1. Regel.

Natiirlich fallen die Kontrapositionsregeln 2-4 mit der ersten zusammen, wenn
die zugrunde liegende Sprache so beschaffen ist, dafl eine doppelte Negation
¢ stets mit ¢ iibereinstimmt. Dies mag so sein in der Alltagssprache, wenn
wir die doppelte Negation Es stimmt nicht, dafi die Gleichung 2 + 1 = 0 keine
Lésung hat als reine Umformulierung der Aussage Die Gleichung x? + 1 = 0 hat
eine Losung auffassen. Jedoch unterscheidet man ¢ von ——¢ in den iiblichen
formalen Sprachen der Logik. In diesen ist =—¢ nur ‘dquivalent’ zu ¢ im Sinn
der Implikation:

c) ¢ F ——¢ und =—¢ F ¢ (Regeln der doppelten Negation):
Denn aus —¢ - —¢ (Voraussetzungsregel) folgt
0+ (=¢ — =) F (¢ — ——¢) (Implikations- und 2. Kontrapositionsregel).
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Aus O F (¢ — ——¢) (Kettenregel) folgt dann ¢ F =—¢ (Umkehrung der Impli-
kationsregel).

d1) - (6 — )

Aus 9, ¢ F ¢ (Voraussetzungsregel) folgt nimlich ¢ F (¢ — ) (Implikationsre-
gel).

d2) <6+ (6 — v)

Gemif Kettenregel folgt dies aus —¢ - (=) — —¢) und (=) — —¢) F (¢ — )
(4. Kontrapositionsregel)

d3) ¢, ¢ = —(¢ — )

Denn aus ¢, (¢ — ¥) F ¢ (Modus ponens) folgt ¢ ((¢ — ) — w) (Implika-
tionsregel) sowie ¢ - (—¢) — =(¢ — 1)) (1. Kontrapositions- und Kettenregel).
Die Umkehrung der Implikationsregel liefert nun die gewiinschte Behauptung.

el) ¢, ¢+ ¢ A (Konjunktionsregel):

Denn aus ¢, (¢ — —) = = (Modus ponens) folgt ¢ - ((gzb — ) — —n/)) (Im-
plikationsregel). Wegen der 2. Kontrapositions- und der Kettenregel gilt dann
auch ¢ (¢ — (¢ — ﬂw)) Die Umkehrung der Implikationsregel liefert nun
die gewiinschte Behauptung.

€2) (BN F )

Denn aus —¢ - (¢ — —¢) (d2) folgt O F (=¢ — (¢ — —)) = (=(6 — =) — ¢)
(3. Kontrapositionsregel) und —(¢ — —) - ¢ (Umkehrung der Implikationsre-
gel).

e3) (¢ Aok 1):

Denn aus =) = (¢ — =) (d1) folgt O = (=) — (¢ — —)) - (=(d — =) — )
(3. Kontrapositionsregel) und —(¢ — =) F ¢ (Umkehrung der Implikationsre-
gel).

f1) Y - (¢ V) F (¥ V ¢) (Disjunktionsregel):

Nach Definition gilt namlich (¢ V ¥) = (-¢ — ). Die erste Implikation folgt
also aus d1), die zweite aus der 3. Kontrapositionsregel.

£2) (¢ V ¢0), ~¢ F 1 (Modus ponens).

5 Die Konstruktionsregeln des logischen Abschlusses liefern eine Reihe von Aus-
sagen « so, dafl O+ a. Aus ¢+ ¢ und der Implikationsregel erhilt man etwa
D+ (¢ — @) fiir jede Aussage ¢. Insbesondere gilt die Implikation ‘Tertium non
datur’: O (1 vV —p) = (—p — ).

Aussagen, die von der leeren Aussagenmenge impliziert werden, kann man als
absolut wahr bezeichnen. Weitere Beispiele absolut wahrer Aussagen sind: t = t,

= (=), (OVY) = V), ¢—= ¢, (WAY) =9, ...

Da den Mathematiker aber nach mehr diirstet als nur nach Absolutem, stellt
er in der Regel seinen Schliissen Aussagen I' voran, die er seiner Erfahrung ent-
nimmt und Aziome nennt. Beispiele solcher Axiome sind etwa das Parallelenpo-
stulat im euklidischen Aufbau der Geometrie oder das Eztensionalititsariom der
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Mengenlehre (Mengen z und y sind genau dann gleich, wenn jedes z aus = zu y
gehort und jedes z aus y zu x):

VxVy(Vz((zEx—>z€y)/\(2€y—>z€x))—>x:y).

Das Ziel des Mathematikers ist die Ergriindung des logischen Abschlusses I"
der vorangestellten Aussagenmenge. Wir wollen hier annehmen, dafl seine Axiome
unser Vertrauen verdienen, dafl I' also keinen Widerspruch der Form (—¢ A ¢) =
—(—¢ — ¢) impliziert. Dementsprechend nennen wir eine Aussage ¢ wahr, wenn
sie zu I' gehort; wir nennen sie falsch, wenn —¢ wahr ist.

Eine Aussage der Form ¢ V 9 ist wahr, wenn eine der Aussagen ¢, ¢ wahr ist
(Disjunktionsregel). Sie ist falsch, wenn ¢ und ¢ falsch sind (4f2). Sie kann aber
durchaus wahr sein, ohne dafl eine der Aussagen ¢, —¢, ¥, = zu I' gehort. So ist
die Aussage 1) V =) absolut wahr. Daraus folgt im allgemeinen aber nicht, daf} ¢
wahr ist oder falsch. Es kann durchaus sein, dafl ¢ nicht entscheidbar ist, d.h. daf3
weder 1 noch =) von I' impliziert werden.

Beschranken wir uns auf entscheidbare Aussagen, so erhalten wir eine Wahr-
heitsfunktion, die jeder entscheidbaren Aussage einen der beiden Werte w (= wahr)
oder f (= falsch) zuordnet. Die folgende ‘Wahrheitstafel’ liefert den Wahrheitswert
von Zusammensetzungen entscheidbarer Aussagen. Die Entscheidbarkeit dieser
Zusammensetzungen folgt leicht aus 3 und 4. Ist ¢ etwa wahr und v falsch, so
sind —¢, ¢ — ¥, ¢ A falsch und ¢ V ¢ wahr.

¢ Y 9 =Y VY OAY

w w f w w w
w f f f w f
f w w w w f
fr w w f f

6 Fiir eine prézisere Besprechung der Schlufllehre miissen wir auf die Experten-
literatur verweisen, etwa auf [EFT96]. Die dort erlduterten Grammatiken formaler
Sprachen sind durchaus simpel. Wir gehen hier aber nicht niher darauf ein, weil
wir unsere Sétze in der ‘Alltagssprache’ formulieren. Diese ist dem Leser geldufig
und erlaubt viele Abkiirzungen nach geeigneter Einarbeitung. Sie unterscheidet
auch nicht scharf zwischen Syntax und Semantik. Fiir sie ist eine Menge noch ei-
ne Zusammenfassung von Gegenstinden der Sachwelt oder des Denkens. Sie wird
nicht zu einem reinen Buchstaben degradiert, der in Zeichenzusammensetzungen
wie x € M auftaucht und jeglichen Sinnes entleert wurde. In formalen Sprachen
wird die Interpretation dem Leser iiberlassen, in der Alltagssprache wird sie in der
Regel mitgeliefert.
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Riemannsche Zeta—, 386
Signum-—, 96
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zyklometrische, 337
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Grenzwert, 145, 181
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rechtsseitiger, 256
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Gruppe, 57
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additive — eines Ringes, 68
alternierende, 96
Automorphismen—, 63, 121
Faktor—, 60
kommutative, 57
Kreis—, 117
multiplikative, 73
normale Unter—, 60
Operation einer, 65
Ordnung einer, 64
Permutations—, 58
Produkt—, 59
Quotienten—, 60
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symmetrische, 64
triviale, 58
Unter—, 59
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Hausdorff

—raum, 260
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hausdorffsch, 260
Heine-Borel, Satz von, 266
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Hilbert
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Vektorraum—, 120
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abgeschlossene, 249
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Parallelogramm—, 117, 172
Imaginérteil, 111
Implikation, 6
Induktion
Prinzip der vollstéandigen, 33
Infimum, 27
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Inneres einer Menge, 250, 259
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—(s)problem fiir Polynome, 129
Lagrangesches —(s)polynom, 130
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—schachtelung, 109
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beschranktes, 107
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perfektes, 107
Perioden—, 419
unbeschrénktes, 107
Inverses, 57
Isometrie, 236
isometrisch
—e Abbildung, 236
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isomorph, 63, 69, 120
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Index
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Gruppen—, 63
induzierter, 64
isometrischer, 236
Ring—, 69
Vektorraum—, 120

Kern, 61, 70
offener, 250
Klein-o, 352
kommutativ, 29
kommutierend, 46
kompakt, 273
—e Teilmenge, 264
Komplement, 10
orthogonales, 173
relatives, 10
Komponente, 11, 13
kongruent modulo, 87
konjugiert linear, 166
Konjunktion, 3
konkav, 339
Kontraktion, 369
—(s)konstante, 369
—(s)satz, 370
Kontraposition, 6
Konvergenz
— einer Folge, 181, 259
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— von der Ordnung «, 371
—kreis, 223
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absolute, 207, 384
bedingte, 208
gleichméafige, 382, 384
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lokal gleichméfige, 389, 390
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punktweise, 381, 384
quadratische, 371
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—(n)darstellung, 126
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Operation eines —s, 120
Quotienten—, 93
Unter—, 74

Kreis
—gruppe, 117
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—Konstante, 234
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—(n)kriterium, Weierstrafsches, 386
Menge
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Index—, 13
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Minkowski
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—e Uberdeckung, 264
—er Kern, 250
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Operation
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Operator
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linker Verschiebungs—, 132
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Ordnung, 26
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An—, 214
archimedische, 96
induzierte, 26
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—(n)intervall, 419
minimale, 419
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—e Funktion, 419
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—(s)gruppe, 58
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ungerade, 96
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Polynom, 78
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Interpolations—, 129, 133
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Operator—, 132
symmetrisches, 88
Taylor—, 355
trigonometrisches, 417
Tschebyscheff-, 366
positiv definit, 284
Potenz, 46
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allgemeine, 296, 309
Hauptwert der, 309
Potenzreihe, 222
—(n)entwicklung, 397
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— der vollstédndigen Induktion, 33
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direktes, 59, 69
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Skalar—, 165
Projektion, 11, 13, 25
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—(en)kriterium, 210
—(en)raum, 122
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Raum
—der beschriankten Abbildungen, 164
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Quotienten—, 122
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separabler, 411
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—e Ableitung, 329
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alternierende, 198
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Cantor—, 205
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Taylor—, 356
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— modulo, 87
—(n)gruppe modulo N, 60
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—sche Zetafunktion, 386

Umordnungssatz von, 220
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Faktor—, 87
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Produkt—, 69

Quotienten—, 87

Restklassen—, 87, 96
Rolle

Satz von, 335

verallgemeinerter Satz von, 350
Russellsche Antinomie, 33

Satz
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— von Baire, 422
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— von Dini, 394
— von Heine-Borel, 266
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— von Stone-Weierstraf, 414
— von Tschebyscheff, 366
— von Vieta, 113
Banachscher Fixpunkt—, 370
binomischer Lehr—, 70
Cauchyscher Verdichtungs—, 206
Doppelreihen—, 214
Identitéts— fiir Potenzreihen, 226
Kontraktions—, 370
Mittelwert—, 335
Mittelwert— fiir vektorwertige Funk-
tionen, 344
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288
Umordnungs— von Riemann, 220
verallgemeinerter — von Rolle, 350
Vergleichs—, 155
Verschwindungs— fiir Potenzreihen,
226
Weierstrafischer Approximations—,
416
Zwischenwert—, 285
Schlémilchsche Restglieddarstellung, 357
Schranke
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obere, 27
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separabler Raum, 411
Sesquilinearform, 166
Signum, 76
—funktion, 96
Sinus, 291
— hyperbolicus, 311
—reihe, 291
Skalar, 119
—produkt, 165
Spann, 123
Sphére
Einheits—, 165
n—, 253
Sprung
~hohe, 287
—stelle, 287
Spur, 280
Stammfunktion, 399
Steigung, 319
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stetig, 231
— ergénzt, 256
—er Streckenzug, 281
einseitig, 240
folgen—, 236
gleichméafig, 272
linksseitig, 240
Lipschitz—, 234
oberhalb—, 275
rechtsseitig, 240
un—, 231
unterhalb—, 275
Stetigkeitsmodul, 244
Summe, 237
— von Vektorrdumen, 123
allgemeine —(n)formel, 133
direkte, 123
Partial-, 195
Potenz—, 135
punktweise, 385
Supremum, 27
—(s)norm, 164
surjektiv, 20
symmetrische Menge, 228

Tangens, 304
— hyperbolicus, 312
Additionstheorem des, 304
Tangente, 319
Taylor
—entwicklung, 356
—polynom, 355
—reihe, 356
Teiler, 38
teilerfremd, 93
Teilfolge, 148
Teilmenge
abgeschlossene, 246, 258
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kompakte, 264
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442

Additions— fiir Binomialkoeffizien-
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—e Reihe, 422
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Tschebyscheff
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—(s)tafel, 58
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Weg, 280
wegzusammenhéngend, 280
Weierstraf3
—scher Approximationssatz, 416
—sches Majorantenkriterium, 386
Satz von Bolzano und, 184
Satz von Stone und, 414
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Wurzel
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Einheits—, 307
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Youngsche Ungleichung, 342
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Prim—, 39
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transzendente, 303
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— der Eins, 423
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zusammenhéngend, 277
weg—, 280
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Cor (R, M), 420

c, 153
co, 152
41, 220
loo, 164
s, 141

-], 76, 114, 169
[]1, 169

[|oo, 163

[|p, 343

lI-1l, 160

lI-1l1, 220
[[[loc, 164
lI-llBc, 391
II-llBcm, 395
I-llcan s 420

A, 247

clx, 249

A, 250, 259
intx, 250
DA, 251, 259
Uy, 144

Ux (z), 259

Index



Index

Ty, 260
diam, 147

limy—.q, 255
limgz—q+0, 256
limy—q—0, 256

lim sup, 182

lim inf, 183

lim, 182

lim, 183

T, 175

1, 175

fr— f (glm), 382
fn — [ (pktw), 381
f(a+0), 256
f(a—0), 256

wy, 244

af, 317, 323
o4 f, 329

o_f, 329

df /dx, 317, 323
Df, 317, 323
f, 317, 323

f', 317, 323

T(f,a), 356

T.(f,a), 355
R.(f,a), 355
N|[f;zo; hl], 133
Pmf; Toy- .-y Tm], 129
pml[fizo;h], 133
flzo, ..., xnl, 136

|, T1
al, 71
a®, 71

), 47
(%), 401
(

), 72
A, 132
AF. 133
A, 134

—~
0 =3 03 3

445





