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Prélogo

Este libro contiene las soluciones de todos los problemas de «Calculus»,
excepto aquellos que ya vienen resueltos al final del mismo texto. Las solucio-
nes fueron redactadas durante un periodo (muy desagradable) de dos meses
y por fuerza ha tenido que haber, aparte de abundantes erratas, algunos erro-
res mds sustanciales. Los errores de cdlculo deben ser, por lo menos, fdciles
de detectar, ya que la mayor parte de los cdlculos son desarrollados con
detalle. Cuando se trate de demostraciones las dificultades serdn mayores,
debiéndose ello en particular a que han sido expuestas con una concision
que contrasta algo con el estiio del texto. Esto no ha sido motivado sdlo por
una economia de espacio, sino que también ha influido la consideracion de
que los libros de soluciones deben utilizarse sdlo como ultimo recurso y
de que muchas veces es mds fdcil encontrar una demostracion por uno mis-
mo que captar la escrita por otro. En alguno de los iltimos capitulos se
descubrieron algunos errores en los problemas originales, demasiado tarde
para poder ser corregidos, cuando se estaban escribiendo estas respuestas;
confio que las soluciones revelen todos los errores que hubieran podido pasar

- desapercibidos para el lector. -
M. S.



CAPITULO 1

L (ii)) —y»)x+y)=[x+(—]x+y)=x(x+y)+ (—y)(x+7y)

= x(x + ) — [¥(x + ¥)] = x* + xy — [yx + ¥']
=+ xy—xy—y =x"—H.

(1v) (x—») (2 + xy + 3*) = x(2* + xy + ) — [y(x* + xy + y)]

=2+ +xy— [y + 22+ 9]l =x—)

(V) (x—y) (7 + 2% + L+ "+ )

SpPIvak 1

— x(xn—l + xn—2y + . + xyn-z + yn—l)

— [y(x*1 4+ 22y 4+ ... 4 xy"2 4 Yy 1)]
="+ xn—-ly + ..+ xzy""" + xyn—l

—[x 7ty + 2% a4 Y] = Aty
(Utilizando la notacién del capitulo 2, esta demostracién puede escri-
birse como sigue:
(x—y)- ;: wyr=td = x( 12: xlyr=1-i) — [y( ji: xyr=i-]

n-2 n-1

=4 X Ay — 3 Ayt 4 7]
j= i=

n-2 n-2
= x" 4+ Z xi+1yn—1—j_ [ 2 xk+1yn—(k+1) + yn]
j=0 k=0

(poniendo k =j—1)
= x"—y",

Para una demostracién formal hace falta un esquema de este tipo,
en el cual la expresién (x"! + x*%y + ... + xy"? + y*1) se sustituye

n—1

por el simbolo Y x'y*-'-i, Digamos de paso que hemos utilizado otras
j==0

manipulaciones justificables todas ellas mediante razonamientos in-
ductivos.)
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3. (iv) (a/b)(c/d) = (ab™)(cd™) = (ac) (b~'d™*) = (ac) (bd)™* (segun (iii))

4.

5.

(ii)
(iv)
(vi)
(viii)
(x)
(xii)
(xiv)

(ii)
(iv)

(vi)

(viii)

(x)

= (ac)/(bd).

Todo x.

x>30x<1.

x>[—14+¥51/2 o x<[—1—V5]/2.
Todo x, ya que x*+ x + 1 = [x + (1/2)]® 4+ 3/4.
A>V2 0o x< Y2

x<l1.

x>1 o x<—1.

b—a estd en P, de modo que —a— (— b) estd en P.

b—aestien Pycestd en P, de modo que ¢(b—a) = bc —ac esta
en P.

Sia>1, entor{ces a>0, de modo que @*>a - 1, segiin la parte (iv).
Sia=0 o0 ¢c=0, entonces ac = 0, pero bd > 0,-con lo que ac < bd.
En otro caso tenemos ac < bc < bd al aplicar la parte (iv) dos veces.
Si a<b fuese falso, entonces o bien a = b o bien a>b. Pero si
a=D>b, entonces a®>= % y si a>b =0, entonces a*> b? segun la
parte (ix). :

6. Si a< b, entonces

a+a a-+b b+ b
= < < = b.
=7 2 7~ °

Si 0<a<b, entonces a®*<<ab segin el problema 5(iv), de modo que
a < yab, segun el problema 5(x). Ademas, (a— b)*> 0, con lo que

a® + b*> 2ab,
a? 4 2ab + b*> 4ab,
(a + bY > 4ab,

de modo que a + b>2 vab.

7. (a) Si x>0 e y<0, entonces x">0 e y*<{0 (puesto que n es impar)

y las relaciones andlogas se cumplen si x <{0 e y> 0; ninguna de las
dos alternativas podra por lo tanto ser valida si x" = y*. Ademas, si
x* = y* v x,y <0, entonces (— x)" = (—y)*; asi pues, si el enuncia-
do es valido para numeros positivos, entonces —x = — y, y en conse-
cuencia x = y. Basta pues considerar el caso x,y > 0. Si esto ocurre,
x <y implica x* <y", y lo andlogo se cumple si es y <x, de modo
que ninguna de las dos alternativas puede ser valida.



10.

11.
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(b) Si x,y>0 o x,y<0, entonces x = y, como en la parte (a). Si x<0
e y> 0, entonces (— x)" = y", ya que n es par, de modo que — x = y;
lo analogo vale si es x>0¢e y<0.

Dos aplicaciones sucesivas de P’12 hacen ver que si a<b y ¢ <d, enton-
ces a+c<b+c<b+d, de modo que a + c<b + d, segin P’'l11. En
particular, si 0<b y 0<d, entonces 0 <b + d, lo cual demuestra P1l.
Se sigue de ahi, ademas, que si a <0, entonces —a>0; ya que si —a<<0
se cumpliera, entonces 0 = a + (— a) <0, en contradiccién con P’10. En
consecuencia, cualquier niumero a satisface exactamente una de las con-
diciones a =0, a>0, a<0, la ultima de las cuales equivale a —a>0.
Esto demuestra P10. Finalmente, P’13 hace ver que si 0<a y 0<c, en-
tonces 0 <<ac, lo cual demuestra P12.

() |a|+|b|—]|a+D]|
(iv) 2—2xy + y.

(i) x—1 si x>1;
1—x si 0<x<Y;
14+ xs1i —1<<xO;
—1—x si x<<—1.

(iv). a si a=0;
3a si a<0.

(ii) —5S<x<1l.

(iv) x<1 o x> 2 (la suma de las distancias desde x a 1 y a 2, es igual a
1 precisamente cuando 1 << x <2).

(vi) Ningun x.

(viii) Si x>1 o x<—2, entonces la condicién se convierte en

(x—1)(x+2)=3, 0 224+ x—5=0, cuyas soluciones son (—1+ v21)/2
y (—1— ¥/21)/2. Puesto que el primer valor es >1 y el segundo
es <—2, ambos son soluciones de |x—1| + |x+2|=3. Para
—2<x<1, la condicién se convierte en (l1—x)(x+2)=3 o
22+ x + 1 =0, la cual carece de soluciones.

12. (i) |1/x| - tx|=|(1/x) x| (por (1)) =|1| =1, de modo que

|1/x] = 1/| x|

(iv) |[x—y| =[x+ (—»|<!x[+[—y]|=|x]+]y]

(vi) El intercambio de x con y en la parte (v) proporciona |y|—]|x|<
< |x—y|. Al combinar esto con la parte (v) se obtiene |(|x| — lyD<
<lx—yl.
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13. Si

x <y entonces |y—x|=y—=x,conloquex+y+|y—x|=

=x+y+y—x =2y, lo cual es 2 max (x,y). El intercambio de x con y
demuestra la férmula cuando x >y, y el mismo tipo de razonamiento
vale para obtener min (x,y). Aplicando lo anterior se obtiene también,

+z+|y—2 +Z+|y—2
g ly |+=y 2ly l—xl

2
max (x, ¥, z) = max (x, max (y, z)) = 3
_y—zd+y+z+2x4|y+ 2+ |y—z|—2x
= 7 .
Si a >0, entonces |a| =a=—(—a) = |—a]|, ya que —a < 0. Susti-

14. (a)

(b)

(o)

15. (a)

(b)

tuyendo a por — a se obtiene la igualdad para a << 0.

Si [a|<b, entonces es claro que b > 0. Pero [a| < b significa
que a<{b si a >0, y por supuesto a < b si a <0./Anadlogamente,
[a] <D significa que —a < b, y en consecuencia — b << g, si a<<0,
y de seguro — b <Ca si a > 0. Asi pues, —b < a<<bh.

Reciprocamente, si —b << a<Cb, entonces |a|=a<<b si a >0,
mientras que |a| =—a<<b si a<<0.

Partiendo de —|a|<<a<<|a|y —|5|<b<|b]|, se sigue que
—(la|+|bh<a+b<|a|+|b],

de donde |a+bi<|al+|b|.

Si x®4+xy+3*=0, entonces £*— 3 = (x—y) (x* + xy + »*) =0, de

modo que x =y. Pero en este caso, x* + xy + y* = 32240, puesto

que x>0, lo cual es una contradiccién. La otra desigualdad se de-
“muestra de modo analogo.

De las desigualdades conocida y supuesta

X+ 2xy + 5 >0,
2+ xy 4+ y* <0,

" se sigue, al restar, que xy > 0. Pero esto implica que x* + xy + >0,

()

contra lo supuesto.

Partiendo de
42 + 8xyv + 4 > 0,
4 4+ 6xy + 49* <0,

se seguiria que 2xy >0, en contra de la desigualdad supuesta, lo

mismo que en la parte (ag). La otra desigualdad se trata de modo
analogo. '



(d)

16. (a)

(b)

©

De

(x + y» =+ 4%y + 6x%% 4+ 4xy* + ¥+ > 0,
X4+ Py 4+ B+ 2yt 4y <0,
se sigue que

0 << 3x% + 5222 + 3xy® = xy(32% + 5xy + 3y2).

Si x e y no son ambas 0, entonces la expresién entre paréntesis es
positiva, segin la parte (c), con lo que xy >0 y x e y tienen el mis-
mo signo. Pero esto implica que

X+ 2y + 2+ x4+ 90 20,
lo cual es una contfadicci(’)n.
Si
F+y=>Cx+yP=2+2y+
entonces xy = 0, de modo que x =00 y = 0. Si
L+ yY=x+yP=x4+3x + I’ + 5,
entonces 3xy(x + y) =0, de modoque x=00y=00x=—}y.
Si
x4y = (x4 p) =2+ 4% + 62 + Axyt + 5,
entonces
0 = 4x%y + 6x%% + 4xy® = xy(4x + 6xy + 4y?),
de modo que x =0 o y = 0 segun el problema 15(c).
Si a
x4+ ¥ = (x + y)F = x2* 4 5xty + 10x°%* + 10a%°® + 5Sxy* + 95,
entonces
0 = 3x'y + 10x°* + 10x%° + Sxy*
= Sxy(x® + 2x%y + 2xy° + 9%),
de modo que xy=00
B4 200 4+ 22y + 9P = 0.
Restando esta ecuacién de
(x + y) =2+ 3x%y + 3xy2 + 5

obtenemos



17. (a)
(b)

(©)

(d)
(e)

18. (a)

(b)

(x 4+ ¥ = 2y + xy* = xy(x + ).

Asi pues, o bien x + ¥y =0 o (x + y)* = xy; la ultima condicién im-
plica que x* + xy + ¥* = 0, con lo que x = 0 o y = 0 segun el proble-
ma 15(a). Por lotantox =00 y=00 x = —1y.

Es una comprobacién directa.
Tenemos
b\? b? b?
x2+bx/+c (x+2)+(c 4)/0 X

pero ¢ — b*/4>0, de modo que x* + bx + ¢> 0 para todo x.

Apliquese la parte (b) poniendo y en vez de b e »* en vez de c: se
tiene b® — 4c = y*—4y* <0 para y#0, de modo que x* + xy + »*>0
para todo x, si y# 0 (y de seguro 2* + xy 4+ *> 0 para todo x40
siy=0)

a debe satisfacer (ay)’—4y*<0, 0 <4, 0 |[a|<2.

Por ser
b\* b? b®
= — —— | Z2c—=
2+ bx+o (x+2)+(c 4)/0 "
y puesto que x® + bx + ¢ tiene el valor ¢— b%/4 cuando x = — b/2,

el valor minimo es ¢ — b%/4. Puesto que \
b
ax2+bx+c=a(x"’+—x+£),
a a

el minimo es

2 c b’)_c b?
(a 4az | 4a

La igualdad sale por comprobacién directa. Al ser (x,y,— xy,)? >0,
se desprende inmediatamente la desigualdad de Schwartz.

Las demostraciones cuando x; = iy, y X, = 4y, 0 y, = y, = 0, son di-
rectas. Si un tal 1 no existe, entonces la ecuacion

2y + ¥0°) — 202 + x%90) + (2% + 7)) =0
carece de solucion en 4, de modo que por el problema 17(a) tenemos
20 + xy) | Mxd+ yP)
[ ® + 34 ] o (»* + )
lo cual proporciona la desigualdad de Schwartz.

k4
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(c) Tenemos 2xy < x* 4 3% ya que 0 < (x — ) = x*— 2xy + % Asi pues

* 23y, x? "’
(1) - < + ;
v oxld 4 x5 Vot oyt (22 + %) 2+ yh)
2%,y x? yi
Q) 2 < 2 by

Vxd+x: v Yt yzz (2 + x?) ()’12 + }’22) '
al sumar se obtiene
2(xn + x2y2)

v x12 + xzz v ylz + yzz

(d) En la parte (a), la igualdad se cumple solamente cuando x,y, — x,5,=0.
Una posibilidad es y; =y, =0. Si y 340, entonces x;, = (x,/y)0 ¥
también x, = (x,/y,)y,; analogamente, si y,7 0, entonces i = x,/y,.

La demostracién de la parte (b) proporciona ya el resultado
deseado.

En la parte (c), la igualdad se cumple solamente cuando se cum-
ple al mismo tiempo en (1) y en (2). Al ser 2xy = x* + y? solamente
cuando 0 = (x—y) o sea x = y, significa esto que

X _ Yi
vV xE 4+ x? v oyE+ ¥
de modo que podemos elegir A = v %% + x2/v ¥ 4+ &

<2.

parai=1, 2,

19, 20, 21. Véase el Capitulo 5.

22. Segun el problema 20, tenemos | x/y — x,/y,| < € si

€
X—x|<min{—m——, 1
|#=x] (2<1/|yn|+1) )
y
ll 1 €
y oyl 2x|+D’

y lo ultimo se cumple, segiin el problema 21, si

|7l _elnf )
AN A

|y—y0]<min(

23. (a) Para k =1, la ecuacién es a, + a, = a, + a,. Si la ecuacién se cumple
para k, entonces

(a+...+a)ta,,=M0a+ ... +a)+ ak+1] + Ay



24,

= (g, + ... + @) + (a1 + apys) por P1
= a+..+a + (@rq1 + Quye)
ya que la ecuacién se cumple para k
= a4+ ...+ G segin la definicién de
a + ... + Gy

(b) Para k =1 la ecuacion se reduce a la definicién de a; + ... + a;. Si

(c)

la ecuacién se cumple para k <n, entonces

(@+ ...+ a0+ (@ + ... +a)=(Ua + ... + @] + a,,)
+ (@gpz+ ... + a,)
seguin la parte (a)
=(aq, + ... + a;)
+ (apq + @y + ... + a,)) por P1
=(a+ ... +a) + (@G + ... + a,)
segun la definicién de a,; + ... + a,
=a,+ ...+ a, por hipétesis.
La demostracién es por «induccién completa» sobre k (véase el

Capitulo 2). El aserto es claro para k = 1. Supéngase que se cumple
para todo ¢ < k. Entonces

s(all (] ak) = S’(all LERF] aé) + S”(al-},l' et ak)
=(a+ ...+ a)+ (@ + ... +a) por hipétesis
=a;+ ... + a por la parte (b).

P2, P3, P4, P6, P71, P8 resultan evidentes sin mas que observar las tablas. Se
presentan ocho casos para Pl y este numero puede incluso reducirse: al
cumplirse P2, resulta claro que a+ (b+c¢c)=(a+b)+csia b, oc
es 0, de modo que bastara comprobar el caso a = b = ¢ = 1. Una obser-
vacién andloga puede hacerse para P5. Finalmente, P9 se cumple para
a=0,ya que 0-b =0 para todo b, y paraa=1, yaque 1*b =2> para
todo b.



CAPITULO 2

1. (i) Al ser 1¥* =13 la férmula es valida para n = 1. Supdngase que sea
valida para k. Entonces

A+..+k+[k+1]P=0+ . +EP+2(1+...+K)(E+ 1)+ (k+ 1P

k(k +1
=1a+...+k3+z—(-—2——)(k+1) + (k + 1P

=P+ .+ B2+ k) (K +2k+ 1)
=P+ ...+ +(k+ 1),
con lo que la féormula es valida para k + 1.
2. (ii)
Y QR—1P=124+3+ .. 4+ (2n—1)
i=1 ’ .
=[1+224+ ... +2nP]—[22+ 4+ 6 + ... + 2n)]
=[P +224 ... +2npP]—4[12+ 224+ 32 + ... +n?]
_ 2n2n+ 1)(4n + 1) nn+1)2n+ 1)
- 6 6
_2n2n+ 1) [4n +1—2(n + 1)]
- 6
n2n + 1)(2n—1)
3 .

3. ( n n\ _ n! L n!
- @ k—1)+(k)_(k—1)!(n—k+1)! Tl (n— k)!

B kn! 4 (n+1—k)n!
Tk(n+1—k) O kl(n+1—k)
_ (n4 1)n! _(n+1
Tkn+1—k "\ k)
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(b) Claramente ( ; )es un namero natural. Supdngase que(z ) es un

numero natural para todo p < n. Al ser

n+1Y) _ n ) (n)
= + ara <,
( p ) (p—l p) PES

se sigue que (" ;’ 1) es un numero natural para todo p < n, mien-

tras que (Z i i) es también un nimero natural. Asi pues, ( n ; 1)

es un numero natural para todo p<Cn + 1.

(¢) Existen n(n—1)- ... - (n—k + 1) k-tuplas de enteros distintos elegi-
dos entre 1, ..., n, ya que el primero puede ser elegido de n maneras,
el segundo de n — 1 maneras, etc. Ahora bien, cada conjunto forma-
do exactamente por k enteros distintos, da lugar a k! k-tuplas, de
modo que el nimero de conjuntos serd n(n—1)+ ... - (n—k + 1)/k!

=(z)

(d) El teorema del binomio resulta claro para n = 1. Supéngase que

i=0

(a+byr=Y (’; ) a* b,
Entonces

(a+b)”+‘=(a+b)(a+b)"=(a+b)i (’;)a""b’

i=0

= o [ n ntl-j i : n n—i pi+l
{7 jatie+ YT Jaib
=0 \ ] ]

i=0
1

o\ ] i=1 1

Il
M

i

(hemos sustituido j por j—1 en la segunda suma)
n+l 1
=Y (” ;*‘ ) ar+-i pI segtn la parte (a),

i=0

con lo que el teorema del binomio es valido para n + 1.

© @) 2"=<1+1)"=1_z"_‘0(’]?).
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() 0=(1+—1r= 3 (—1¥ (’;)

5. (ii) Partiendo de
(k + 1) — k* = 5k* + 10K* + 10k* + 5k + 1 k=1, ..,n

obtenemos

(n+1)5—-—1'=5(2n: k‘) + 10 (§:1k3) + 10 (i kz) +5 (5‘_‘ k ) + n,
k=1 le= k=1 ~1

de modo que

n o on o n 1) (n + 2 1
(4 1P —1—10( + 2+ ) —10 Hnt Dnt )_Sn(n2+ )

n 2 4
kl
kz=1 5
_n n + nw n
5 7273 30

(iv) Partiendo de

i_ 1 _ 2k + 1 —1 "
ko (k+1¢  k(k+ 1y T
obtenemos
1 o 2k+1

Thr) R REED

6. La demostracién es por induccién completa sobre p. El enunciado es
valido para p = 1, ya que .

n nn+1) n? )
3 k T e S ——
2 7 —3 "
Supdngase que el enunciado sea valido para todos los ntimeros natura-
les << p. El teorema del binomio proporciona las ecuaciones

(k + 11— k*+1 = (p + 1)k? + términos que encierran potencias inferio-
res de k.

Sumando para k = 1, ..., n, obtenemos

n+ 1pH i 2
(—+_)1_ = Y, k* + términos que encierran Y, k" para r <p.
p+1 k=1 k=1

n
Por hipétesis, podemos poner cada >, k" en forma de una expresién con-
k=1
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10.

13.

teniendo potencias #* con s < p. Se sigue que

: (n + 1)+ . . .

Y ke = pT + términos que encierran potencias de n menores que
k=1

p+1

Supéngase que A contiene 1, y que A contiene n + 1 si contiene n. Si A
no contiene todos los numeros naturales, entonces el conjunto B de nu-
menos naturales quc no estdn en A es distinto de . Por lo tanto B tiene
un elemento minimo 12,. Ahora bien, n,7 1, ya que A contiene 1, de modo
que podemos poner n, = (n,— 1) + 1 donde n,— 1 es un numero natural.
Pero n,— 1 no estd en B y por lo tanto n,— 1 estd en A. Por hipétesis,
n, tiene que estar en A, con lo que n, no esta en B, contra lo supuesto
(Digamos de paso que el aserto de que un numero natural nz=1 puede
ponerse en la forma n = m + 1 para algin ntimero natural m, puede ser
demostrado a su vez por induccién.)

Que 1 estia en B es claro. Si k esta en B, entonces 1, ..., k estan todos en
A, de modo que k + 1 estien Ayasil, .., k+ 1 estian en A, con lo que
k + 1 estd en B. Por induccién (ordinaria), B = N, asi que también A = N.

(a) Si ¥2 + V3 fuese racional, entonces (2 + ¥/3) serfa ciertamente
racional. Asi pues, 5 + 2 ¥/ 6 seria racional y en consecuencia .6
seria racional, lo cual es falso.

(b) Si ¥6-— ¥2 — /3 fuese racional, lo mismo ocurriria entonces con
[VE— (V2 + V3P =6+ (V2 + V3P—2/6(V2 + V3)
=11+ 2V6[1—(vV2+ ¥V3)1.

Asi pues, ¥6 [1—(¥2 + #/3)] seria racional, con lo que igualmente
lo seria

(V61— (V2 + VIP =6[1—(V2 + ¥3)]I*
=6[6—2(VZ + ¥3) + V6.
De este modo
V6—(W2Z4+ V3 y  V6—2(¥V2+¥3)

serian los dos racionales, lo que implicaria que ~2 + 43 fuera ra-
cional, en contradiccién con la parte (a).

14. (a) El aserto se cumple para m = 1. Si se cumple para m, entonces



13

P+ V=@ +V)(a+bvg)=(ap+b)+ (a+ pb) Vg,

con lo que ap + b y a + pb son racionales.

(b) El aserto se cumple para m = 1. Si se cumple para m, entonces

(p— Vg™ =(p —Vq)(a—b Vq) = (ap + b)—(a + pb) ¥q,
mientras que
oy /e —Lny +V ) £l ) ey

segun la parte (a).

15. (; a) La desigualdad (m + 2n)/(m + n)> 2 equivale a

(b)

(c)

16. (a)

(b)

(c)

m? + dmn + 4n*>2m® + dmn + 212,
o simplemente 2n%> m?>
La sesgunda desigualdad eauivale a

n[(m + 2n) —2(m + nP] < (2 — m?) (m + n¥,
n(2nt — m?) < (2n? — m?) (n® + [2mn + m?]),

0 < (2n®—m?) 2mn + m?).

Inviértanse todos los signos de desigualdad en la solucién de la par-
te (a).

Sea my =m + 2n y n, = m + n. Elijase ahora
m =m; + 2n, = 3m + 4n,
nw=m+ n=2m-+ 3n

Supdéngase que todo nimero < n puede expresarse como producto
de nimeros primos. Si n>1 no es primo, entonces n = ab siendo
a y b menores que n. Segun lo supuesto, a y b son ambos productos
de numeros primos, con lo que también lo es n = ab.

Si /1 = a/b, entonces nb® = a2, con lo que las descomposiciones en
producto de factores primos de nb? y de a® deberan coincidir. Ahora
bien, cada nimero primo debe aparecer un numero par de veces en
la descomposicion de @* y en la de b* y por lo tanto deberd ocurrir
lo mismo con la descomposicién de n. Esto implica que # es un
cuadrado perfecto.

Repitase el mismo razonamiento haciendo uso del hecho de que
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(d)

17. (a)

(b)

cada nimero primo entra en a* y en b* un nimero de veces que es
multiplo de k.

Si p,, ..., p, fuesen los tnicos numeros primos, entonces p;* p, - ...
* p, + 1 no podria ser primo, ya que (siendo distinto de 1) es mayor
que cada uno de ellos, de modo que tiene que ser divisible por un
namero primo. Pero es claro que este nimero primo no es ninguno
de los p,, ..., p, lo cual constituye una contradiccién. (Esta demostra-
cién, a pesar de ser por reduccién al absurdo, proporciona alguna
informacién positiva: Si p,, ..., p, son los # primeros niimeros primos,
entonces el primo que ocupa el lugar n+ 1 es <<p,*p,*...* p, + 1.
Sin embargo, p,* p:*...* p. + 1 no tiene que ser necesariamente
primo; por ejemplo, 2357 - 1113 4+ 1 = 30.031 = 59 x 509.)

Supdngase que es x = p/q donde p y g son nimeros naturales pri-
mos entre si. Entonces

pn pn—l

E"Fa”_lq?l-'}' ot a, =0,
con lo que

(*) p"+a,.p"'g+ ... +ag"=0.

Ahora bien, si ¢ + 1, entonces g tiene por lo menos un divisor
primo. Este divisor primo divide a cada uno de los términos de (*)
que siguen a p*, con lo que también deberd dividir a p". Dividira
por lo tanto a p, lo cual es una contradiccién. Asi pues, g = + 1, lo
que significa que x es entero.

Poniendo las distintas potencias de x = 2%% 4 2¥% en términos de
n = 2Y%, se obtiene la siguiente tabla de coeficientes.

7’ n 7 7 7t 7
x° 1
x! 1 1
x2 2 1 2
x8 2 6 6 2
xt 2 8 12 8
x5 40 40 20 4 2 10
xt 12 24 60 80 60 24

Podemos pues hallar niimeros 4, ..., a; tales que
St+art+axr+axrt+axitax+a=0

sin mas que resolver las ecuaciones a, + 2a, + 2a; + 40a; + 12 = 0,
etcétera. Resulta que

X —6x' —4x* + 12x* —24x —4 = 0.
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La parte (a) implica que x es o bien irracional o bien entero y es
facil ver que x no es entero, ya que 1,4<v2<1,5 y12< V2<13,
con lo que 2,6 <2 + ¥J2<28.

Es éste uno de los problemas en los que un poco de artificio,
cosa quizad a veces peligrosa, puede ahorrar mucho trabajo. La ecua-
cién en x puede también obtenerse observando que ¥ 2 + ¢2 satis-
face claramente la ecuacién

[(x—v2P—2]1-[(x + V2P —2] = 0;

al operar en el primer miembro, se obtiene
(x—2F +4—2- [(x— V2 + (x + V2)]

=(x—2P+4—2-[2x* + 12x] (las potencias impares de x

se destruyen)

= x%— 6x' — 4x® 4 12x* — 24x — 4.
Este método se basa, por supuesto, en la observacién de que 13
ecuacién en x = ¥2 + {2 debe también tener por raiz — v2 + /2
(una idea de por qué esto tiene que ser asi puede hallarse en el
problema 24-8).

19. Al ser
V5! 1— 5 \?
(_1_+_2_~) B (TS)_ Vs _,
V5 5
(1+2~/5)2_ (1—;/5)*_ 5
V5 NV

la férmula es valida para n =1 y para n = 2. Supdngase que es valida
para todo k<n, donde n > 3. En tal caso es valida en particular para,
n—1 y para n—2, con lo que

a, =0u_1 + @n_y

(1+24’5)"-’_ (1—24”5‘)"-1 (1+2~/§)n1 (1—2v?)»—1

V5
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(l+v§)”—’ (1+ 1+~/_5)_(1—~/§)“-2(1+1——~/§')

_ 2 2 2 2
B J5
()T (-5 D)
- V5
=(1+2~/?)" (1—;/5)" .
V5
20. (a) Si @, = ... = a,, entonces se cumple la igualdad. Si se sustituye a; y

a; por (a‘ + a,)/2 la media aritmética A, permanece inalterada, mien-
tras que G, se convierte en

n

G”.V(a:';a; )(a,-;a, )

[
n =

n

vV aa;
R 2
= G,, ya que (_a%a_,) > a;a; segun el problema 1-6.

Al repetir este proceso suficiente nimero de veces se llega a tener
todas las q; iguales, con lo que existe una sucesion de medias geo-
métricas.

G. <G/ <G/ <. <GP =A

(b) Sabemos que G,< A, cuando n = 2'. Supéngase que G, < A, para
n = 2% y sea m = 2¥! = 2n. Entonces

_~/a1 Ay = V~/a1 vt QN Ayt .t Ay

a-:..-a, +~/a,l SR Iy
va 3 s aplicando G, << 4,
aG+..+a Gt..+an
n + n
< > segin lo supuesto
a+ ..+ a, A,
2n
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(c) Aplicando (b) a estos 2™ numeros se obtiene, para k = 2" —mn,
@+ ... +a,+ kA"
(@ @) (A = ]
nA, + kA, 1"
= [ 2 ] = (4",

con lo que
@ G (ALY = (A

21. Puesto que .a™*'=a"-a=a"-a!, la primera ecuacién se cumple para
m = 1. Supéngase que a™*™ = a" - a™. Entonces

artimil) — gnimi+l — gnim . g por definicién
=(a*+a™)-a
=a"(a"-a)
= g" - g™t por definicién,

con lo que la primera ecuacién se cumple para m + 1.

Al ser (a*)! = a" = a*!, la segunda ecuacién se cumple para m = 1.
Supédngase que (a*)™ = a™. Entonces

(a"y™+ = (a*)™ - a* por definicién
= aqam.q®
— amn+n X
= grm+)
22. Al ser
1-b+c)=b+c¢ por definicién
=1b+1-c por definicién,

el primer resultado es valido para a = 1. Supdngase que a* (b + ¢) =
=a*b+a-c para todo b y c. Entonces

(a+1)(b+c)y=a(b+c)+(b+c) por definicién
=(@@*b+ac)+ (b+0c)
=(a*b+b)+(a-c+c) por Pl y P4
=(a+1)b+@+1)-c por definicién.

La ecuacién a+1 = a vale para a = 1 por definicién. Supéngase que
a+ 1 = a. Entonces

@+ 1=a-14+1-1 por definicién
=a+ 1.

SPIVAK 2
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Para b =1, la ecuacién a+ b = b * a es consecuencia de a1 = a, que
~acaba de ser demostrada, y de 1+ a = a, que vale por definicién. Supén-
gase que a* b = b - a. Entonces
a*(b+1=a‘b+a-1
=a*b+a
=b-a+a
=(b+1)-a por definicién.

23. (a) (i) Esta claro.

(ii) Esto esta claro, ya que 1 es positivo, y si k es positivo, enton-
ces k 4+ 1 es positivo.

(iii) Estd claro que 1 pertenece a este conjunto. Si para el mismo no
se cumpliera la condicién (2), existiria entonces en el conjun-
to algin k con k + 1 = 1/2. Pero esto es falso, ya que k = —1/2
no es positivo.

(iv) Este conjunto contiene 4, pero no 4 + 1.

(v) Al estar 1 en A y en B, también estd en C. Si k esta en C, en-
tonces k estd a la vezen Ay en B, con lo que k + 1 estd en A
y en B, de modo que k + 1 esta en C.

(b) (i) 1 es un ndmero natural, puesto que 1 estd en todo conjunto
inductivo, por la misma definicién de conjunto inductivo.
(ii) Si k es un ndmero natural, entonces k estd en todo conjunto

inductivo. Asi pues, k + 1 estd en todo conjunto inductivo. Por
lo tanto, k + 1 es un ntimero natural.



CAPITULO 3

1. (i) x/(x+ 1) (para x40, —1).
(iv) 1/(1 + x + y) (para x + y~—1).
(vi) Para todo c, ya que f(c+ 0) = £(0).

2. (ii) Para y racional entre —1 y 1, y para todo y con | y|>1.
(iv) Para todo w con 0 <{w < 1.

3.() {x: —1<<x1)
@iv) {—1, 1}

4, (ii) sen? y.
(iv) sen 2.

5. (ii) soP.
(iv) Sos.

(vi) so(P + PoS).
(viii) PoSos+s0S 4 Poso(S + s).

6. (a) Poéngase

it =
isi

flx) = —;
I (xi—xy)
o

(b) Péngase .
‘ f(x) = X afix)



7. (a)

(b)

(©)

(d)

8. Si

i to(x —x)
=y a;* H______j__
i=1 = (Xi—xp)

iped

Si el grado de f es 1, entonces f es de la forma
f(x)=cx+d=c(x—a)+ (d + ac),

de modo que podemos poner g(x) =c y b = d + ac. Supéngase que
el resultado es valido para polinomios de grado < k. Si f tiene grado
k + 1, entonces f tiene la forma

f(x) = @ ¥ + ... + ax + a,

Pero la funcién polinémica h(x) = f(x) — a;,,(x —a) tiene grado
< k, de modo que podemos poner

f(x) —ay(x—a) = (x—a) g(x) + b,

f(x) = (x—a) [g(x) + @] + b,

con lo que tenemos la forma requerida.

Por la parte (a), podemos poner f(x) = (x —a) g(x) + b. Entonces
0=f(a)=(a—a)gla)+ b=,

de modo que f(x) = (x — a) g(x).

Supdngase que f tiene # raices a, ..., a,. Entonces segin la parte (b)
podemos poner f(x) = (x—a) gi(x) donde el grado de g(x) es n— 1.
Pero

0 = f(a,) = (a,— a;) gi(ay),

de modo que g(a,) =0, ya que a,7# a,. Podemos pues escribir
f(x) = (x — @) (x — a;) go(x),
donde el grado de g, es n— 2. Prosiguiendo de esta manera, obtene-
mos que
fx)=(x—a)(x—a)- ...  (x—a,)c

para algin numero c¢ # 0. Est4 claro que f(a)%40 si a4 ay, ..., a,.
Asi pues, f puede tener a lo sumo n raices.

Si f(x)=(x—1)(x—2)-...-(x—mn), entonces f tiene n raices. Si
n es par, entonces f(x) =x"+ 1 no tiene raices. Si n es impar,
entonces f(x) = x" tiene una raiz unica, que es 0.
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ax+b)
4 cx +d +b

ax+b)
d
c(cx+d +

x = f(f(x)) =

para todo x, entonces

(ac + cd)® + (d* —a¥)x—ab—bd =0 para todo x,

de modo que

ac +cd =0,
ab + bd =0,
& —a =0.
Se sigue que a=d o a =—d. Una posibilidad es a=d =0, en cuyo

caso f(x) = b/(cx), que satisface f(f (x))=x para todox340.Si a =d 0,
entonces b =c =0, con lo que f(x)=x. La tercera posibilidad es
a+d=0, de modo que f(x)= (ax+ b)/(cx—a), la cual satisface
f(f(x)) = x para todo x 3= a/c. Estrictamente hablando, podemos afiadir
la condicién f(x) s~ a/c para x % a/c, lo que significa que

Eeaa
oat+ bc#0.
(a)
CAnBch.CB’
Cr_a=1—C,
CAUy=CA+CB—CA'CB.

(b) Péngase A= {x: f(x) =1}

(c) f=7 siysolosiflx) =006 1 para todo x; siendo asi, puede apli-
carse ahora la parte (b).

(a) Para las funcmnes f que satisfacen f(x) > 0 para todo x.
(b) Para las funcwnes f con f(x) £ 0 para todo x.
(c) Para las funciones b y ¢ que satisfacen (b(t))? — 4c(t) > 0 para todo ¢.

(d) b(t) tiene que ser igual a 0 siempre que a(t) = 0. Si a(t)7# 0 para
todo ¢, entonces existe una funcién unica con esta condicién, que
es x(t) = a(t)/b(1). Si a(t) = 0 para algin t, entonces puede elegirse
arbitrariamente x(¢), de modo que existen infinitas funciones que
satisfacen la condicidn.
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11.

13.

14.

15.

16.

(d)

(e)

(a)

(b)

Dar a H(1), H(2), H(13), H(36), H(=/3), y H(47) los valores especifi-
cados y hagase H(x) =0 para x>=1, 2, 13, 36, «/3, 47. Al ser, en
particular, H(0) =0, la condicién H(H(x)) = H(x) se cumple para
todo x.

Hagase H(1) =7, H(7) =17, H(17) = 18, H(18) = 18, y H(x) = 0 para
x%1,17, 117, 18.

Hagase.

E(x) = f(x) +2f(—— x) f(x) — f(— x).

» Ox) = 3
Si f =E + O, siendo E par y O impar, entonces
f(x) = E(x) + O(x),
f(—x) = E(x) — O(x).

Al resolver en E(x) y O(x) se obtienen los resultados vistos en la
parte (a).

max (f,g)=(f+g+|f—g|)/2; min(f,g) = +g—|f—gl|)/2. (Véase
el Problema 1-13.)

(a)

(b)

(a)

(c)

f = max (f, 0) + min (f,0), ya que f(x) = max (f(x),0) + min (f(x), 0)
para todo x, al satisfacerse la ecuacién a = max (a,0) + min (aq, 0)
cualquiera que sea el valor de a.

Para cada x, elijase nameros g(x), h(x) = 0 con f(x) = g(x) — h(x).
Puesto que cada uno de los pares formados por g(x) y h(x), puede
ser elegido de infinitas maneras, existirdn infinitos pares de funcio-
nes g y kA que realizaran la descomposicién pedida de f.

El resultado se cumple para n =1 Si f(x; + ... + x,) = f(x)) + ...
+ f(x,) para todo x, ..., x,, entonces

flxg + oo + X)) = f([a + oo+ 2] + X00)
=fla + ... + %) + f(Xas1)
=flx) + ... + f(xa) + f(xp40)-

Pongamos ¢ = f(1). Para cualquier nimero natural 7, se cumplird
que

fn) =f + ... + 1) =f1) + ... + f(1) = cn.

n veces n veces
Al ser
f(x) + 1(0) = f(x + 0) = f(x),



17. (a)

(b)
(c)

23,
se sigue que f(0)= 0. Ahora, puesto que
f(x) + f— %) = f(x + (— %)) = (0) =0,

resulta que f(—x) = —f(x). En particular, para cualquier niimero
natural n,

f(—n) =—f(n) = —cn = c(—n).

Ademas,
1 1 1 1
(5] -1 (5) =1 (3 e ) 0=
n veces n veces

de modo que
1 1
Hw)=e
y en consecuencia

()= (2 == () e hoe ()

Finalmente, cualquier nimero racional puede escribirse en la forma
m/n, siendo m un ntmero gatural y n un entero; y entonces

f(%)=f(%+"'+71>=f(',17)+:+f(%)

m veces m veces

1 m
=mCc*®—=C*—,
n n

Al ser f(a) = f(a* 1) = f(a) * f(1) y f(a) % 0 para algin a, resulta ser
f() = 1.

Segun el problema 16, f(x) = f(1)x = x para todo nimero racional x.

Si ¢>0, entonces ¢ = 4* para algin d, de modo que f(¢c) = f(d?) =
= (f(d)? 2 0. Ademads, no podemos tener f(c) =0, ya que esto im-
plicaria que

f(a)=f(c'%)=f(0)'f(%)=0 para todo a.
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(d) Si x>y, entonces x—y >0, con lo que f(x)—f(y)>0 segun la
parte (c).

(e) Supdngase que f(x)>x para algin x. Elijase un nimero racional r
con x <r< f(x). Entonces, segin las partes (b) y (d),

f(x) <f(r) = r<f(x),

lo cual constituye una contradiccién. Analogamente, es imposible
que f(x)<x. (Hay aquif un pequeiio detalle que requiere justifica-
cién. Véase el Problema 8-5.)

18. Se satisface ciertamente la ecuacién si ocurre que f =0 o g = 0 y al mis-
mo tiempo 4 = 0 o k = 0. De no ocurrir esto, existira algin x con f(x)0
y algin y con g(y)# 0. Entonces 03~ f(x) g(y) = h(x) k(y), de modo que
también se tendrd h(x)# 0 y k(y) 7% 0. Haciendo a« = h(x)/f(x), tenemos
g(y') = ak(y’) para todo y’. Ademas, a = g(y)/k(y), de modo que tenemos
también h(x’) = «f(x’) para todo x’. Tenemos, pues, que g = ak y h = of
para cierto nimero a3 0.

19. (a) (i)

(i1)

Si f(x) + g(») = xy para todo x y para todo y, entonces, en par-
ticular,

f(x) +g(0)=0 para todo x.
Asi pues, f(x) = — g(0) para todo x, y
—g(0) + g(y) = xy para todo y;
poniendo x = 0 obtenemos g(y) = g(0). Debemos tener, pues,
0=—g(0)+ g(0)=xy ‘para todo x e y,
lo cual es absurdo.

Poniendo x =0, obtenemos f(y) =y (*) para todo y. De este
modo

x+y=gx)—y para todo y.
Por lo tanto, g(x) = x para todo x. Asi pues,
x+y=x—y para todo x e y,

lo cual es absurdo.

(b) Como f y como g témese una misma funcién constante. (Razona-
mientos analogos a los de la parte (a) hacen ver que ésta es la vnica
posibilidad.)

(*) Nota del traductor: De f(x + y) = g(x)—y se obtiene para x =0,
f(y) = g(0) — y para todo y. Se observa pues aqui un error.
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20. (a) Poéngase f(x) = x.

22.

23.

24.

25.

26.

(b) Para todo numero natural n, tenemos

n k k—1
F)—10)] = | 1 e+ - [y — D) —f (e + ——— [y—)]
<TG+ Ey——f+ =y
k=1 n n

L |
<Y —@—xp
k=1 N

_ (y—xp
=

Por lo tanto, f(y) = f(x) para todo x y para todo y.

(a) Si f(x) =f(y), entonces g(x) = h(f(x)) = h(f(y)) = &(y).

(b) Si z =f(x), definase h(z) = g(x). Esta definicién tiene sentido, ya
que si z = f(x’), entonces g(x) = g(x’) segun la parte (a). Si z no es
de la forma f(x), definase # de cualquieer manera (o déjese sin defi-
nir).Tenemos entonces, para todo x del dominio de f, g(x) = A(f(x)).

(a) Supédngase x7 y. Entonces g(x) = g(y) implicaria que x = f(g(x)) =
= f(g(y)) = y, lo cual es una contradiccién.

(b) b = f(g(b)), de- modo que basta con poner a = g(b).

(a) La hipétesis puede enunciarse como sigue: Si x =y, entonces
g(x) = g(y). La conclusién es ahora consecuencia del problema 22(b),
aplicadoa gy a l.

(b) Para cada x, elijase un nimero a tal que x = f(a). Lldmese a este
namero g(x). Entonces f(g(x)) = x = I(x) para todo x.

Basta hallar una funcién f tal que f(x)7= f(y) si x 7y, pero tal que no
todo numero sea de la forma f(x), pues entonces segin el problema 24(a)
existird una funcién g con gof =1, y segin el problema 23(b) no exis-
tira ninguna funcién g con fog = I. Una funcién que reune estas con-
diciones es -

X, x<0

flx) = x+1, x> 0;

ningin nimero de los comprendidos entre 0 y 1 es de la forma f(x).

hofog=ho(fog)=hol =h, y también hofog=(hof)og=Ilog=g.
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217,

28.

(a)

(b)

(c)

(a)
(b)

(c)

(d)

(e)

La condicién fo g = gof significa que g(x) + 1 = g(x + 1) para todo
x. Existen muchas funciones g que satisfacen esta condicién. La fun-
ciéon g puede en efecto definirse arbitrariamente para 0 Cx <1 y
para otros x pueden determinarse sus valores mediante esta ecuacién.

Si f(x) = ¢ para todo x, entonces fog = gof siy sélosic = f(g(x)) =
= g(f(x)) = g(c), es decir, ¢ = g(c).

Si fog =gof para todo g, entonces se cumple esto en particular
para todas las funciones constantes g(x) = c¢. Se sigue de la parte
(b) que f(c) = ¢ para todo c.

Es una simple comprobacion.

Sea f una funcién con f(x) = 0 para algin x, pero no para todo x.
Entonces f# 0, pero claramente no existe ninguna funcién g con
f(x) - g(x) = 1 para todo x.

Sean f y g dos funciones cuyos valores son todos 0 excepto en x, y x,,
siendo f(x,) =1, f(x;) =0, g(x;) = 0, g(x,) = 1. Ninguna de ellas es 0,
de modo que o bien f o bien — f tendria que estar en P y lo mismo
podria decirse de g o — g. Pero (+ f) (£ g) = 0, en contradiccién con
P12,

P11, P’'12 y P’13 se cumplen. P’10 es falso; si bien se cumple a lo
sumo una de las condiciones, no es necesariamente cierto que se
tenga que cumplir por lo menos una de ellas. Por ejemplo, si f(x) >0
para algin x y <0 para otro x, entonces ninguna de las condiciones
f=0,f<0 o f>0 se cumple.

No para el primer ejemplo; si h(x) = —x, entonces f<g implica,
en realidad, que hof> hog. Si para el segundo, ya que f(h(x)) <
< g (h(x)) para todo x.



CAPITULO 4

1. )y (2, 4). -+ + ¢ + -
0 | 2 3 4
i) [2, 4]. ' } - + °
0 I 2 3 4
(ili) (a—¢€; a+ €). + + +
Q-€ a Qte
(iv) (— 372, —VI/2)u (W172, V3/2).
i ; ¢ )
-V372 -l ~Jir2 (o] Vi72 (V372
(v) (—2,2). ¢ t — $ +-
~2 -1 { 2
(Vi) ¢ si a<{0;
- + -~
=701 0 V7)1
Rsiazl; -

(—o0, —v(JA)=T1u [V(1Ja)—T, x) si 0<a<1.
(vii) (—oo, 11 U [1, ).

_\ i y
¥ ¥ A 3
- o] ]
(viii) (—1, 1) u (2, o).
¢ t } t
-1 o) b 2
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2. (i)

(v)

(i)

(iv)

(vi)
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(iii), (iv) )

y=2-x

(vi) (vil) 2—2x+ 3y =@x—12+y2—1

/'@
\.

(viii)
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o N4
(iii) (iv)
/

7. (a) El angulo POQ es recto

si y sélo si (PQ)?

= (PO} + (OQ).

P (I,m) /)
(o}

Q {1,n)
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(b)

8. (a)

(b)

Significa esto que
m—nY=m+1+n*+1,

lo cual equivale a —2mn = 2, o mn = — 1. Esto demuestra el resul-
tado cuando b = ¢ = 0. El caso general se deduce de este caso parti-
cular, ya que la perpendicularidad depende sélo de la pendiente.

Si B£0 y B’30, estas rectas son las graficas de
f(x) = (—A/B)x —C/A,
g(x) = (—A’/B)x— C/A;

de modo que, segun la parte (a), las rectas son perpendiculares si y

sélo si
A A 1
B’ B ’

lo que equivale a AA’ + BB’ = 0. Si B = 0 (y en consecuencia A 34 0),
entonces la primera recta es vertical, de modo que la segunda le
es perpendicular si y sélo si A’ =0, lo cual ocurre exactamente
cuando AA’ 4+ BB’ = 0. Analogamente para el caso B’ = 0.

Esta desigualdad tiene lugar si y sélo si se cumple la que se obtiene
al elevar al cuadrado ambos miembros,

() + (4 )P <P+ x8) + (02 + 98 + 207+ x2 vyl + v,

lo cual, como puede observarse, es equivalente a la desigualdad de
Schwartz.

En la parte (a), sustitiyase

X por Xy — X,
X2 por Yo — Y1
N por X3 — X,

Y2 por Ys— Ye.

Geométricamente, esta desigualdad dice que la longitud de un lado
de un tridngulo es menor que la suma de las longitudes de los otros
dos. (Obsérvese que la informacién adicional relativa a la desigual-
dad de Schwartz aportada en el problema 1-18(d) indica que el signo
< puede ser sustituido por < en la desigualdad triangular excepto
cuando (x,, y), (x,, ¥,) v (x;, y;) estan sobre una recta.)
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(x3,¥3)

Vlxz-x)24+(y3-y,)2 Jixs xR ly3myp P

(x5,¥,)
Vixg-x2+y-y 2

(x;, y9)

9. (En las figuras que vienen a continuacién no queda sefialado ningiin pun-
to particular, ya que fueron trazadas mediante el método expuesto en el
Capitulo 11 y no marcando puntos.)

(i) Esta funcién es impar. (ii) Esta funcién es impar.
7/
/4
/4
/4
/
/
/
/
/
/
7/
7/
/,
/
y/,
Ve

\ I | ;'
Ui T
\ / \

SPIVAK 3
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10. (i) La grafica de f es simétrica respecto al eje vertical.

(ii) La grafica de f es simétrica respecto al origen. De modo equivalente,
la parte de la grafica que queda a la izquierda del eje vertical se

obtiene por simetria, primero respecto al eje vertical y después res-
pecto al eje horizontal.

N\
N\

(iii) La gréfica de f queda por encima o sobre el eje horizontal.

N

(iv) La grafica de f repite una y otra vez la parte comprendida entre 0 y a.

NN DTN

a
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11. Cuando n es impar, el dominio de f es R, pero cuando n es par, el do-

minio de f es [0, oo).

f(x)=Vx

12. Las graficas-de f(x) = | x| y de f(x) = | sen x| contienen «esquinas».

(a)

f(x)= x|

()

f(x)=|senx|

f(x)=x2

f(x)=sen2x

NN N
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13. (i) La gréfica de g es la grafica de f trasladada hacia arriba en ¢ uni-

dades.
/ 9
/_

~ /
_ "

(i) La grafica de g es la grafica de f trasladada ¢ unidades hacia la iz-
quierda (si ¢ > 0).

9

7

(iii) La altura de la grifica de f es multiplicada invariablemente por el
factor ¢. Si ¢ = 0, esto significa que g = 0; si ¢ >0, las distancias al
eje horizontal son afectadas por el factor, pero conservan el mismo
sentido; si ¢ <0 se invierten los sentidos.
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(iv) La grafica de f resulta contraida (*) mediante el factor ¢ si ¢> 0;
si ¢ <0, la contraccién se combina con una simetria respecto al

eje vertical. Si ¢ = 0, entonces g es una funcién constante, g(x) = f(0).

— g(x)=f(2x)
VR .

/I N\ -

/ 7 \
/ g(x)=f(-2x)
/

(v) «Todo lo que ocurre lejos de 0, ocurre también cerca, y viceversa»,
lo cual queda ampliamente ilustrado con la grafica de g(x)=sen (1/x).

(vi) La grafica de g consiste en la parte de la grafica a la derecha del eje

vertical, junto con la simétrica de dicha parte respecto al mismo
eje vertical.

~ - f
N9

.

—_—— -

(vii) La grafica de g se obtiene levantando hacia arriba todas aquellas
partes de la grafica de f que quedan por debajo del eje horizontal.

//\\/\\}/ ~2N

(*) Nota del traductor.— El autor supone que es |c|> 1.
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(viii) La gréfica de g se obtiene «recortando» aquellas partes de la grafica
de f que se encuentran por debajo del eje horizontal.

\/\’/'g/\/
\\

N

(ix) La gréfica de g se obtiene «recortando» las partes de la grafica de f
que quedan por encima del eje horizontal.

/N ‘
I TN

(x) La gréfica de g se obtiene «recortando» la parte de la grafica de f
que queda por debajo de la horizontal de altura 1 sobre el eje.

RN
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14. Al ser

b
f(x)=ax2+bx+c=a(x2+;x+_‘%)

“elf) ' (k)]

la forma general de la gréafica es la que se ve en la figura adjunta.

c_ bt ]

o "4 ]
-b
a

15. (1) ) C————p
C——p
[ s 2
>—
| e
[ e ]
[ e




(ii)

(iii)

(iv)

L




(v)

(vi) Obsérvese que el dominio de

fes{x:i —1<x<<1lyxz£0}

[ GRS




42

16. Véanse las paginas 622 y 627 del texto.

17. (i) Obsérvese que se han utiliz

ado escalas distintas sobre los dos ejes.

~—1
L . e—e
> 8+ G——n
*>—9 G—
61 -~
——
4 4 >
>—s
2 - *>—e
> >~
b 4 3 3 4 — — 4= i — o
—4 t — — t + t ¥
|

(ii) La grafica de f es semejante a la de la parte (i), salvo que existen
diez conjuntos de diez escalones entre ny n + 1.

(iii) La grafica de f contiene puntos en-cada intervalo de cada una de las

horizontales a distancias 0,

1, 2, ..., por encima del eje horizontal.

0000000000000000 000000000[000000000000000000000000000

90000 000000000000 00000003d00000000000000000 0000000000
$00000000000000000000000100 0000000008000 0000000000

$ 0000000 0000000000000 00|0cs 0000000000000 00000 00000

—_—— AR ASAA AAAMA S AALS R

T e ——

(iv) La gréfica de f contiene puntos en cada intervalo del eje horizontal

y de la horizontal a distancia 1 por encima del eje.

00000000000 00000000000(0 000000 00000000000 00000




0.9 1
0.8 4

0,7 4

O,GW
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(v) La figura adjunta presenta una imagen («a grosso modo») de la par-
te de la grafica de f que corresponde al intervalo [6/10, 1].

(vi) En la figura de la pagina siguiente puede verse una imagen (<a gro-
sso modo») de la grafica de f. Obsérvese que se han utilizado escalas
distintas sobre los dos ejes.



-

18. Véase la pagina 111del texto.

20. (a) La primera parte es un céalculo directo. Segun el problema 1-17, el
minimo de estos numeros es

(—2md—2c)  4m’d® + 4d® + 4m’c? + 462 — (4md® + 8mcd + 4¢?)

3 __
T o ) A + 1)
_ &+ m’c®—2med _ (ecm —d)?
- mt + 1 T omr+1

(b) La distancia de (¢, d) a la gréafica de f es la misma que la distancia
de (¢, d—b) a la grafica de g(x) = mx. Segin la parte (a), ésta es
lem —d + b|
m4+1
21. (a) x’ = distancia de (x, y) a la grafica de f(x) = — x si (x, ¥) queda por
encima de esta gréfica (es decir, si x + y > 0), y la negativa de
esta distancia si x + y < 0.
" = distancia de (x, y) a la gréafica de f(x) = x si (x, ¥) queda por
encima de esta gréfica (es decir, si x—y <0), y la negativa de
esta cuando x—y > 0.
Segun el problema 20, estas distancias vienen dadas por

—_X— X

| _yl= L2
vZ V2 ¥2
|x—y| | = y

2

vz v vz

de donde se deducen las férmulas deseadas.



(b) Al ser
x
LS
V2 2
y x
——_:=“""+—y“a
V2 2 2

tenemos (x'/¥/272— (y'/¥2)* =1 si y sélo si

x y\? x y\2
(2= (543)

R ¥ xy (x2 ¥ xy
R 7*7“7)

= xy.
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CAPITULO 5

x2—1 0
.3 i =—=0.
() lzlfxl x+1 2
x*—8 27—38
sy s — =19
(i) lim ~— =37
xt—y" yVe—2x"
(v) lim ——— = lim = = ny* 1,
u-Sz xX—y -5y y—x

. (iv) Péngase & = €, puesto que | x/(1 + sen®x) | <[ x|

(vi) Si € >1, péngase § = 1. Entonces | x— 1| <4 implica que 0 <x <2,
con lo que 0 < ¥x<2y|Vx—1|<1.Si e <1, entonces (1—eP<
<x<(l+ €) implica que | ¥x— 1| <€, de modo que hasta elegir
stal que (1 —elP<C1—sy 1+ 8<(1+ €)’ Podemos elegir, pues,
d=2e—¢€?

. (i), (ii), (iii) Para todos los nimeros a que no sean enteros.

(iv) Para todo a.

(v) Para todo a con a0 y as# 1/n, siendo n un entero cualquiera.

(vi) Para todo a con |a| <1y a3 1/n siendo n un entero cualquiera.

. (a) (i) Para todo a que no sea de la forma n + k/10 con n y k enteros.

(ii) Para todo a que no sea de la forma n + k/100 con n y k enteros.

(iii), (iv) Para ningin a.

(v) Para todos los nimeros a cuyo desarrollo decimal no termine en
7999....

(vi) Para todos los nimeros a cuyo desarrollo decimal contenga por
lo menos un 1.

46
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(b) Las respuestas son las mismas que para la parte (a) (si bien la des-

cripcién de los mimeros en términos de su nuevo «desarrollo deci-
mal» puede ser distinta).

5. (ii) Debemos tener

0<[x—-2[<min(sen2(

(iv) Debemos tener

. € Y ""'—_—e =
=21 <min (1 grgy) v e =4 <z

de modo que hace falta que sea
[min(1, €/10)7°

5 )+ min(1, €/10), [min(1, €/6)]?

>

1 1 € | . €
EEEE § L _2 1, —o |,
@ 4 3z+n Y A |<mm( 2(1/4] + 1))

de modo que debe ser

. . 8¢ 3 , ([min(1,2¢/5)1?
o< I x—2 I <mm([m1n(2, m)] , Sen (————————9 )

+ min(l,ze/S)_) =

6. Sea f(x)= :\/T?[ con a=0 y ¢£=0. Entonces para €<1 tenemos
| ¥Tx[—0]<e cuando 0<|x—0|<e€? pero si 0<|x—0|< €2, no
sigue que | ¥/ [x|—0]| < €/2 (debemos poner 0<|x—0|<(e/2)?).

7. (a)

Si. Por ejemplo, si g =1—f, entonces lim [f(x) + g(x)] existe aun
en el caso de no existir lim f(x) (yz_:n consecuencia tampoco
lim g(x)); vy si g=1/f donw('fg f(x) 0 para todo x3 a, entonces
hm f(x) g(x) existe aun cuando no existan hm fx) y 11m g(x) (por

eJemplo, si f(x) =1/(x—a) para x40, y g(x) x——a)

(b) Si, puesto que g = (f + g)—f.

(©
(d)

No. (Esto es sélo otro modo de enunciar la parte (b).)

No. (El razonamiento andlogo al de la parte (b), de que g = (f * g)/f
no sera aplicable si lim f(x) = 0, y éste es precisamente el caso en que
z-5a

se puede encontrar un contraejemplo. Por ejemplo, sea f(x) = x—a
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10.

11.

12.

y sea g(x) = 0 para x racional y 1 para x irracional. Entonces lim g(x)

no existe, pero lim f(x) g(x) = 0, ya que | f(x) g(x) —0 | <| f(;—))T.
\ 3‘_)0

Intuitivamente esto es verdad, ya que basta considerar las x que satisfa-
cen 0 <|x—a|< &, donde podemos elegir ¢’ < 4. En efecto,si lim f(x) = ¢,

-0
y € >0, existe un & tal que si 0 <|x—a|<¥, entonces |f(x)—¢|<e,
Pero existe también un & < & con esta propiedad (a saber, min(¢’, 4)). Al
ser f(x) =g(x) para todo x con 0<|x—a|<4, tenemos también
f(x) = g(x) para todo x con 0 <|x—a| <4, de modo que la conclusién
| f(x)— ¢ | < € puede expresarse igualmente en la forma | g(x)—¢|<e.
Esto demuestra que lim g(x) = ¢.
z-3a

(a) Se ve intuitivamente que f(x) no puede aproximarse a un numero
mayor que lim g(x), ya que f(x) < g(x) y g(x) estd préximo a lim g(x).
z-5a zHa

Una demostracién rigurosa es por reduccion al absurdo. Supdngase
que ¢ =lim f(x)>lim g(x) = m. Sea € = { —m > 0. Existe enton-
zHa zHa

ces un 6> 0 tal que si 0<|x—a|<4, entonces [ —f(x)[<€[2y
| m—g(x)|<e€/2

m qzx)

f'(x) L

La al
-

(Wi
[A)

Asi pues, para 0 <|x—a| <4 tenemos
€ €
gr)<m+ = = ——5<f(x),

contrariamente a la hipétesis.

(b) Basta suponer que f(x)<<g(x) para todo x que satisface 0 < |x—a|<3,
para algin §> 0.

(c) No. Sea, por ejemplo, f(x) = 0y sea g(x) = | x| para x 7% 0, y g(0) = 1.
Entonces lim f(x) = 0 = lim g(x).
z-50 z50

De modo intuitivo se ve que g queda comprimida entre f y A, funciones
que se aproximan a un mismo numero:
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Sea ¢ = lim f(x). Dado € >0, existe un >0 tal que si 0<|x—a|<3§,
z->a

entonces |A(x)—{¢|<e y |f(x)—¥¢|<e. Asi pues, si 0<|[x—a|<3},
entonces

{—e<flx)<glx) Sh(x)<{ + e,
de modo que |g(x)—{¢|<e.

13 (a) Deberiamos tener

bi(b b
tim JO _ gim B _ i TO9 i T .
=y =0 bx . bx 0y

La penultima igualdad puede justificarse como sigue. Si € > 0 existe
un >0 tal que si 0<|y| <4, entonces | f(y)/y| < €. Tenemos pues
que si 0 <|x|<e€/|b]|, entonces 0 < | bx | < €, de modo que
| f(bx)/bx| < €.

(b) En este caso, lim f(bx)/x =lim f(0)/x no existe, a menos que
=)

x>0

f(0)=0.
(c) Por la parte (a) se ve lim (sen 2x)/x =2 lim (sen x)/x. Podemos
50 50
también aplicar el siguiente célculo:
n2 2 [
fim S0 _ iy 20D (C0SD) e cos x lim SBF .
x50 X z-30 x x>0 -0 x

(Por supuesto que este método no serd aplicable en general para
lim (sen ax)/x.)
250

14. (a) Intuitivamente, si f(x) estd cerca de ¢, entonces | f(x)| estd cerca de
| £]. En efecto, dado € >0, existe un 6> 0 tal que si 0<|x—a|<3,
entonces

SPIVAK 4
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16.

17.

18.

[f(x)—¢|<e.Pero |[f(x)]—| 0| < |f(x)—¢|<e (segin el Pro-
blema 1-12 (vi)).

(b) Esto es consecuencia de (a) y del teorema 2, ya que

.+. P
max(f}g)=f+g 2If gl_'
min (/, g) = f+g—2lf—gl .

Esto significa que f es acotada en un intervalo alrededor de a.

M

______ <+ — —_————
a-3 :.'l a+8
._M \~
_____ L ] _—
. L\

Elijase 6> 0 de modo que |f(x)—¢|<1 para 0<|x—a| <4 (estamos
tomando € = 1). Entonces § —1<f(x)<¥¢ + 1, de modo que podemos
hacer M =max (|4 + 1|, | —1]).

Para cualquier 6 >0 tenemos f(x)=0para algin x que satisface 0<|x —a | <4
(a saber, x irracional con 0 <|x—a|<4) y también f(x) = 1 para algin
x que satisface 0 <|x—a| < (a saber, x racional con 0 <|x—a|<$).
Significa esto que no podemos tener | f(x) — ¢ | <1/2, tenga ¢ el valor que
tenga. (Hay aqui un poco de trampa; véase el Problema 8-5.)

Considérese, para mayvor sencillez, el caso a> 0. La idea basica es que al
estar f(x) cerca de a para todos los racionales x que estan cerca de a, y
al estar f(x) cerca de — a para todos los irracionales x que estan-cerca
de a, no podemos tener a f(x) préximo a ningiin nimero fijo. Para con-
seguir que esta idea sea aplicable, observemos que para cualquier >0
existen x con 0<|x—a| <4y f(x)>a/2, asi como x con 0<|x—a|<3é
y f(x) <—a/2. Puesto que la distancia entrea/2 y —a/2es a, esto significa
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que nuv podemos tener |f(x) — ¢ | <a para todos estos x, cualquiera que

sea el valor de ¢.
a/2 /

-a/2 \

N

19. (a) Es consecuencia de (b), ya que |sen1/x| <1 para todo x (% 0).

20.

21.

(b) Si >0 es tal que | g(x)| < e/M para todo x con 0<|x|<34, enton-
ces | g(x) h(x) | < € para todos estos x.

Si lim f(x) existe, estd claro entonces que llm [f(x) + g(x)] no existira

>0
cuando lim g(x) no exista (esto. fue objeto del Problema 7(b) y (c)). Por
T30
otra parte, si lim f(x) no existe, elijase g = —7f; entonces lim g(x) no
250 z-50

existe, pero lim [f(x) + g(x)] si existe.
2-50

(a) Si lim f(x)g(x) existiera, existiria también entonces lim g(x) =
>0 x>0

= lim f(x) g(x)/f(x).
*-30
(b) Evidentemente, si existe lim f(x) g(x), entonces lim g(x) = 0.
x>0 T30

(¢) En el caso (1) de la indicacién estd claro que no podemos tener
lim f(x) = 0, asi que por lo supuesto, el limite no existe en absoluto.
>0
Sea g = 1/f. Al no ser verdad que lim | f(x) | = oo, se sigue

x>0

que si lim g(x) existe, entonces lim g(x)7~0. Pero esto implicaria
x>0 >0
que lim f(x) existe, con lo que lim g(x) no existe. Por otra parte,
x>0 x>0
estd claro que lim f(x) g(x) existe. En el caso (2), elijase x, segin se
x>0
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22

24,

25.

26.

indica. Definase g(x) = 0 para x# x, y g(x) =1 para x = x,. En-
tonces lim g(x) no existe, pero lim f(x)g(x) = 0.
>0 x>0

Dado € >0, elijase # con 1/n < € y hagase § igual a la distancia minima
desde a a todos los puntos de 4,, ..., A, (excepto a si mismo en el caso en
que a sea uno de estos puntos). Entonces 0 <|x—a| < implica que x
no esta en 4, ..., A,, de modo que f(x) =0 o 1/m para m>n, o sea que
[f(x)]|<e.

(a) Aunque sea verdad que lim 1/x =1, no es verdad que para todo

x-51
>0 exista un € >0 con |1/x—1|<e para 0<|x—1|<4. En
efecto, si 4 = 1, no existe un tal €, ya que 1/x puede ser tan grande
como se quiera, siendo 0<|x—1|<1.
Ademas, cualquier funcion f acotada satisface automdaticamente la

condicién, tanto si es lim f(x) = ¢ como si no.
z-5a

(b) Si f es una funcién constante f(x) = ¢, esta condicién no se cumple,
puesto que | f(x) — ¢ | <1 no implica ciertamente que 0 < |x—a| <3,
para algan 4.

Ademas, la funcién f(x) = x, satisface esta condicién cualesquiera
que sean a y 4.

(i), (ii), (iii), (iv) Los dos limites laterales existen para todo a.

(v) Los dos limites laterales existen, para a 3 0, y ninguno de los dos
existe para a = 0.

(vi) Los dos limites laterales existen para todo a con |a|<1; ademas

existen, lim_ f(x) y lim_ f(x).
51 51

(a) (i), (i) Los dos limites existen para todo a.

(iii), (iv) Ninguno de los dos limites laterales existe, cualquiera que
sea a.

(v) Los dos limites laterales existen para todo a.

(vi) Los dos limites laterales existen para todos los a cuyo desarro-
llo decimal contenga por lo menos un 1; ademas, el limite por
la derecha existe para todo a cuyo desarrollo decimal no con-
tenga ningun 1, pero que termine en 0999....

(b) Las respuestas son las mismas que para la parte (a).



29.

30. Suponemos, naturalmente, que a,7%0 y b, 0. Si x>~ 0, entonces

\/ V)

N\~
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Sea ¢ =lim_ f(x) y m = lim, f(x). Al ser m— ¢ >0, existe un >0

z->a z>a
- tal que
m —

[f(x)—2|< 3

If(y)—m|<21;2——e cuando a<y<a+ 4.

Esto implica que -
m—{¢ {—m

cuando a—dé<x<a,

()<l + —— =m———<f(y).

2 2

La reciproca no es cierta, como lo demuestraf(¢)=ty cualquier a.
Se concluye solamente que lim_ f(x) << lim, f(x).
z-3a ®

a+2ly. 42
L R L x x f(x)
bpx™+ ...+ b, b, b T elx)’
] o +_0 &(x)
xn—m x'l

Si m <mn, entonces lim f(x) =a, pero lim g(x) =0. Esto implica que

500 =300
Iim f(x)/g(x) no existe (de otro modo tendriamos
2500

lim f(x) = [lim f(x)/g(x)] - [lim g(x)
2500 2500 500

Si m = n, ponemos

1=0).

a, + a,
ax" + ...+ a, gmen T gm _ f(x)
bx™+ ...+ b, b,  gx)
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Entonces lim f(x) = 0 si m > n, y a, si m = n, mientras que lim g(x) = by,

500 >0

Asi pues, lim f(x)/g(x) =0 si m>n, y a,/b, si m = n.

500

32. lim f(x) = ¢ significa que para todo €>0 existe algin N tal que

T -

(o]

[f(x)—¢|< e para x<N.

(a)

La respuesta es la misma que cuando x— > (Problema 30).

(b) Si ¢ =1lim f(x), entonces para todo € >0 existe algin N tal que

(c)

33.

(a)

(b)

34, (a)

300
[f(x)— ¢ | <€ para x> N. Si es ahora x<— N, entonces —x> N,
con lo que |f(—x)— ¢ | < €. Asi pues, lim f(—x) = ¢.

z5 - 00

Si ¢ =lim f(x), entonces para todo € >0 existe algin N tal que

z-> ~ 00
| f(x)— ¢ | < € para x <N, y podemos suponer que es N < 0. Ahora
si 1/N <x<0, entonces 1/x <N, con lo que |f(1/x)—¢|<e.

Dado N >0, pongamos é = 1/ N. Entonces 0 < | x—3]| < implica
que (x —3))< 1/N, con lo que 1/(x—3)*> N.

Dado N >0, con lo que 1/N >0, elijamos > 0 tal que | g(x)| < €/N
para 0 < |x — a| < 4. Entonces 0 < |[x — a| < § implica que

| f(x)/g(x)| > € -(N/e) = N.

lim, f(x) = oc significa que para todo N existe un 6> 0 tal que, para
z-5a

todo x, si a<<x<a+ 4, entonces f(x)> N.



(b)
(©)
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lim_ f(x) = oo significa que para todo N existe un ¢ > 0 tal que, para
z—>a

todo x, si a— ¢ <x<a, entonces f(x)> N.

lim f(x) = oo significa que para todo N existe un M tal que, para
2-300

todo x, si x> M, entonces f(x)> N.
Se puede definir también

lim  f(x) = oo,

z-5—00 -

lim f(x) = —o0,
z>a

lim, f(x) =—ox,
r>a

lim_ f(x) = — oo,
>0

lim f(x) = —oo,
z-5>C0

lim f(x) = —oo.
T-—00

Dado N >0, elijase 6 = 1/N. Si 0 <x <, entonces 1/x> N.
Si lim f(1/x) = oo, entonces para todo N existe un M tal que

>0

f(1/x)> N para x> M. Elijjase M>0. Si 0<x<1/M, entonces
x> M, con lo que f(x) > N. Asi pues, lim, f(x) = oo, La demostracién
x50

de lo reciproco se hace de modo andlogo.



CAPITULO 6

1. (ii) Para ningun F, ya que lim | x|/x no existe.
50

(iv) Para ningin F, ya que F(a) tendria que ser 0 para los a irracionales
y entonces F no podria ser continua en a si a es racional.
2. Problema 4-15:
(i), (ii), (iii) En todos los puntos excepto en los enteros.
(iv) En todos los puntos.
(v) En todos los puntos excepto en 0 y en 1/n para n entero.

(vi) En todos los puntos de (— 1, 1) excepto en 0 (donde no esta defini-
da) y en 1/n para n entero.

Problema 4-17:

(i) En todos los puntos que no sean de la forma n + k/10 con n y k en-
teros.

(ii) En todos los puntos que no sean de la forma n + /100 con n y k
enteros.

(iii), (iv) En ningdan punto.

(v) En todos los puntos cuyo desarrollo decimal no termine en 7999....

(vi) En todos los puntos cuyo desarrollo decimal contenga por lo menos
un 1.

3. (a) Esta claro que lim f(#) =0, ya que | k| < § implica que |f(k) — f(0)| =
=|f(hy|<s *®

(b) Poéngase f(x) = 0 para x irracional, y f(x) = x para x racional.

(c) Obsérvese que [f(0)|<<!g(0)| =0, con lo que f(0) = 0. Al ser g con-
tinua en 0, para todo € >0 existe un 6> 0 tal que | g(h)—g(0)| =
= | g(h)|<e€ para | h | <. Asi pues, si | #| < §, entonces ]f(h) f(0)|=

= |f(h)| < |g(h)| < €. Por lo tanto hm f(h) = 0 = f(0)

4, Pongamos f(x) = 1 para x racional y f(x) = — 1 para x irracional.

56



57

5. Pongamos f(x) = a para x irracional, y f(x) = x para x racional.

.Ooooo-aooc.loy.ooooooooo

=% 3

6. (a) Definase f como sigue (véase la solucién al Problema 4-15(vi)):

0,
1

fix) = [1]
~|

2,
(b) Pébngase

—1,
1

fix) = [1]
X

2,

x<L0
I<x<l1

x> 1.

x<O0
I<xl

x>1.

7. Obsérvese que f(x + 0) = f(x) + £(0), con lo que f(0) = 0. Ahora bien
lim f(a + h)— f(a) = lim f(a) + f(h) — f(a)
R->0 h-30
= lim f(h)
he30
= lim f(h)—f(0) =0,
h>0

ya que f es continua en 0.

8. Al ser (f + a)(a)#0, el teorema 3 implica que f + « es distinto de cero
en algin intervalo abierto que contiene a.

9. (a) Esto no es mas que otra manera de definir la continuidad: Si la con-
dicién no se cumpliera, entonces para todo € >0 tendriamos
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10.

11.

| f(x)—f(a)| < € <2e para todo x suficientemente préximo de a,
es decir, para todo x que satisface | x—a|<é para algin é>0. Si
esto se cumpliera para todo €, entonces f seria continua en a.

flo)be 4 ettt
fla)
flo)-e + == S orrme— —————
0

(b) Si no se cumpliera ninguna de estas condiciones, entonces para todo
€ > 0 existirian 4, &> 0 tales que f(x) > f(a) — € para |[x—a|<§ °
y f(x)<<f(a) + € para |[x—a| <4, Si |x—a|<é=min (4, 4), en-
tonces f(a)—e << f(x) < f(a) + €, de modo que |f(x)—f(a)|<e.
Puesto que esto se cumpliria para todo € > 0, se seguiria que f seria
continua en a.

(a)
lim |f](x) = |lim f(x)| segun el Problema 4-14
z->a z>a

=[fl@)] =1f!(a).

(b) Las férmulas que dan E y O en la soluciéon del Problema 3-13 de-
muestran que E y O son continuas si f es continua.

(c) Esto es una consecuencia de la parte (a), ya que
_f+eg+|f—g|
= 5 ,
f+eg—If—g|

3 .
(d) Péngase g = max (f, 0) y # = — min (f, 0).

max (f, g)

min (f, g) =

1/g =fog, y f es continua en g(a) si g(a) # 0. Asi pues, segin el teorema
2, 1/g es continua en a si g(a) 0.



12.

13.

14,

15.

16.

(a)

(b)

(a)

(b)

(b)
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Esta claro que G es continua en 4, ya que G(a) = ¢ =lim g(x) =
z>a
= lim G(x). Por tanto, foG es continua en a segin el teorema 2.
r>a .

Asi pues,
(&) = f(G(a)) = (fo G)(a) = li_r)‘{l (foG)(x) = ll_ﬁl f(g(x)).
Seagx)=¢+x—ay ;
_ (0 x*¢

f(x) = L x=g

Entonces lim g(x) = ¢, de modo que f(lim g(x)) = f(¢) = 1; pero
z->a z>a
g(x)~ ¢ para x7 a, con lo que lim f(g(x)) = lim 0 = 0.
z->a TS0

Al ser f continua en [a, b], existen los limites lim, f(¢) y lim_ f(2).
toa t->b
Sea
lim, f(2), x<a
t-3a
gx) = { f(x), ax<b
lim_ f(t), b<=x
t-b
Péngase f(x) = 1/(x—a).

El limite lim f(a + t) existe y tiene como valor f(a) = g(a) = h(a),

£-50
ya que
lim, f(a + t) = lim, gla + t) = g(a),
£30 -0
lim_ f(a + t) = im_ h(a + t) = h(a).
t>0 t—>0

f es continua en ¢ por (a), y en cualquier x ¢ de [a, b], ya que f

- coincide con g o con A en alguin intervalo en torno a x.

Si f-es continua en [a, b] y f(a)> 0, existe entonces algun >0 tal que
para todo x, si a << x <x + 4, entonces | f(x) —f(a) | <f(a). Esta ultima
desigualdad implica que f(x)> 0. La demostracién para f(b)> 0 es ana-
loga. '

(a)
(b)

No en el primer caso; si en el segundo.

Tenemos
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lim g(x) = lim f(x), ya que g(x) = f(x) para x*#a
z>a T->a
= g(a), por definicién de g(a).

(c) g(x) =0 para todo x.
(d) Al ser, por definicién, g(a) = lim f(y), se sigue que para cualquier

y->a
€ > 0 existe un 4> 0 tal que | f(y) —g(a)| < € para |y—a| <. Esto
significa que

gla)—e <f(y)<gla) + €

para | y—a| <. De este modo, si | x—a| <34, tenemos

gla) —e < lim f(y) < gla) + e,

¥z

lo cual demuestra que | g(x)—g(a)| << € para todo x que satisfaga
| x—a]|<sé. Asi pues, g es continua en a.



CAPITULO 7

1. (ii) Acotada superior e inferiormente; sin mdéximos ni minimos.
(iv) Acotada inferiormente pero no superiormente; minimo en 0.

(v) Acotada superior e inferiormente. Se sobreentiende que a>—1
(paraque sea—a—1<<a+1).Si—1<a<{1/2, entoncesa<<—a—1,
de modo que f(x) =a+ 2 para todo x de (—a—1,a+ 1) ya+2
es a la vez maximo y minimo. Si —1/2 <a <0, entonces f tiene el mi-
nimo valor &%, y si a > 0, entonces f tiene el minimo 0. Puesto que sola-

menteesa + 2> (a+ 12 para[—1— V5l/2<a<[l+ v/51/2, cuan-

do a > —1/2 esta funcién f tiene un maximo sélo para a<<[1+ v/51/2
(siendo el maximo igual a a + 2).

(vi) Acotada superior e inferiormente. Como en la parte (v), se supone

: que es a>—1. Si a<<—1/2, entonces f tiene el valor 3/2 como
maximo y como minimo. Si a >0, entonces f tiene el minimo 0
y el maximo max (a? a + 2). Si —1/2<a<0, entonces f tiene el
maximo 3/2 y carece de minimo.

(viii) Acotada superior e inferiormente; maximo 1; sin minimo.

(x) Acotada superior e inferiormente; minimo 0; el méximo es a si es
racional y si a es irracional no existe maximo.

(xii) Acotada superior e inferiormente; minimo 0; maximo [a].
2. (ii) n=—35, ya que f(—5)=2(—5)+ 1 <0< f(—4).
(iv) n = 0, ya que las dos raices de f(x) = 0 estdan en [0, 1].
3. (ii) Si f(x) =sen x—x + 1, entonces f(0)>0y f(2) = (sen 2)—1<0.
4, (a) Pongase ¢ =(n—k)/2y )
fX)=0G*+ D(x—1)(x—2)...* (x—k).

(b) Sif tiene las raices g,, ..., a, con multiplicidades respectivas m,, ..., m,,
de modo que k = m, + ... + m,, entonces

fx) = (x—a) "+ ...+ (x—a,)"" g(x)

61
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donde g es una funcién polinémica de grado n—(m, + ... +m,) = n—k

sin raices. Del teorema 9 se sigue que n— k es par.

6. De no ser asi, f tomaria valores tanto positivos como negativos, con lo
que f tendria el valor 0 en algun punto de (— 1, 1), lo cual es imposible,

ya que es ¥ 1 —x* 0 cuando x estd en (—1, 1).

8. De no ser asi, seria entonces f(x) = g(x) para algin x y f(y) = —g(y)
para algin y. Pero f es o bien siempre positiva o bien siempre negativa,
ya que f(x) 7 0 para todo x. Asi pues, g(x) y g(y) tendrian distinto signo.
Esto implicaria que g(z) = 0 para algun z, lo cual es imposible, ya que

0 f(z) = + g(2).

9. (a) f(x)>0 para todo x3~a. Ya que si es x>a el punto en que
f(x,)>0, y si es f(x) <0 para algin x> q, entonces es f(z) = 0 para
algin z en el intervalo entre x, y x; al ser z 3 a, esto contradice la
hipétesis. La demostracion para x <a es andloga.

(b) Para y %0, pongamos f(x) = x* + xy + ¥* (si queremos ser muy ex-
plicitos, podemos poner f, en vez de f). Entonces f(x)70 si x7£0
y f(x)>0 para x = + y, con lo que f(x)>0 para todo x7~ 0 segin
la parte (a).

(c) * Pongamos f(x, y) = x* + x%y + xy* 4+ y°. Segin puede facilmente com-
probarse es f(x, ¥) ={(x + y)(x* + ¥*). Si es x5%0 o y5£0, el signo
de f(x, v) serd evidentemente el de x + y, puesto que x* + y* es siem-
pre positivo. Ademds, f(x, y) sera 0 sélo cuando x = —y.

12. (a) Utilicese la demostracién del problema 11, pero aplicdndola a f y
— I

(b) Apliquese la misma demostracién a f y g.

13. (a) No, f no ¢s continua en [—1, 1].

Si a<<b son dos puntos de [—1, 1] con g, b >0 o0 a, b <0, entonces
f toma todos los valores comprendidos entre f(a) y f(b) en el inter-
valo [a, b], ya que f es continua en [a, b]. Por otra parte, sia<0<b,
entonces f toma todos los valores entre — 1 y 1 en [q, b], con lo que
f toma ciertamente todos los valores entre f(a) y f(b). El mismo
razonamiento es aplicable para a =0 o b = 0 (puesto que f(0) esta
por definicién en [—1, 1]).

(b) Si f no fuese continua en a, entonces (segtn el Problema 6-9(b)) para
algin e>0 existirian x tan cerca como se quiera de a con f(x)>f(a)+ €
o f(x)<f(a)— €. Supongamos que ocurre lo primero. Podemos
incluso suponer que existen x tan cerca como se quiera de a y >a,
o bien tan cerca como se quiera de a y < a. Supongamos también

* Nota del traductor. — Al haber encontrado alguna incoherencia en el ori-
ginal, la solucién que aqui damos se aparta del mismo.
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aqui lo primero. Tomemos un x>a con f(x)> f(a) + €. Segun el
teorema de los Valores Intermedios, existe un x’ entre a y x con
f(x’) < f(a) + €. Pero existe también y entre ay x’ con f(y) > f(a) + €.
. Segiin el teorema de los Valores Intermedios, f forma el valor
f(a) + € entre x y x’ y también entre x’ e y, contrariamente a la
hipétesis.

-
—
Q
-~
I
¥

I ] I 8 j . 1
— v - v v
a y x' x

(c) Lo mismo que en (b), elijase x;, > a con f(x,)> f(a) + €. Elijase des-
pués x;’ entre a y x, con f(x;) < f(a) + €. Después elijase x, entre a
y % con f(x,)> f(a) + € y x,’ entre a y x, con f(x;') < f(a) + €, etc,
Entonces f toma el valor f(a) + € en cada uno de los intervalos
[x',, x,], en contradiccién con la hipdtesis.

14. (a) Esto es evidente, ya que |cf |(x) = |c|*|f(x)| para todo x de [0, 1].
(b) Tenemos
[f+g]®) =[fx)+ g®) | <[ fx)] + | gx) | <[ f| (%) + | g] (%)
Si |f + g| tiene su maximo en x, entonces

[f+ell=]f+glx<|flx)+[g[R)<|f] +] 2]l

Si f v g son las funciones indicadas en la figura que sigue, enton-
ces ||[f||=|lgl|=1f+gll=1 conlo que |[f+g|=]|f]+] gl
(Obsérvese que esto ocurre a pesar de ser |f + g|(x)=|f|(x)+
+ | g | (x) para todo x.)
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15.

16.

(©)

(a)

Apliquese la parte (b) poniendo #—g en el lugar de fy g—f en el
lugar de g.

Elijase b> 0 de modo que sea | $(b)/b*| <1/2. Entonces

b

Andlogamente, si a <0y | ¢(a)/a?] < 1/2, entonces a" + ¢(a) < a"/2 <0,
Asi pues, x* + ¢(x) = 0 para algin x de [4, b].

b"+ ¢(b) =0 (1 +M)>%‘>O.

(b) Elijase a>0 tal que a">2¢(0) y tal que |¢(x)/x"|<1/2 para
| x| > a. Entonces para | x| > a tenemos
(;,( ) xn n
x4 o(x) =x"|1 >=>—>$(0),
x" 2 2
con lo que el minimo de x" + ¢(x) cuando x esti en [—a, a] es el
minimo para todo x.
Si
f(x) = X" + @p 2™ + ... 4 a,
pongamos

M =max(1, 2n|a, .|, ..., 2n|a)).

Entonces para todo x con | x| > M tenemos

Laiy®ry 45
2 n
If(x)l=lx"(1 )1>xr~/z
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Si b> M satisface | b*| > 2f(0), entonces |f(x)| =>|f(0)| para [x]|=>b
Asi pues, el minimo de |f(x)| en [—b, b] €s a la vez el minimo en R.
(Naturalmente este problema puede generalizarse exactamente igual que

el Problema 15: Si ¢ es continua y hm $(x)/x*=0= lim ¢(x)/x", existe
2—5—00

entonces un numero y tal que | y* + ¢(y)] < | x* + ¢(x)| para todo x.)

17. Témese un b>0 tal que f(x)<f(0) para |x|> b. Entonces el méximo
de f en [— b, b] es también el maximo en R.

18. (a) Apliquese el teorema 3 a la funcién (continua)

d(z) = V(f(2))® + (z—x)?,
que proporciona la distancia de (x, 0) a (z, f(z)), para z en [a, b].

(b) Sies f(x) = x en (a, b), entonces no hay ningin punto de la gréfica
que sea el mas préximo al (a, a).

(c) Esta claro que la funcién d de la parte (a) satisface hm d(z) =0 =

= lim d(z), ya que d(z) >|z— x|. Elijase un ¢ >0 tal que d(z) > d(0)
2z-3—00
para | z|>c. Entonces el minimo de d en [—¢, ¢] sera el minimo
de d en R.

(d) Por definicién, g(x) = V(f(2))* + (z—x)* para algin z de [a, b].
Ahora bien, V/(f(2)) + (z—yP < V(f(2)? + (z—x)*+ [z—y| para
todo z. Asi puestenemos, g(v), minimo de todos los valores de
v (f(2))? + (z—y)%, es menor o igual que |z—y| + el minimo de
todos los ¥ (f(z))* + (z— x)’, lo cual es igual a g(x) + |y —x|. Al ser
| g(y) —g(x)| < |y—=x]| se sigue que g es continua (dado € > 0, t6-
mese § = €).

(e) Apliquese el teorema 3 a la funcién g, continua en [a, b].

SPIVAK 5
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19. (a)

(b)

20. (a)

Si la funcidn continua g satisface g(x) 7% 0 para todo x, entonces, o
bien g(x)>0 para todo x, o bien g(x) <0 para todo x, es decir,
o bien f(x)> f(x + 1/n) o bien f(x) < f(x + 1/n) para todo x. En el
primer caso, por ejemplo, tendriamos

f0)>f (%) >f (%) >..>f (%) = f(1),

en contradiccién con la hipétesis de ser f(0) = f(1).

La figura que sigue representa una de estas funciones f cuando
1/4<a<1/3.

En general, si 1/(n + 1) <a < 1/n, definase f de modo arbitrario en
[0, a], con la Unica condicién de ser f(0) =0, f(a)>0 y f(1 —na) =
= —nf(a). Al ser 1/(n + 1)<a<1/n, los nimeros 0, 1 —na y a
son distintos, por lo que tal eleccién de f serad posible. Definase
después f en [ka, (k + 1)a] poniendo f(ka + x) = f(x) + ka. Tene-
mos, en particular, f(1) = f(na + (1 — na)) = na + f(1 —na) = 0, pero
f(x + a)— f(x) = f(a)> 0 para todo x.

Si f(a) = f(b) para a<b, ho podemos tener entonces f(x;)>f(a) y
f(x,) < f(a) con x, x, en [a, b], ya que esto implicaria que f(x) = f(a)



(b)

(c)
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para algin x entre x, y x; con lo que f tomaria tres veces el valor
f(a). Asi pues, o bien f(x)> f(a) para todo x de (a, b), o por el con-
trario f(x) <{f(a) para todo x de (a, b). Suponiendo lo primero, to-
memos un x, cualquiera de (a, b). El teorema de los Valores Inter-
medios implica que f toma todos los valores comprendidos entre
f(a) y f(x,) en el intervalo [a, x,] v también en el intervalo [x,, b].
Asi pues, no podemos tener f(x)> f(a) para x<a o x> b, ya que
esto implicaria que f tomara estos valores una tercera vez (en [x, a]
o [b, x]). ' '

-do

-,

-
o

De este modo f es en realidad acotada superiormente en R (por ser
acotada en [a, b]), lo cual excluye que pueda tomar cualquier valor.

Es mas, aun permitiendo que f pueda no alcalzar todos los valores,
seguiria siendo verdad que f tiene en realidad un maximo M en R
(el méaximo de [a, b] serd el maximo de R). Pero f tiene que tomar
este valor dos veces, pongamos que en x, y en x,. Tomemos
A< XN<p<y,<y. :

/\\/\

a Xo B X. Y

Si m es el maximo de f(a), f(8) ¥y f(y), entonces f toma todos los va-
lores comprendidos entre m y M en cada uno de los intervalos [, x,],
[x,, 81, [8, %] ¥ [x1, y], lo cual es imposible.

La figura que sigue, para n =5, ilustra el caso general.
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(d) Tomemos x; <...<x, con f(x;) =...=f(x,) =a. En cada intervalo
(x:, x:,1), 0 bien es f > a, o bien f <a. Al ser n par, existe un numero
impar, n— 1, de estos intervalos, de modo que es o bien f>a o
bien f<a en mas de la mitad de ellos. Asi pues, en por lo menos
n/2 intervalos es f>a o bien en por lo menos #n/2 intervalos es
f <a. Si ocurre lo primero, f toma entonces todos los valores algo
mayores que a por lo menos dos veces en por lo menos n/2 interva-
los. Esto demuestra que f no puede volver a tomar estos valores
en ninguna otra parte, lo cual significa que f es acotada superior-
mente. (Ademas, el mismo tipo de razonamiento que se ha utilizado
en la parte (c) hace ver que f tendria que tomar valores algo meno-
res que el maximo por lo menos 2n veces.)



1. (ii)

CAPITULO 8

1 es el méximo y — 1 es el minimo.

(iv) 0 es el minimo y # 2, que no pertenece al conjunto, es el supremo.
(vi) Al ser {x: £+ x+1<0} =([—1—#51/2, [—1 + ¥/51/2), el infimo

(viii)

2. (b)

3. (a)

es [—1—/51/2 y el supremo [—1 + #/51/2; ninguno de los dos
pertenece al conjunto.

1—1/2 es el maximo y — 1 el infimo, el cual no pertenece al con-
junto.

Al estar A acotado inferiormente, B 3£ ¢. Puesto que A ¢, existe
algin x en A. Ningin y que sea mayor que x es cota inferior de 4, o
sea que ninguno de tales y pertenece a B. B estd pues acotado supe-
riormente. Sea « = sup B. Entonces « es autométicamente mayor
o igual que cualquier cota inferior de A, con lo que basta demostrar
que o es cota inferior de A. Ahora bien, si « no fuese cota inferior
de A, existiria en A algiin x con x <a. Al ser « la cota superior mi-
nima de B, esto significaria que en B existe algiih y con x<y<a.
Pero esto es imposible, ya que x <y significa que y no es cota infe-
rior de A y por lo tanto y no puede pertenecer a B.

No. Por ejemplo, en las funciones f abajo indicadas no existe penul-
timo (inmediato al minimo) valor de x con f(x) = 0

.|/ o

b b

Puesto que b —a + x varia entre b y a cuando x varia entre a y ¢
la funcién g(x) = f(b—a + x) satisface gla)=f(b)>0 y g(b)-=

69
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(b)

= f(a) < 0. Existe pues un elemento minimo y con g(y) = 0. Por lo
tanto x = b—a + y es el x maximo con f(x) = 0.

Esta claro que B # ¢, ya que a esta en B; es mas, existe algin 6> 0
tal que B contiene todos los puntos x que satisfacen a < x<a + 4,
segun el Problema 6-15, ya que f es continua en [a, b] y f(a) <O.
Anilogamente, b es cota superior de B y, atin mas, existe un 6> 0
tal que todos los puntos x que satisfacen b — § < x << b son cotas su-
periores de A; esto es también consecuencia del Problema 6-15, ya
que f es continua en [a, b] y f(b)> 0.

Sea o« = sup A. Entonces a < a < b. Supdngase f(a) < 0. Segin el
teorema 6-3, existe un §>0 tal que f(x)<0 para a —d<x<a -+ 4.
Significa esto que a + /2 esta en A, lo cual es una contradiccién.
Analogamente, supéngase f(a) > 0. Existiria entonces un é > 0 tal que
f(x)>0 para ¢ —é <x<<a + 8. Pero entonces a — 3/2 seria también
cota superior de B, en contradiccién con el hecho de ser « la cota
superior minima. Asi pues, f(a) = 0.

Este o es el x maximo de [a, b] con f(x) = 0. Los conjuntos A y B
son distintos para la funcién indicada en la figura que sigue.

4. Sea c el elemento x de [a, x,] maximo que satisface f(x) = 0 y d el elemen-

to x de [x, b] minimo que cumple la misma condicién.

-v/\ t s
4




6. (a)

(b)
(c)

1

Por la definicién de cbntinuidad tenemos f(a) = lim f(x) para todo
z>3a
a, de modo que basta demostrar que lim f(x) = 0 (sabiendo que el
T>a

limite ¢ existe). Dado ahora un € >0, existe un §>0 tal que
| f(x)— 2| < € para todo x que satisface 0 <] x—a] < 4. Puesto que
A es denso, existe un nimero x en A que satisface 0<|x—a|<3;
asf pues, |0—¢|<e. Al cumplirse esto para todo € >0, se sigue
que ¢ = 0.
Apliquese la parte (a) a f—g.
Lo mismo que para la parte (b), basta evidentemente demostrar que
si f es continua y f(x) = 0 para todos los niimeros x de A, entonces
f(x) =2 0 para todo x. Ahora bien, existe un >0 tal que, para todo
%, si 0<|x—a]| <4, entonces |f(x)—¢|<<|{¢|/2. Esto implica que
f(x)<@ +1]2]/2; sif <0, se seguiria que f(x) <0, lo cual seria falso
para aquellos x de A que satisfacen 0 <|x—a|<4.

No se puede sustituir >> por >. Por ejemplo, si f(x) = | x|, enton-
ces f(x)> 0 para todo x del conjunto denso {x: x>0}, pero no se
cumple que f(x)>0 para todo x.

7. Segun el Problema 3-16, tenemos f(x) = cx para todos los x racionales
(siendo ¢ = f(1)). Al ser f continua, se sigue del Problema 6 que f(x) = cx
para todo x (apliquese el problema 6 a f y g(x) = cx).

8. (a)

(b)

(<)

El conjunto {f(x): x<a} estd acotado superiormente (por f(a));
sea a =sup {f(x): x<a}. Entonces lim_ f(x) = «: Dado un €>0

>a
cualquiera, existe un f(x) para x<a con f(x)>a— €, ya que « es
el supremo de {f(x): x<<a}. Sea § =a—ux. Si a—d<y<a, enton-
ces x <y <a, de modo que f(x) <{f(y). Esto significa que a > f(y)>
> a— €, de modo que es ciertamente |f(y)—al<e.
La demostracién de que lim, f(x) = inf {f(x): x> a} es andloga.
za

Resulta claro por la parte (a) que
lim_ f(x) < f(a) < lim, f(x).
>a

Ta x

Si lim f(x) existe, se sigue que
z>a

lim f(x) = lim_ f(x) < f(a) < lim, f(x) = li}rn f(x),

z-a z-3a
con lo que lim f(x) = f(a). Asi pues, f es continua en a, con lo que
{ no puede xt?e;er una discontinuidad en a.

Si f deja de ser continua en algin punto a, entonces

sup {f(x): x<a}=lim_ f(x)<lim, f(x) = inf {f(x): x>a}.
z->a z->a
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9. (a)

(b)

(c)
11. (a)

(b)

Se sigue que f(x) no puede tener ningin valor comprendido entre

lim_ f(x) y lim, f(x), excepto f(a), con lo que f no puede satisfacer
z->a >
la conclusiéon del teorema de los Valores Intermedios.

Es evidente para ||| ||, ya que |cf|(x) =[c]|"
de [0, 1].

Tenemos |f + g|(x) <|f]|(x) + | g]| (x) para todo x de [0, 1]. Al ser
I+ gl|| igual a sup {If+ g|(x): x estd en [0, 1]} existe algin
x, en [0, 1] con

f+egli—I[f+elx)<e,
lo cual implica que
If+gll—Lf](x)+]gl(x)]<e.
AL ser || () <|| 71l v | €] )< || g ]l se sigue que

1f+gll—LfAl+1ellil<e.
Al cumplirse esto para todo €>0, se sigue ||| f+g [||<< [ F]]] + ||l &]ll-

f(x)| para todo x

Es éonsecuencia de (b), lo mismo que en el Problema 7-14.

Tenemos a,,; << 4,/2" < a,/n. Elijase n de modo que 1/n< €/a, En-
tonces es a,,; << €.

Sea R, el area de la region con el nimero 1 de la figura que sigue.

Tenemos que demostrar que

1
R, < > (R, + Ry),

R, <R,
Esto esta claro, ya que R, <R, + R; = R,



(c)

(d)

14. (a)

(b)
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Apliquese la parte (a) con a, = drea del circulo menos area del .
poligono regular inscrito con 2"+ lados; por la parte (b) sabemos
que a4, < a,/2. ‘

Sean 7, y r; los radios de los dos circulos C; y C,, y sea A; el drea de
la regién limitada por C; Sabemos que existen numeros &, §,>0
tales que

A, B

A, B,

para cualesquiera nimeros B;, B; con | A;— B;| < 4. Segun la parte
(c) existen nimeros n; tales que el area de un poligono regular, con
n,; lados, inscrito en C,, difiere de A; en menos de 4, Sea P, el 4rea
de un poligono regular inscrito en C; de lado max (7, n,). Entonces

<e€

A P

—Z_——|<e
con lo que -

A_r| <.

A rd

Al cumplirse esto para todo € >0, se sigue que A,/A4, = n?/rd

Para cada n y para cada m tenemos a, < by, ya que @, <d,,m <
< b,.m << by Del problema 13 se desprende que sup {a,: n en N} <<
< inf {b,: n en N}. Sea x un nimero cualquiera comprendido entre
estos dos numeros. Entonces es a, << x < b, para todo #n, con lo que
X esta en todos los I,

Pongamos I, = (0, 1/n).

e

15. Sea c el punto contenido en cada uno de los intervalos I,. Si f(c)<0,
tiene que existir un >0 tal que f(x)<O0 para todo x de [a, b] con
| x—c| <. Elijase n con 1/2"<< 4. Al estar ¢ en I,, cuya longitud total
es 1/2%, se sigue que todos los puntos x de I, satisfacen|x —c | < 4. Esto
estd en contradiccién con el hecho de que f cambia de signo en I,. La
demostracién de que no puede ser f(c)> 0 es analoga. Asi pues, f(¢) = 0.

16. Sea c el punto que esti en cada uno de los intervalos I,. Al ser f continua
en ¢, existe un §>0 tal que f es acotada en el conjunto de todos los
puntos de [0, 1] que satisfacen |x—c|<<4. Elijase n con 1/2*< 4. Al
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17.

18.

estar ¢ en I,, todos los puntos x de I, satisfacen | x—c|< 4. Esto esta

€n

(a)

(b)

contradiccién con el hecho de que f no es acotada en I,.

(i) Si x estd en A entonces x < a«. De ahi que y<x<a, y<ay por
lo tanto y estd en A.

(ii) a—1 esta en A.
(iii) a 4+ 1 no esta en A.

(iv) Si x estd en A, entonces x<<a. Sea x’ = (x + a)/2. Entonces
x < x'<a, de donde x’ estd en A.

Segin (iii) existe algiin ¥ no perteneciente a A. Si y <x, entonces
x no puede estar en A, ya que (i) implicaria que y estad en A. Asi
pues,y es una cota superior de A y, segun (ii), A5~ ¢, con lo que
sup A existe. Dado x en A, elijase x’ en A, segin (iv), con x<x’.
Entonces x < x' < sup 4, con lo que x <<sup A. Reciprocamente, si
x < sup A, existe entonces un y en A con x <y. De aqui que, por (i),
x estd en A.

(a) Casi cotas superiores Casi cotas inferiores

(i) Todos los a> 0. Todos los o < 0.

(ii) Todos los a>0. Todos los a < 0.

(iii) Todos los a > 0. Todos los a < 0.

(iv) Todos los a > /2. Todos los a < 0.

(v) Ninguna. Ninguna

(vi) Todos los a > [—1+ v/51/2. Todos los e << [—1— ¥/51/2.
(vii) Todos los « > 0. Todos los « < [— 1 — ¥/5]/2.
(viii) Todos los a > 1. Todos los a < —1.

(b) Toda cota superior de A es ciertamente una casi cota superior, con

(c)

(d)

lo que B ¢. Ninguna cota inferior de A puede ser al mismo tiem-
po casi cota superior de A (por ser A infinito), de donde se deduce
que B estd acotado inferiormente por cualquier cota inferior de A.

(1), (i), (iii) 0.

(iv) ¥2.

(v) No existe.

(vi) [—1+ v51/2.

(vii) 0.

(viii) 1.

lim A = sup C, donde C es el conjunto de las casi cotas inferiores.

(1), (ii), (iii), (iv) 0.

(v) No existe.



19. (a)

(b)

(c)

(d)

20. (a)

(b)

(c)
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(vi) [—1 + ¥/51/2.
(vii) [—1 + ¥/51/2.
(viii) — 1.

Si x es una casi cota inferior de A, e y una casi cota superior, existe
entonces solamente un numero finito de nimeros en A que son me-
nores que x o mayores que y. Por ser A infinito deberemos tener

x<\y. Asi pues (Problema 12), lim A < lim A.

Esto estéd claro, ya que lim A < « para cualquier casi cota superior
a, y a=sup A es una casi cota superior.

Si lim A <sup A, existe una casi cota superior x de A con x <sup A.
Existe pues solamente un numero finito de niimeros de A que son
mayores que x (y existe por lo menos uno, ya que x <sup A). El
mas grande de estos elementos es el elemento maximo de A.

Inviértase el sentido de las desigualdades en los razonamientos de
las partes (b) y (c).

Obsérvese que debemos tener f(x) < f(sup A), ya que f es continua
en sup A y existen puntos y tan préximos como se quiera de sup A
con f(x) < f(y). (Estamos pasando por alto un sencillo razonamiento
del tipo € — 4.) Supdngase ahora que sup A < b. Entonces f(b) < f(x).
Ademas, sup A es un punto de sombra, con lo que existe z > sup 4
con f(z) > f(sup A) = f(x). No podemos tener z < b, ya que esto su-
pondria que z estd en A. Asi pues, 2>b y f(b) <f(x)<f(z), en con-
tradiccién con el hecho de que b no es un punto de sombra.

Al ser f continua en a, y f(x) < f(b) para todo x de (a, b), se SIgue
que f(a) <<f(b) (ya sea por un sencillo razonamiento € — § o, si se
prefiere, utilizando el Problema 6).

Si fuese f(a) < f(b), entonces a seria un punto de sombra, con lo que
tiene que ser f(a) = f(b).



CAPITULO 9

1. (b) La disposicion de las tangentes a la grafica de f(x) = 1/x queda clara
en la figura adjunta.

f(x)=1/x

2. (b) En la figura que sigue puede verse la disposicién de las tangentes a
la grafica de f(x) = 1/x%
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6. (a) La figura que sigue indica la relacién entre f' y (f + cY.

(b) La figura que sigue indica la relacién entre f’ y(cf’).

IN

R (a) La figura que sigue indica la relacién entre ' y g’ si g(x) = f(x + ¢).



78

—1

X

12. (a) a'(t) = L(a(t)) (la velocidad en el tiempo t debe ser la velocidad
permitida en el punto a(t) en que se encuentra el vehiculo).

(b) La hipotesis significa que b(t) = a(t —1). Asi pues,
b'(t) = a'(t — 1) = L(a(t — 1)) = L(b(2)).

(c) Supéngase que b(t) = a(t)— c. Entonces b’(t) = a’(¢t) = L(a(t)), mien-
tras que b’(t) tiene que ser L(b(t)) = L(a(t)—c). Asi pues, B va a
velocidad limite si la funcién L es periddica, con periodo c.

ha + t)— h(a)

13. El limite lim existe, puesto que
150 t
. h(a + t) — h(a) . gla + t)—gla)
lim, =lim,
t—50 t t-0 t

= derivada de g por la derecha,

. h(a + t)— h(a) . fla + t)—f(a)
lim_ = lim_
t—>0 t t>0 t

= derivada de f por la izquierda,

y los dos limites son iguales.

14.

— (0 h

£(0y = lim =10 _ i [P
h0 h h0
Ahora bien
0, h irracional
fw _{ %
h —=h, h racional,

con lo que lim f(h)/h = 0.
>0
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15. (a) Obsérvese que f(0) =0. Al ser |f(h)/h|<H/|h|<<|h]|, se sigue
que lim f(k)/h = 0, es decir, f(0) = 0.
30

(b) Sig(0)=0y g(0)=0, entonces f(0)=0: Ya que | f(h)/h || g(h)/h]=
= | [g(h)—g(0)]/n |, lIo cual, al ser g'(0) = 0, puede hacerse tan pe-
quefio como se quiera, sin mdas que elegir A suficientemente pequeiio.

16. Al ser |f(0)| <<|0|%, tenemos f(0) =0. Ahora bien |f(h)/h|<|h|*?, y
lim | |** =0 ya que a> 1, con lo que lim f(k)/h = 0. Asi pues, f(0) = 0.
0

] h

17. |f(W)/h| > | h|**; al ser p—1<0, el namero | h|*~* se hace grande al
tender 4 hacia 0, con lo que el limite lim f(h)/h no existe,
h->0

18. Si a es racional, al no ser f continua en a, tampoco serd f derivable en
a. Si a = 0.aja.a; ... es irracional y A es racional, entonces a + & es irra-
cional, con lo que f(a + h)—f(a) = 0. Pero si h =—0.00...0 a,,a,,, ...,
entonces a + h = 0.a,a, ... a,000 ..., con lo que f(a + k) > 10~", mientras
que |h|<10"", lo cual hace que |[f(a + h)—f(a)l/h|>1. Asi pues,
[f(a + h)—{f(a)]/h es 0 para valores de h tan pequefios como se quiera
y tiene valores absolutos mayores que 1 también con % tan pequefio
como se quiera, lo cual dice que lim [f(a + h) —f(a)]l/h no existe.

h->0

* fla + t)— f(a) < gla + t)—g(a) ~< h(a + t)— h(a) , ya que

19,
9. (a) t t t

f(a) = g(a) = h(a). El primero y el dltimo miembro tienden hacia el
mismo limite, con lo que el miembro intermedio debe también ten-
der hacia el mismo limite.

(b) A continuacién se indica un contraejemplo sin la condicién
f(a) = gla) = h(a).

h

e
pd

V f

20. (a) d(x) = f(x) —f(a) (x —a) — f(a) = x* — 4a’(x — a) — a*
= x*—4a*x + 3at = (x —a) (2* + ax® + a%* — 3a®)
= (x—a)(x—a)(x* + 2ax + 3a?).
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(b) Esta claro que a es raiz de f(x)—f(a), con lo que f(x)—f(a) es
divisible por x—a segun el Problema 3-7. Esto significa que
[f(x)—f(a)]/(x—a) es una funcién polinémica, con lo que d(x)/(x—a)
es la funcién polinémica h(x) = [f(x) — f(a)]/(x — a) — f’(a). Enton-
ces es lim A(x) = 0 segin la definicién de f’(a). Esto implica que

Y]
h(a) =0, ya que la funcién (polindmica) & es continua. Asi pues,
a es raiz de d(x)/(x—a), con lo que d(x)/(x—a) es divisible por
(x —a), es decir, d(x) es divisible por (x —a).

22. (a)

f(x+h)—f(x)  flx—h)—{f(x) f(x)—f(x—h)
_ = lim = B

f(x) = lim h hoso —h lim h
Asi pues,
lim fx+h)—f(x—h) _1_ [lim f(x + h) —f(x) + lim f(x)—f(x—-h)]
) Zh - 2 h=>0 h h—0 }’l
= f(x).
(b)
fx+m—fx—k) h  flx+h)—{f(x) k fx)—fx—k)
h+k T h4k h h+k k )

Puesto.que [f(x + h)—f(x)l/h v [f(x)— f(x— k)]/k se aproximan a
f'(x) cuando h y k son suficientemente pequefios, parece que esto
tendria que implicar que
fix + h)—f(x—k)
h+k

h

. k (4 —_
se aproxime a (h+k+h+k)f(x)—f'(x)-

Sin embargo, se debe tener cuidado al desarrollar este razonamiento
por la siguiente razén: Si h/(h + k) fuese muy grande, entonces

h x4 B)—f(x)
h+k h

podria diferir mucho de Af'(x)/(h + k), aunque la diferencia entre
[f(x + h)—f(x)]/h y f(x) fuese pequeiia. Sera esencial hacer uso del
hecho de que tanto & como k son positivos; de otro modo podria
hacerse 4/(h + k) muy grande tomando k préximo a — k. En reali-
dad, el teorema es falso si se admite que % y k puedan tener signos
distintos, aun cuando se excluya el que pueda ser 4 + k = 0. El razo-
namiento adecuado es como sigue. Si € > 0 existe un §> 0 tal que
para 0 <h < y 0<k<é tenemos
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L fEEm—fx)

— 7 f(x)<e,
—€ <f—————-(x)_£(x_k)—f’(x)< €,

Al ser h, k>0, podemos multiplicar estas desigualdades por
n/(h + k) y por k/(h + k), respectivamente. Al sumar obtenemos

n k| _fa+h—fx—k  h Ko\
_e(h+k+h+k)< ntk —(h+k+h+k)f(x)<
<E( h + k )1
nrk  hTk
(o]
—e<f_(x+h)_f(x—k)——f’(x)< €..

h+k

Esto demuestra el limite pedido.

23. Si gfx) = f(— x) entonces ¢/(x) = — (— x), segyin_ el Problema &(h), Pera
también es g(x) = f(x), con lo que g'(x) = f(x) y f(x) = —f(—x).

24. Si g(x) = f(— x), entonces g'(x) = — f(— x). Pero también, g(x) = —f(x),
con lo que g'(x) = —f(x) y f(x) = f(—x).

SPIVAK 6
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25. f® es par si k es par y f es par,o si k es impar y f es impar; f* es impar
en los otros dos casos.

26. (ii) f”(x) = 20xi
(iv) f"(x) = 20(x —3).

27. Se demuestra por induccién sobre k. El resultado se cumple para k = 0.
Si

n!

S.(%) —_ n—k’
2¥(x) ! x
entonces
n!(n—k)
S, (k1) — 7 sn-k-1
i H(x) —n!
— n! n—(k+1)
[n—(k + D]
28. (a) Al ser
2 x>0
f(x) = 3 —x, x<0,
tenemos
, 32, x>0 pon 6x, x>0
f(x)—g —3x, x<0 f(x)_g —6x, x<0.

Ademds, f/(0) = f”(0) = 0. Pero f”/(0) no existe.

(b) El mismo tipo de razonamiento hace ver que
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" 43, x>0 " 12x3,, x>0 " 24x, x>0
F@O=1_40, x<o ™= |_na <o f(")‘g—zm %<0

y que f(0) = f*(0) = f”(0) = 0, pero que f*¥(0) no existe.

29. Esta claro que f®(x) = n!/(n—k)!x** para 0 < k<n—1 y x>0, mien-
tras que f*(x) = 0 para todo k si x<0. Partiendo de estas férmulas es
facil ver que f*(0) = 0 para 0 < k <<n— 1. En particular, f*-!(x) = n!x
para x >0, y f*V(x) =0 para x<.0. Asi pues, f*(0) no existe, ya que
lim, n'h/h = n!, mientras que lim_ 0/7 = 0.
h->0 h>0

30. (ii) Significa que f'(a) = —1/a® si f(x) = 1/x.
(iv) Significa que g’(a) = cf'(a) si g(x) = cf(x).
(vi) Significa que f(a?) = 3a* si f(x) = %

(viii) Significa que g'(b) = cf’(cb) si g(x) = f(cx).

(x) Significa que f*(a) = k! (Z ) a™* si f(x) = x*



1. (ii)
(iv)
(vi)

(viii)

2. (ii)
(iv)
(vi)

(viii)

(x)

(xii)

(xiv)

(xvi)

(xviii)

CAPITULO 10

cos x + 2x cos x2
cos (sen x) * cos X.

x cos (cos x) (—sen x)— sen (cos x)

x2

cos (cos (sen x)) * (—sen (sen x))* cos x.

3 sen® (x* 4 sen x) - cos (x* + sen x) * (2x + cos x).

cos? x?

( x3 ) (cos x*) 3x* + x* sen x*- 3x2
cos - - .
cos x*

312 (cos x):“z—1 + (—sen x).
3 sen®(sen*(sen x)) * cos (sen*(sen x)) * 2 sen (sen x) * cos (sen x) * cos x.

cos (sen(sen(sen(sen x)))) - cos (sen(sen(sen x))) * cos (sen(sen x)) *
- cos (sen x) * cos x. ’

S((2° + 2P + x) - [1 + 4((x* + x)° + 2P {1 + 3(x* + x)’[1 + 2x]}].

cos(6 cos(6 sen(6 cos 6x))) + 6(— sen(6 sen(6 cos 6x))) 6 cos(é cos 6x) *
+ 6(— sen 6x) * 6.

_[1 —2(1 + cos x)]
(x + sen x)*

2 2
X ——
[ x+senx]

X
cos ( X )
XxX—sen| ———
xX—sen x

84
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11.
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\X — sen x—x[1—cos x]

x—sen(—x—)—x[l——cos(
X—sen x x—sen x/ (x—sen x)?

].

t=—nl|

Véase la pagina 394 del texto.

. (il) cos(sen x).

(iv) 0.

. (1) (2x)

(iv) 17-17.

. (1) f(x) = g'(x - gla)) - gla).

(iv) f(x) = g'(x) (x—a) + g(x).
(vi) f(x) = g(x—3))* 2(x—3).

. (i) (kof)(0) = K'(f(0)) - f(0) = 0.

. Por definicidn,

£(0) = li
-0

-30

Ahora bien

f(x)—0
m___
X

S0 5 U

8(x) 8(x) —g(0)

lim —— = lim
&->0 X z-30

=g(0)=0

Puesto que |sen 1/x| <1, se sigue que f(0) =0 (como en el Problema

5-19).

(a) La regla de la cadena y el Problema 9-3 implican que

f’(x) = ___.l__...

2/1—x*

X

(—2x)

V1—x®

(b) La tangente por (a, ¥1—a?) es la grifica de
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12.

a e—
gx)=————(x—a)+ V1—d.
V1—a*
Asi pues, f(x) = g(x), entonces
Vicd=—2 (x—a)+ Vi—a.
v1—at
Al elevar al cuadrado se obtiene
2 )2
=20 gyt 11—
1—a°

Multiplicando por 1 —a? y simplificando, queda todo reducido a
—x*—a® = — 2ax,

o sea, (x—a) =0, con lo que es x = a. Obsérvese que el mismo ra-
zonamiento indica que g no corta a la gréfica de f(x) = — ¥/ 1 —4%%,
la cual es la mitad inferior de la circunferencia de radio unidad.

fx)=b Vl_i’
aﬁ

es la mitad superior de la elipse formada por todos los puntos (x, y)
que satisfacen

La grafica de la funcién

2y 1
a? b
Se tiene ahora
—bx

P ¢ x?
i

Si la tangente por (¢, b ¥ 1—c*/a®) corta en x a la grafica de f, entonces

2 ___b Cz
”Vl—i‘-=—c(x—c)+ b ]/1—;E

La mejor manera de resolver esta ecuaciéon es por medio del siguiente

f(x)=




13.

14.
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artificio. Si hacemos x’ = x/a y ¢’ = c/a, entonces la ecuacién se convier-
te en

(1) byYi—(Fy= ;b((m)—(x'—c’) ‘a+bVi—(o),
& Vi— (@)
o, sencillamente
x/l-—-(x'?= '——-L(x'—c') + V11— (')
JI—(C)

La solucién al problema 11, hace ver que es x’ = ¢’, con lo que es x =c.
Para la hipérbola, consideramos

f(x) = V___l

(%) = ————

Entonces

éon lo que si la tangente por (c, b v c“’/a"—l) corta a la grafica en x,

entonces
(x—c)+b l/-— —1.
T

V__l_

Al elevar al cuadrado las ecuaciones (1) y (2) se obtiene el mismo resul-
tado, con lo que las soluciones de (2) son también x = c.

No. Por ejemplo g podria ser —f.
Sif(a)420y f+gyf son derivables en a, entonces g es derivable en a.

(a) Al ser f derivable en a, es continua en a. Al ser f(a)£0, se sigue

que f(x) ;é 0 para todos los x de un intervalo entorno de a. Asf pues,

o f=—|f| en este intervalo, con lo que |f[(a) =f(a) o

[ f |’(a) = —f(a) (Se puede también hacer uso de la regla de la ca-
dena y del Problema 9-3:|f|= v f3, con lo que
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15.

16.

1
[ ] (%) = ————* 2f(x) f(x)
2V f(x)?
f(x)

=f(x)- o1 f(x)ll)

(b) Pongamos f(x) = x—a.

(c) Esto deriva de la parte (a), ya que max (f, g) =[f+g+|f—gl|l/2
y min (f, &) = [f + g—!f—gll/2.

(d) Utilicese el mismo ejemplo que en la parte (b), poniendo g = 0.

La demostracién es por induccién sobre n. Para n = 1, la férmula de Leib-
nitz es el teorema 4. Supdngase que para un cierto n, la férmula de
Leibnitz se cumpla para todos los nuimeros a tales que f™(a) y g™(a)
existan. Supéngase que f™*Y(a) y g"t'(a) existen. Entonces f™(x) y
g™(x) tienen que existir para todo x en algun intervalo entorno de a. La
féormula de Leibnitz vale pues para todos estos x, es decir,

(f- g)(")(x) = Zn: (Z ) f"‘)(x) . g(n-k)(x)

k=0

para todos los x de alglin intervalo alrededor de a. Derivando y haciendo
uso del teorema 4 obtenemos que

(tom@=3 (1) 0™ ey @

Il
™M=

|

3

kA
— —

. ) [£*(a) g"-¥(a) + f*(a) g**-¥(a)]

x
1]
o

Z 1) £0(g) gr+1-k(q) + ézu (Z ) f®¥(a) g™H-4(a)

a w
+
- e

T x>
= +

1 .
) f®(a) g*+-*(a) segun el Problema 2-3(a).

=
L]
°

Las férmulas

(fog) (x) =f(g(x))* g(x),

(fog) (x) = f"(g(x))* [g(x)1* + f'(g(x)) - g"(x),

(fog)”(x) = f"(g(x)) * [g(x)] + 2f"(g(x)) - g'(x) - g"(x) + f"(g(x)) - g'(x) -
- 87(x) + f(g(x)) - g”(x),

nos llevan a la siguiente conjetura: Si f™(g(a)) y g™(a) existen, entonces
(fo g)™(a) existe y es una suma de términos de la forma

¢ [g@1 ... [g™(@)] "« f¥(gla)),
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18.
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siendo ¢ un numero, m;, ..., m, enteros no negativos y k un nimero na-
tural menor o igual que n. Para demostrar esto por induccién, obsérvese
que se cumple para n =1 (con a =m; = k = 1). Supdngase ahora que
para un cierto n, esta afirmacién es vélida para todos los niimeros a tales
que f™(g(a)) y g™(a) existan. Supdngase que existen f™V(g(a)) y g™t(a).
Entonces g*(x) debe existir para todos los k<n y todos los x de algin
intervalo alrededor de a, y f*(y) debe existir para todos los k<<n y
todos los y de algun intervalo alrededor de g(a). Al ser g continua en a,
esto implica que f%*(g(x)) existe para todos los x de algin intervalo
alrededor de a. De este modo la afirmacién es valida para todos estos x,
es decir, (fog)™(x) es una suma de términos de la forma

e [ e . [g™(x)] ™ - F¥(g(a)), my, ..., my 20,1 <k n.

En consecuencia, (f o g)"*(a) es una suma de términos de la forma

e m,[g’(a)]m‘ ... [gm(a)]"'a'l .o [g""(a)]m" - f¥(g(a)) m,> 0

(o}

c 2@ - ... [g™(@)]™ - fo+(g(a)).

(a) Podemos poner

' ax*t  a, x* a,x?
= oo + — +
g(x) o =t .t taxto

para un namero c.
(b) Pobngase
bx! b,x-? T b x-mtt
—1 —2 —m+ 1
(c) No, la derivada de f es

g(x) =

b, 2b, mb,,
) = n-~1 cen T S e e ea T ——
fx)=na+ ..t oy —g——3 ey
(a) Sea g una funcién polinémica de grado n—1 con n—1 raices (lo
mismo que en el Problema 4-7(d)); entonces g = f’ para alguna fun-
cién polinémica f de grado n (Problema 17).

(b) Procédase como en la parte (a), partiendo de una funcién poling-
mica g de grado n— 1 sin raices (téngase en cuenta que n—1 es
par).

(c) Podemos proceder como en la parte (a), o bien observar simple-
mente que f(x) = x" tiene la propiedad deseada.



(d)

19. (a)

(b)

Procédase como en la parte (a), partiendo de una funcién poliné-
mica g de grado n— 1 con k raices (tal funcién existe, segin el
Problema 7-4).

Si a es una raiz doble de f, de tal modo que f(x) = (x — a)’g(x), en-
tonces f(x) = (x —a) g'(x) + 2(x — a) g(x), con lo que f(a) = 0. Reci-
procamente, si f(a) =0 y f'(a) = 0, entonces f(x) = (x—a) g(x) para
algin g, y f(x) = (x—a)g(x) + g(x), con lo que 0 = f(a)= gla);
asi pues, g(x) = (x — a) h(x), con lo que f(x) = (x — a) h(x).

La tnica raiz de 0 = f(x) = 2ax + b es x = — b/2a, de modo que f
tiene una raiz doble si y sdlo si

0 = f(— b/2a) ,,2) b _b)
=f(=b2)=a|7—+ )+ ( 5 ) ¢
b2
= _ZZ + C:
o b®—4ac = 0. Geométricamente, ésta es precisamente la condicién
para que la grafica de f toque al eje horizontal en el Unico punto
— b/2a (compérese con la figura 22 del problema 9-20.)

20. Puesto que d’(x) = f(x) —f'(a), tenemos d’(a) =0. Asi pues, a es raiz
doble de d.

21. (a)

(b)

22. (a)

Esta claro que f tendra que ser de la forma

n
f(x) = 1H (x —x;(ax + b)

=1

Fsed
(ya que cada x;, j # i es una raiz doble segin el problema 19). Basta
por lo tanto demostrar que a y b pueden elegirse de modo que
f(x) = a; y f(x;) = b, Si ponemos f en la forma f(x) = g(x) (ax + b),
debemos resolver entonces

[g(x)x]-a+ gx) b =a
[g'(x)x; + g(x)] * a + g(x) - b = by
Sera siempre posible resolver estas ecuaciones, ya que
[g(x)x] * g'(x) — [g'(x)x; + g(x)] g(x:) = [g(x:)]* 5 0.
Siendo f; la funcién construida en la parte (a), témese

f=Hh+.. +Ff

Si g(a) y g(b) tuviesen signos distintos, entonces g(x) seria 0 para
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(b)

(c)
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algun x de (a, b), lo que implica que f(x) = 0, en contradiccién con el
hecho de que a y b son raices consecutivas.

Tenemos

f(x) = (x—b) g(x) + (x—a) g(x) + (x—a) (x — b) g'(x),
con lo que
f'(a) = (a—D) g(a),
f(b) = (b —a) g(b).
Al tener el mismo signo g(a) y g(b), f(a) y f(b) tienen signos distin-

tos. Asi pues, f(x) = 0 para algun x de (a, b), ya que f* es una fun-
cién continua.

/\
LB ) -
a X b

Puesto que
f(x) = m(x—a)y* ' (x — b)* g(x) + (x —a)" n(x — b)) g(x) +
+ x—a)y*(x—>b) g'(x),

tenemos
h(a) = m(a— b) g(a),

h(b) = n(a— b)g(b),

con lo que k(a) y h(b) tienen signos distintos y por lo tanto h(x) = 0
para algin x de (a, b), lo cual implica que f(x) = 0.

f(h) —(0)
h

. hgh)—0
= lim —————

h30 h

£(0) = lim
>0
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= lim g(h) = g(0) ya que g es continua en 0.
h>0
24. Péngase
f(x)
—_ x#0
g(x) = x 7
f(0), x=0.
Entonces f(x) = xg(x) para todo x, y
x)—f(0
g(0) =f'(0) = limM = lim g(x),
-0 X z-50

con lo que g es continua en 0.

25. La demostracién es por induccién sobre k. Para k = 1 tenemos
f(x) = —nxn1
n+1—1)
—(— 1) -n—-1
=(—1) a—n x para x 3£ 0.

Supdngase que

—1)
fAx) = (—1)* -(—rl—(;c-—_’i-l—)'llx‘”"‘ para x # 0.
Entonces
—n—k)(n+ k—1)
[E(x) = (— 1)"( - (k)f-il)! ) xon-k-1
'
= (—1)+ ((—Z i IIC;I xno kD para x 7 0.

26. Si x = f(x) g(x), entonces 1 = f'(x) g(x) + f(x) g'(x). En particular
1 =7(0) g(0) + f(0) g’(0) = 0, lo cual es absurdo.

27. (a) Haciendo uso del problema 25 y de la regla de la cadena, obte-

nemos
f®(x) = (—1)* ("_(ktélt)!ll(x_ a)y"* para x 7 a.
(b) Al ser
fx) = x2—1-1 - xzzl —xlfl’



obtenemos, aplicando la parte (a),

‘ (— 1 (1 + k—1)!
1900 = sy (= Dt — G+ 1,

28, 29. Las férmulas

1
f(x) =ax™sen —,
x
f(x) = mx™1 sen —1--—9«:"‘-2 cos -1-
- Tox x’
1 1 1
f'(x) = m(m—1)x™? sen — — mx™3 cos —— (m — 2)x™3 cos ——
X x x
— x™4 sen —1~
X
, 1 1 1
= m(m — 1)x™? sen — + (2 — 2m)x™* cos — — x™* sen —,
x x x
1 1
f7(x) = m(m—1)(m—2)x™3 sen P m(m — 1)x™* cos o +
. 1 1
4+ (m—~—3)(2—2m)x™* cos = + (2 —2m)x™* sen =

1 1
—(m —4)x™5 sen — 4 x™¢ cos —,
x x

93

sugieren la siguiente conjetura: Si f(x) = x™ sen 1/x, para x3#0, en-

tonces
1 2k-1 1 1
fP(x) = ax™* sen — + Y, [a,x™*¢ sen — + b, x™¢ cos — )
e=k+1 X x

1
x™%* sen —, k par
x

H

1 .
am-% cos —, k impar
x

para ciertos nimeros a, a,, b,. Una vez llegados a esta conjetura, resulta
facil comprobar su validez por induccién. En efecto, al derivar el primer

término se obtiene

1 1
a(m — k)xm—*+) gen — — gx™- %+ cos —,
x x
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2k+41

y la segunda mitad de esta expresién puede incorporarse a la suma
£=k+2

que aparece en la expresién buscada de f*+(x). Andlogamente, al deri-
var el ultimo término se obtiene

1 1 .
+ (m — 2k)x™-@+) gen > F xm-2k+D) cos < k par (k+ 1 impar)

+ (m — 2k)x™-@+) cos i + xm-Uk+) gen %, k impar (k + 1 par),
x

2k+1
y la primera mitad de cada expresiéon puede incorporarse a la suma »; .

£=k42
2k-1

Finalmente, cada uno de los términos que aparecen en la suma ), pro-
=k+l1
porciona al derivar,dos términos que pueden ser incorporados a la nueva
2k4+1

suma Y, .
£=k+2 .

Se sigue, en particular, que si m = 2n, entonces f*(x) tiene siempre
un factor de por lo menos x* para k <n (estando el factor restante
acotado en un intervalo alrededor de 0). De este modo, si definimos
f(0) = 0, entonces

h)—f(0
v (0) = tim I =IO
h—>0 h
. f(h) . .
= hm—h—— =0, ya que f(h) tiene un factor de por lo menos #%
h->0

en consecuencia, si 2 <{n, entonces
f'(h)—f£(0)

h
f(n)

= limT =0, ya que f(h) tiene un factor de por lo menos k%
R0

f7(0) = lim

en consecuencia, si 3 < n, entonces f”/(0) =0, etc. Este razonamiento
(que en realidad no es sino otro razonamiento inductivo) demuestra que
f(0)=...=f"(0) =0. Por otra parte, f™(x) es una suma de términos
que tienen un factor de por lo menos 2, junto con + sen 1/x o + cos 1/x,
con lo que f™ no es continua en 0.

Si m = 2n + 1, entonces f¥(x) tiene siempre un factor de por lo me-
nos x* para k <n, de modo que f(0) = ... = f#(0) = 0, pero f™(x) es una
suma de términos que tienen un factor de por lo menos x% junto con
+ x cos 1/x o + x sen 1/x. De esto se deduce que ™ es continua, pero
no derivable, en 0.



30. (i)

(iv)
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= (cos y) * (—sen x) = cos(cos x)* (—sen x).

dz dz dy
dx dy dx
dz dz dv
dx ~ dv du

. d: = (cos v) (— sen u) (cos x) = cos(cos(sen x)) *

+ (—sen(sen x)) * cos x.



CAPITULO 11

1. (ii)) f(x) =5x*+ 1 =0 para ningan x;
f(=1)=—1, f1)=3;
maximo = 3, minimo = — 1.
N (5 + 1)
(iv) f(x) = _,——_(x5 Y xt 1)
f(—1/2) = 32/15, f(1) = 1/3;
maximo = 32/15, minimo = 1/3.

(Obsérvese que g(x) = x*+ x + 1 es creciente, puesto que g'(x) =
=5x*4+1>0 para todo x; al ser g(—1/2) =15/32>0, esto de-
muestra que g(x)7 0 para todo x de [—1/2, 1], con lo que f es
derivable en [—1/2, 1].)

(vi) f no es acotada ni superior ni inferiormente en [0, 5].

= 0 para ningan x;

2, (i) —4/3 es un maximo local, y 2 un minimo local.

96
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ﬁ-

N+

-as3

(ii) No existen maximos ni minimos locales.

./

Spivak 7

97
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(iii) 0 es un minimo local, y no hay méximos locales.

(iv) No hay mdaximos ni minimos locales.
En la figura que sigue, a es la raiz tinica de x* + x + 1 = 0.

(v) —1 4 V2 es un méximo local, y — 1 — +/2 es un minimo local.
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(vi) No hay maximos ni minimos locales, ya que
f(x) =—(1 + 22)/(x**—1¥ <0 para x7# + 1.

———— e — e - — —— — ——
— s e——— —— e . i . . —— — —

3. (b) Supéngase que x e y son puntos de [a;_;, a;] y de [a;, a;,,] respec-
tivamente, con |x—a;| = |y —a;|.

E
L
-

gj-1 9j 9j+i
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Entonces
|y—a|=|x—a!+|y—x| para i<j—1,
|y—a|=|x—a|—]|y—x| para i>=j+1

Asi pues,

)=+ |y—=x| - {(—D—(n—))}
= f(x) + [y —x| {2j —n—1}.
Esto demuestra que f decrece hasta que llega al «q; mas interior»
y después crece. El minimo se presenta en a,_,, Si n es impar y en
todo el intervalo [a,;, @...:] si n es par.

\

-
-
-~
-

-

(¢c) Tenemos

1 + 1 x<0
1—x 1+a—x’
1 1 ’
f(x) = + ., O<x<a
14+ x l+a—=x
1 1
+ , a<x,
1+4x 1+x—a
con lo que
1 + 1 x<<0
1—x2 (A +a—x)P
—1 1
f(x) = ., <x<
Tt  (Uta—zr r=a
—1 1
—_ , a<<x
I1+x¥ (A+x—ay
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Asi pues, f crece en (—oo, 0] y decrece en [a, o©), con lo que el
maximo de f en [0, a] es el maximo en R. Si f(x) =0 para x en
(0, a), entonces ‘

A4+xP—1+a—xP=0,

cuya solucién tunica es x = a/2. Puesto que

[a) _ 4 2+a_ _
f(;)—2+a< =10 = f@),

el maximo es (2 + a)/(1 + a).
4, (ii) Todos los x irracionales son minimos locales, y todos los x raciona-
les son méaximos locales.

(iv) Todos los 1/n con n en N son maximos locales y todos los demis x
son minimos locales.

-’
-’
-
-
-

n par n impar

10. (a) 1 es un minimo local, y 2 es un maximo local. La naturaleza de los
puntos criticos — 1 y 3 puede determinarse por el comportamiento
de f(x) para valores grandes de |x|:
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11.

n par n impar

(b) No, ya que si 2 fuese el punto critico mayor, entonces f tendria que
ser decreciente en (3, o¢), puesto que 2 es un maximo local.

Sea f(x) = r(x)/s(x), siendo r y s funciones polinémicas. Es posible que
r y s tengan una rajz comin a, pero en este caso r(x) = (x—a)n(x) y
s(x) = (x —a)s,(x) para ciertas funciones polinémicas r, y s, (proble-
ma 3-7). Esto significa que f(a) no estd definido, pero que es f(x) =
= r(x)/s,(x) para x7#a (y s(x)7#0). Una vez sacados fuera todos los
factores lineales comunes a r y a s, la grafica de f resulta ser igual, salvo
en un numero finito de puntos, a la grafica de

(x) = a,x" + a, . x" 1+ ...+ a _p(x)
B o b+ . ¥ by qx)

donde p y g no tienen raices comunes. La funcién g estd definida en
todos los puntos a, excepto. en aquellos en que es g(a) = 0 (de los cuales
existen a lo sumo m). En las proximidades de tales puntos, la grafica es
semejante a uno de los tipos (a), (b), (c) o (d), indicados en la figura
que sigue,

gl ==

—_—— e e ————

(a) . (b)



103

12.

13.

—— e e e () ———— —

—_——— e ——— 0

(c) (d)

dependiendo ello del signo de p(a) y de si a es un maximo o minimo
local para g o de si g es creciente o decreciente en un intervalo alrede-
dor de a. Puesto que

_q(x) p'(x) — p(x) ¢'(x)
glx) = [q(x)P?

y que gp' — pq’ es una funcién polinémica de grado a lo sumo m + n,
existen a lo mas m + n maximos y minimos locales. En los intervalos
entre estos puntos y los puntos de discontinuidad, g es o bien creciente
o bien decreciente. El comportamiento de g(x) para valores grandes de
x, positivos o negativos, ya ha sido tratado en los problemas 5-30 y 5-32.

(a) Esto es una consecuencia del problema 3-7 y del hecho de que el
grado de la diferencia de las dos funciones polinémicas es a lo sumo
max (m, n).

(b) Si m—>mn, sea f; una funcién polinémica con m raices y sean
f(x) = filx) + x* y g(x) = x™ :

(a) La funcién polinémica f’, de grado n—1, tiene k raices, y carece
de raices multiples, ya que es f/(x)% 0 cuando f'(x) = 0. Se sigue
del problema 7-4 que n—1—k es impar.

(b) Al ser par n— 1— k, existe una funcién polinémica g de grado n—1
con exactamente k raices. Témese f como una funcién polinémica
de grado » con f = g (problema 10-17).

(¢) Sea § =k + k, y sean q,<a,_;<...<a, todos los méximos y mini-
mos locales. En los intervalos entre estos puntos, f es o bien crecien-

te o bien decreciente. Al ser lim f(x) = oo, la funcién f debe ser cre-
500

ciente en (a4, o©). Por lo tanto g, debe ser un minimo local. En con-
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secuencia, f debe ser decreciente en (a,;, &), lo cual demuestra que
a, debe ser un maximo local.

| |
T T

as az a,

Siguiendo de esta manera, vemos que a, es un minimo local si &
es impar y un maximo local si k es par.

Pero si n es par, entonces a, debe ser un minimo local, ya que
lim f(x) = oc. Asi pues, ¢ tiene que ser impar, con lo que a, 4, ..., 4,

z5—00

seran los minimos locales y a,, ..., a,_; los maximos locales. En con-
secuencia, k, = k; + 1. Si n es impar, entonces a tiene que ser un
maximo local, ya que lim f(x) = —oc. El mismo tipo de razonamien-

z-3—00
to hace ver en este caso que es k; = k,.

(d) Las hipétesis implican que n—1—(k, + k;) es par. Sea ¢ =
= [n—1—(k, + k;)1/2, y elijase una funcién polinémica f de grado
n con f de la forma indicada en la ayuda. Al ser (1 + 22¥ > 0 para
todo x, se sigue que f(x)>0 para x> a, ., Y que el signo de f

cambia al pasar de (a;_;, a;) a (a;_,, a;_,). Asi pues, a

TR RONPYRLE
son minimos locales y a

kg1 ? Ppgipg 2 -+ SO MAXimos locales.

15. (a) Apliquese el teorema del valor medio a f—g: Si x> a, tenemos

f(x) — g(x) _ f(x) — g(x) — [f(a) — g(a)]

XxX—a XxX—a

=f(y)—g(y)>0 para algun y de (a, x).

Al ser x—a>0, se sigue que f(x)— g(x)>0. Anilogamente, si
x—a <0, entonces f(x) < g(x).

(b) Se indica un ejemplo a continuacién
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-—/

18. (a) La posicién en el tiempo ¢ es
((v cos a)t,— 492 4 (v sen a)t).

Si cos a =0, con lo que la bala es lanzada verticalmente, entonces
estos ‘puntos estan todos sobre una recta. Si cos a7 0, entonces el
conjunto de todos estos puntos es igual al conjunto de todos los
puntos
4,9¢
(t, ———— + (tan o)t),
Vv COS a

con lo que la trayectoria de la bala estara sobre la grafica de
— 4,952
f(x) = ———— + (tan a)x,
v COS a

que es la grafica de una parébola.
(b) La bala toca el suelo en el tiempo >0 en que
' 0 =—4,92 4 (v sen a)t,

o t = (v sen a)/4,9 (por supuesto, consideramos sélo « > 0) Ha re-
corrido una distancia horlzontal de

Vv sen a
4,9
__ V" sen a Cos a
49

Resulta ahora que d(«) es maximo para un a tal que

d(a) = (v cos a)*

2
0=d(a) = 29

’

[cos? a —sen? a],

con lo que tan « = + 1. Puesto que estamos considerando solamente
a positivo, resultard que o es un angulo de 45 grados.
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19. (a)

(b)

(©)

(d)

Queda indicada més abajo una funcién que redne estas condiciones.
Como ejemplo explicito podemos tomar f(x) = (sen x*)/x. Entonces
lim f(x) =0, pero

300

2x? sen x*—sen x?

f(x) =

x2
sen x?

=2 sen X ——j —,
X

con lo que lim f(x) no existe.
500

/\vﬂuﬂvﬂ A

Sea ¢ =lim f(x). Si ¢£>0, entonces existiria algin N tal que

x-500
[f(x)—¢|<|¢|/2 para x> N. Esto implicaria que f(x)>|[¢|/2.
Pero esto implicaria también, segun el teorema del valor medio,
que
(x—N)| 2|
2

lo que significaria que lim f(x) no existe. Andlogamente, tampoco
THO

f(x)>f(N) + para x> N,

puede ser lim f(x) <0.

7500

Sea ¢ = lim f”(x). Si ¢> 0, entonces, lo mismo que en la parte (a),
tenemoszTior; f(x) = oc. Una nueva aplicacién del teo‘rema del valor
medio h;gewver que lim f(x) = o, en contradiccién con la hipétesis.
De manera andloga Is_c?-:oove que tampoco puede ser s1_131o (x)<O.

Una demostracion analoga hace ver que si lim f(x) y lim f%*(x), exis-
500 2500

> ->
ten, entonces lim f'(x) = lim f’(x) = ... = lim f*(x) = 0.
500 z-5C0 500

20. Si g(x)3£0 para todo x de (a, b), entonces la funcién h(x) = f(x)/g(x)
es derivable en (a, b), y por hipétesis
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22.

23.
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g8(x)f(x)—flx) g'(x)
[g(x)P® -

Esto significa que f/g es constante en (a, b), con lo que f =c - g en (q, b)
para algin c# 0. Al ser f y g continuas, se sigue que f(a) = ¢ - g(a), con
lo que g(a) =0, en contradiccién con la hipétesis. ‘

W(x) = 0.

Tenemos

o ) —f(x)
fo=lr—=

Ahora bien,

—f(x
1) — f(x) l <Gy,
y— .
y lim (x —y)*' =0, ya que es n— 1> 0. En consecuencia, f(x) = 0 para

y->%
todo x, con lo que f es constante.

Sea

() = anx + 22 sl
f(x) = ax —2—+...+n+l.

Entonces f(0) = 0 y f(1) = 0 por hipétesis. El teorema de Rolle implica
que para algun x de (0, 1) tenemos

0=f(x)=ay+ ax + ... + ax"
Si f,.(x) = fum(%) = 0 para x<x; de [0, 1], entonces f,(x) = 0 para algin
x que esta en (x, x;) y que por lo tanto satisface 0 <x < 1. Pero
"m(%) = 32— 3 = 3(a*—1),

con lo que es f,(x) = 0 solamente para x = + 1.
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24.

25.

El problema 7-11 hace ver que hay por lo menos un x que satisface esta
condicién. Supéngase que hubiese dos, x, < x,. El teorema del valor me-
dio, aplicado a [x,, x,], implicaria que
fR)—fx)  Xx—%
X — X X — X

f(x) = =1

para algin x de [x, x;], en contradiccién con la hipétesis.

Supdngase que f”(x) <4 para todo x de [0, 1/2]. Entonces, por el teore-
ma del valor medio, para todo x de [0, 1/2] tenemos
x)—f1(0
—f%)— = f"(x') para algan x’ de [0, x]

<4,

con lo” que f(x)<4x. Aplicando de nuevo el teorema del valor medio,
tenemos

f(’;):g(o) = f(x') para algun x’ de (0, x)

< 4x’ < 4x,

con lo que f(x)<4x*. En consecuencia f(1/2)<1/2.

El mismo tipo de andlisis puede aplicarse a f en [1/2, 1] si f/(x)<—4
para todo x [0, 1/2]. Algo mas conveniente resulta introducir la funcién
g(x) =1—f(1—x), la cual satisface g(0) =0 y g"(x) = —f"(1—x)<4
cuando x estd en [0, 1/2]. Segin acabamos de ver

1/2> g(1/2) = 1 —£(1/2),
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217.

28.

30.
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~con lo que f(1/2)>'1/2, en contradiccién con el resultado antes hallado.

(El resultado de este problema puede ser en realidad reforzado:
| f”(x)| >4 para algin x de [0, 1]. Para demostrar esto observamos pri-
mero que no podemos tener a la vez f(x) =4 para 0<x<1/2 y
f’(x) = —4 para 1/2<x<1, ya que esto implicaria que f(x) = 4x para
0<Cx<1/2y f(x) =—4x para 1/2<Cx <1, en cuyo caso no existiria
17(1/2). Por otra parte, si tenemos f“(x) < 4 para todo x de (0, 1/2) pero
1“(x) <4 para un x por lo menos, entonces tenemos f”(x) < 4x para un x
por lo menos y en consecuencia para todos los x mayores a ésie en
(0, 1/2) de donde sera f(x) < 4x? para todos estos x, con lo que f(1/2) < 1/2;
si tuviéramos también f’(x) > —4 para todo x de (1/2, 1), entonces
f(1/2) = 1/2, 1o cual es una contradiccién.)

Si g(x) = f(xy), entonces
gx) =y - fxy)

1 1 ,
=y o = f(x).
Existe, pues, un namero ¢ tal que g(x) = f(x) + ¢ para todo x> 0. Tene-
mos ahora

fy)=g)=f1) +c=c
con lo que g(x) = f(x) + f(y).

Supongamos que f(a) = f(b) = 0. Si x es un méximo local de f en [q, b],
entonces f(x) =0y f’(x) < 0; partiendo de la ecuacién

f(x) + f(x) gx) —f(x) =0

podemos deducir que f(x) << 0. Analogamente, f no puede tener un mini-
mo local negativo en (g, b).

Si f(x) =0 para x; <x,<...<x,,; entonces f(x) =0 para algin x de
cada uno de los #n intervalos (x;, x;,;). En consecuencia f“(x) =0 para
n—1 numeros x, etc. (Es decir, tenemos la base para una prueba por
induccién.)

Esto es una consecuencia trivial del teorema del valor medio, ya que si
definimos

lim, f(y), x=a
y->a

glx) = ( f(x), a<x<b
lim_ f(y), x=D0,

y->b
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31.

32.

35.

36.

entonces g es continua en [a, b] y derivable en (a, b) y g'(x) = f/(x) para
los x de (a, b), por lo que existird algin x en (q, b) con

g(b) — gla)
f(x) =g'(x) = —

Tenemos
[f(b) — f(a)] g'(x) = f'(x) [g(b) — g(a)].

Si g'(x) = 0, entonces f(x)[g(b)— g(a)] = 0. Pero esto contradice el su-
puesto de ser g(b)= g(a), y el hecho de que f(x)% 0 (ya que g'(x) = 0).

Sea
h(x) = f(x) g(b) + g(x) f(a) — f(x) g(x).
Entonces
h(a) =h(b) = f(a) g(b),

con lo que, por el teorema de Rolle, existe algin x en (a, b) con

0 = r(x) = f(x) gb) + g'(x) f(a) — f'(x) g(x) — f(x) g'(x),

f'(x) [g(b) — g(x)] = g'(x) [f(x) —f(a)].

Al ser g'(x) 0 para todo x de (a, b), tenemos también g(b) 7 g(x) para
x en (a, b) (de otro modo el teorema de Rolle, aplicado al intervalo [x, 5],
implicarfa que g’(x) = 0 para algun x’ de (x, b)).
Puesto que es g(0) =0 y g es continua en 0, tenemos que lim g(x) =
230
Por lo tanto, por la regla de 1'Hopital
f(x) &x)

£(0) = lim —— = lim
X x50 X2
g'(x) g'(x)—g'(0) 17
= lim —— = _— = 9"(0) = —.
ll—w 2x la:l—r)tl) 2x g ( )

(El limite lim g’(x)/2x podria también hallarse por la regla de I'Hépital.)
x50

(a) Utilicese exactamente la misma demostracién que para la regla de
I’'Hépital pero considerando solamente que x esta en (a, a + 8) o en
(a— 4, a), respectivamente,

(b) De nuevo serd aplicable la demostracién del teorema de I'Hépital,
casi palabra por palabra. (Se presenta la tentacién de aplicar la re-
gla de I'Hopital a g/f: Puesto que lim g'(x)/f'(x) =0, se sigue

T->a



(c)

(d)

37. (a)

(b)

111
que lim g(x)/f(x) = 0. Por desgracia, esto solamente implica que
z->a
lim | f(x)/g(x)| = oc.)
z-Ha
Al ser lim, f(1/x) = lim f(x) = 0 y lim, g(1/x) = lim g(x) = 0, la par-
>0 500 x>0 500

te (a) implica que

f(x) _ lim f/x) L =A%)

) S e et (/) g (i)
f’(x)
= lim .
2500 g(%) =¢

Andlogo a la parte (c), utilzando el caso x-»at de la parte (b) en
lugar del de la parte (a).

Para todo € > 0 existe un a tal que

) f'(x) ‘

para x > a.

=

g(x)

Esto significa, en particular, que g’(x) 0 para x> a; se sigue que
g(x)— g(a) # 0 para x> a (segun el teorema de Rolle). Por lo tanto,
el teorema del valor medio de Cauchy puede ponerse en la forma

FW—f@ _ F(®)
gx)—gla) ~ g(x)

Puesto que es x' > a, se deduce la desigualdad deseada.

para algin x’ de (aq, x).

Tenemos
f(x) _ fx)—f@  fx) . g(x)—ga)
gx)  glx)—gla) f(x)—f(a) g(x) ’

donde f(x) — f(a) # 0, g(x) 7 0 cuando x es suficientemente grande, ya
que lim f(x) = lim g(x) = oo, Estos limites implican también que
2-500 2500

flx) i &(x) —g(a)

S — =1.
e300 f(x)—fla) e> 8(x)

Se sigue que f(x)/g(x) puede aproximarse tanto como se quiera a
[f(x) —f(a)]/[g(x) — g(a)] sin mas que hacer x suficientemente gran-
de. Junto con la parte (a), esto hace ver que

f(x) . .

—(-7-—2 < 2€ cuando x es suficientemente grande.

g(x
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38,

39.

40.

41.

En los problemas siguientes haremos uso de otra forma del teorema de
I'Hoépital: Si hm f(x) =lim glx)=oc y hm f(x)/g'(x) = o0, entonces

500
lim f(x)/g(x) = 00 Para demostrar esto, apllquese el problema 37 a g/f:
>
Al ser lim g(x)/f(x) =0, tenemos lim g(x)/f(x) = 0. Esto implica (se-
500 T>00
gun hicimos notar en la solucién al problema 36) que lim | f(x)/g(x) | = oo.
z-500

Al ser lim f(x) = 11m g(x) = o¢, podemos concluir que lim f(x)/g(x) =
500 [ 2Ne ]

(a) Al ser a un minimo de f en [a, b], para todos los > 0 suficiente-
mente pequefios, tenemas
fla + h)— f(a)

=>0;

esto implica que f/(a) > 0. La demostracién de que es f(b) <0 es
analoga.

(b) La parte (a) hace ver que no podemos tener el minimo de f en a o
en b, ya que suponemos que f(a) <0y f(b)> 0. Asi pues, el minimo
se presenta en algin punto x de (a, b). Entonces es f(x) = 0.

(c) Sea g(x) = f(x) —cx. Entonces g'(a) = f(a)—c <0y g'(b) = f(b)—
—c¢>0. Asi pues, por la parte (b), 0 = g'(x) = f(x)— c para algin
x de (a, b).

Si f(a) 7% 0, entonces la continuidad de f implica que f = [f] o f = —|f|
en algin intervalo alrededor de a, con lo que f sera derivable en a. Si
f(a) = 0, entonces a es un minimo de |f|, con lo que |f|(a) = 0. Esto
significa que

[fa+ )| —|fa@)]

0=lim n

. fa+n)|

= lim —
h->0 h

Esta ecuacién dice también que f(a) = 0.

(a) Si f(x) =0 para algin x,% 0, entonces el teorema de Rolle impli-
caria que 0 = f(x) = nx"'—n(x + y)*! para alguin x de (0, x) o
de (%, 0). Pero esto significa que x"* = (x + y)*! para y3# 0, lo cual
es imposible, ya que g(x) = x"* es creciente (n—1 es impar).

(b) Sea f(x) = x* + y"— (x + y)". Entonces f(0) = f(—y) = 0. Si f fuese
cero en tres puntos a<<b < ¢, entonces el teorema de Rolle podria
aplicarse a [a, b] y [b, ¢] para demostrar que existen dos niimeros
X con
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0 = f(x) = nx"t—n(x + y)*7;

pero esta ecuacién se cumple solamente para x=—(x+y), O
x = y/2 (problema 1-7).
42. La tangente por (a, a") es la gréafica de
g(x) =na"(x—a)+ a*
= na*x + (1 —n)a"

Si g(x,) = f(x,) para algin x,7 a, entonces el teorema de Rolle puede
aplicarse a g— f en el iatervalo [a, x,], o [x,, al:

0 = g(x) — f(x) = na"' —nx""' para algun x de (a, x,) o de (x,, a)
Esto es imposible, ya que x%a y n—1 es impar, por lo que a*!3= x"1,

43. La tangente por (a, f(a)) es la gréfica de

8(x) = f(a) (x—a) + f(a)
= f(a)x + f(a) — af’(a).

Si g(x) = f(x,) para algin x, 3 a, entonces
0 = g'(x) — f(x) = f(a) —f(x) para algun x de (a, x,) o de (x, a).
Esto es imposible, va que f’ es creciente.

44. Al ser

g(x) = ﬂ%&'

basta demostrar que

xf'(x)—f(x) >0,

fx )>£——) para x>0.

Pero ahora el teorema del valor medio, aplicado a f en [0, x], hace ver
que

fx) _ fx)—£(0)

x  x—0

= f(x) para algin x’ de [0, x]

<f(x), ya que f es creciente.

45, Sea g(x) = (1 + x)*— (1 + nx). Entonces g(0) = 0, pero
gx)=n(l+ x)*'—n.

SPIvak 8
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Al ser n—1 > 0 esto implica que:

gx)<0 para —1<x<0,
>0 para x> 0.

Asi pues, g(x)>0 para —1<x<0 y para 0 <ux.

46. (a) O es, en realidad, un minimo en todo R, ya que 10) =0y f(x) >0

para todo x.
(b)
nt *(1/h
£(0) = limM =0,
R-30 h
y
f'(h) = 4h® sen’(1/h) — 2h? sen(1/h) cos(1/h) para h £ 0.
Asi pues,

4n® sen®(1/h) — 21* sen(1/h) cos(1/h)
4

17(0) = lim
)
= 0.

47. (a) Al ser f continua, f(x) > 0 para todos los x de algin intervalo alre-
dedor de a, con lo que f es creciente en este intervalo.

(b) Tenemos
1 1
g'(x) = 2x sen — — cos —.
% x
Asi pues, g’(x) =1 cuando cos 1/x =1 (y en consecuencia sen 1/x=0),
y g(x) =—1 cuando cos 1/x = —1.
(c) Tenemos f(x) =a + g'(x), con lo que f(x)>0 cuando g'(x) =1,
y f(x)<0 cuando g'(x) =—1.
48 (a) Tenemos
2 sen y
g(y) = ————cos y,
y
con lo que
2y cos y—2 sen y

gy = " + sen y.

Asi pues, si g’(y) = 0, entonces




115

0=2ycosy—2seny+ seny,

(1) cos y =

2sen y—y' seny 2—y»*
% = sen y (—z—y— .
De aqui que

2 2—
@) g(y)=—iey-’1— yz)

(b) Ademais, pdr (1) tenemos

2—y*\ 3
1— 2y = 2 4 — 3 —_—,
sen” y = cos® y = sen® y ( % )

con lo que

1 4y?

sen® y = =

— 2 4’
1+(2 y) 4+y
2y

con lo que, por (2)
245
lgy)| =|seny| | ——
2y
| 2y | '2+y2_ 24y

vé+yt |2y Vit

(c) Tenemos
f(x) =1+ g(1/x).

Pero ahora tenemos claramente que g(y)<<0 para valores de y tan
grandes como se quiera (ya que g(y) es practicamente —cos y para
valores grandes de y), asi que para valores de y tan grandes como
se quiera, tenemos

2
2+
VEF A

gly)<— 1
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(d)

49. (a)

(b)

(©

por la parte (b). Asi pues, f(x) <0 para valores de x tan pequefios
como se quiera y al mismo tiempo f(x)>0 también para valores
de x tan pequefios como se quiera.

Tenemos :
f(x) = a + g(1/x).

Para valores suficientemente grandes de y tenemos g(y)>—a. Asf
que para valores suficientemente pequefios de x tenemos f(x)> 0,

Si el minimo de f en [b, 1] se presentara en algiin ¢ con b<c< 1,
entonces claramente f no seria creciente en ¢, ya que tendriamos
f(x) = f(c) para todos los x < ¢ suficientemente préximos a c. Pero
ahora, si 0 << a<b <1, entonces el minimo de f en [a, 1] es a, con
lo que f(a) <f(b). Para obtener la desigualdad estricta f(a) <f(b),
témese un @’ con a<<a’<b tal que f(a’)> f(a) (esto es posible por
ser f creciente en a); entonces es f(a) < f(a’) < f(b).

Sea a = sup S,. Si by <a, existe entonces un x en S, con y<x.
Por lo tanto, f(v).> f(b). Ademas, al ser f creciente en a, tenemos
f(a)> f(x) para x<a suficientemente préximo a «, con lo que
f(a) > f(b). Esto demuestra que « estd en realidad en S,. Pero si
fuese « <1, existiria un 6> 0 tal que f(x)> f(a), para a<x<a + 4.
Esto demuestra que todos estos x estdn en S,, en contradiccién con
el hecho de ser a = sup S,. Asi pues, « = sup S, = 1. Por lo tanto,
f(y) = f(b) para todo y = b.

Para valores de 4 suficientemente pequefios tenemos
fla + h)> f(a) si h>0,
fla + h) < {f(a) si h<O.
Esto implica que
fla + h)—f(a)

>0,
h

lo cual implica que

fla + h)—f(a)
h

f(a) = lim >0.
-0

(d) Al ser f'(a) > 0 tenemos, para valores de # suficientemente pequefios,

que
fla + h) —f(a) -
h

Esto implica que f(a + h)> f(a) para h>0 yf(a + h)<{f(a) para
h<O.

0.




(e)

()

50. Sea

51. (a)

(b)
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La parte (d) implica que f es creciente en a para todo a de [0, 1],
por lo que la parte (a) implica que f es creciente en [0, 1].

Si € >0, entonces g’(a) = f(a) + € = € >0 para todo a de [0, 1],
con lo que g es creciente en [0, 1] segun la parte (¢) y por lo tanto
f(1) + €>0, o f(1)—f(0)> — €. Analogamente, 1 es creciente en
[0, 1], con lo que € —f(1)>—#(0), o f(1)—f(0)<e. Asi pues,
| f(1)—f(0)| < €. Al cumplirse esto para todo €>0, se sigue que
f(1) = f(0). (Por supuesto, el mismo razonamiento, aplicado a [a, ]
para 0 <<a<b < 1, demuestra que f(a) = f(b).)

a=sup A, donde A= {x en [x, bl: f(y) =f(x) para todo y de
[x, x]1}. Esta claro que f(a) = f(x,), ya que f es continua y existen
x tan cerca como se quiera de a con f(x) = f(x,). Es también facil
ver que f(y) = f(x,) para todo y <a. Asi pues, « estd en A. Si a<1,
existe entonces un >0 tal que f(x) <f(a) para e<x<a+ 4, ya
que o« es un maximo local. Pero f(a) = f(x,), valor minimo de f en
[a, b]. Asi pues, f(x) = f(a) para « <x<a + 4. Esto implica que to-
dos estos x estan en A, lo cual es una contradiccién. Con esto tene-
mos que f(x) = f(x,) para todo x de [x,, b]. Una demostracién analo-
ga hace ver que f(x) = f(x,) para todo x de [a, x,].

Los puntos estrictamente maximos locales son los mimeros racio-
nales.

Sea x um punto perteneciente a todos los intervalos I, = [a,, b,].
Puesto que los puntos x, se toman todos distintos, puede ser x = x,
para un 7 a lo sumo. Al ser x un punto estrictamente mdximo local,
existe un 6 > 0 tal que x es un méximo estricto de f en (x — 48, x + ).
Pero I, estd contenido en (—x— 4, x + §) para todos los n suficien-
temente grandes; témese uno de tales n para el que sea x3 x,.
Entonces f(x)>f(x,), ya_que I, estd contenido en (x—a x + 9),
mientras que f(x,) > f(x),'por estar x en I,



APENDICE

1. (i) f"(x)=6x—2>0 para x>1/3.

fconvexa
fconcava

I -4=/3 IXIEG g
puntos de
inflexién

(ii) f(x) = 20% + 1> 0 para x>—1/J20,
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f convexa
/
/
/
punto de
inflexion
e
/
/
/7
f concava

(iii) f7(x) = 3612 —48x + 12 = 12(3x* —4x + 1) = 123x—1) (x —1)>0
para x<1/3 o x> 1.
f convexa

f convexa fcéncava
puntos deinflexién

——de

(iv) Tenemos
— (X x4+ 1220+ G+ D2+ x + 1) (5x + 1)
(x) = 5 4
(*+ x4+ 1)
A+ x+ DIGx 4+ 172 —103(x° + x + 1)]
B (X +x+ 1)

2

= (x5+—x+1—)3 [15x* — 10x® 4+ 1].
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Para determinar el signo de f”(x) basta determinar el signo de
g(x) = 15x*— 10«° + 1.
Tenemos ahora
g'(x) = 120" — 30x% = 30x2(4x5— 1).

Asi pues g'(x) =0 parax=0o0 x = "1/4. Tenemos g0)=1y
5 5
(v 1/B)= (V1A (15 -1 )

= (VI/ay (_Tzs +1

<0,

ya que :/W> 4/25. Asi pues, g alcanza su valor minimo (negativo)
en :/ 1/4. Ademas, al ser h(x) = 4x*—1 creciente, g'(x)>0 para
x> M 1/4 y g'(x) <0 para x < V 1/4. Por lo tanto g es decreciente en
(— o, J 1/4] y crec1ente en [J 1/4, o).

>f7a

En consecuencia, g tiene dos ceros, ambos en [0, 1], ya que g(1)> 0.
De aqui se sigue que si a es la unica raiz de x*+ x + 1, entonces
f’(x) <0 para x <a, pero f”(x)> 0 para todo x> a excepto para los
x de un cierto intervalo contenido en (0, 1). Asi pues, la grafica de f
es convexa en (a, ©¢), excepto en un trozo que queda por encima de
cierto intervalo contenido en (0, 1).
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f convexa
f concava

|/

puntos de
inflexién

f convexa

L Jd

|

I

|

|

|

I

|

1
|

f concava :

(v) Tenemos

(RP+1P(—2—2x)—(1—2x— ) 2(x* + 1) 2x

(x) = T
=———-2——[x’+3x’—3x—
(=2 + 1)
2
T2+ 1y

1

2
1] =m(x—1)(x’+4x+l)

(x—1)(x—[—2 + ¥ 3]) (x— [—2— ¥ 3]),

asi pues, f/(x)>0 para —2— ¥y 3<x<—2+ 4/ 3yx>1.

|+,/2‘.L

f céncava
=

punto de inflexién

f convexa

punto de

-2 .‘,/3_ -..l,/-‘T . - inflexién| _ |4z \
FCM 243 -2
punto de =es
inflexién tconvexa

(#—17(—=2x) + (1 + 2 2(x* — 1) 2x

(vi) f"(x) =

(F— 1)
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= _e43]

asi pues, f’(x)>0 para x>1y —1<x<0.
|
|
I
|

f convexa f convexa
1

punto de inflexion

|

|

|

|

|

I

: |
|

} t

|

|

|

|

|

|

2. Si f(0) =0, la grafica tiene el siguiente aspecto.

\\‘r\ //\\
f' /
/

\ f convexa

f convexa

f convexa

3. Vemos indicadas a continuacién a dos de estas funciones.
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4. Los puntos de (x, y) son precisamente los de la forma tx + (1 —t)y para
0<t< 1. En efecto, si 0 <t<1, entonces

x=tx4+1—thx<tx+{1—t)y<ty+(1—t)y=y,
y reciprocamente, si x <<z <y, entonces
y—z
y—x
La definicién 2 hace ver de este modo que f es convexa si y sélo si

f(tx + (1 —1t)y) —f(x) < f(y) —f(x)
tx+(1—t)y—=x y—x

z=tx+ A —2)y para 0 <t = < 1.

lo cual equivale a
fltx + (1 —)y) < tf(x) + A1 — 1) f(3).
5. Si a<<x<b, entonces f(a) < f(x) <{f(b), con lo que
&(f(x) — g(f(a)) < &(f(b)) — g(f(a))

f(x) — f(a) f(b) —f(a)

y en consecuencia

g(f(x))—g‘(f(a)) _ 8(f(x) —g(f(a)) f(x)—f(a)

2’

x—a T fm—f@  x—a
- E0b) —g(f@)  fb)—fa)
f(b) — f(a) b—a

_ &(f(b)) — g(f(a))

b—a
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(Si f y g son derivables, se puede dar una demostraciéon sencilla:

(gofY =(g'of)f es creciente porque g’ of es creciente (por serlo g’ y
f), y f’ es creciente y positiva.)

6. Témese x>0 tal que f(x) < f(0). El teorema del valor medio implica que
existe un x, en (0, x) con f(x,) <O0. Si tuviéramos f'(y) < f'(x,) para todo
¥y = x,, entonces para todo x > x, tendriamos

F(x) — f(x) <F(x0) (x — x),

lo que implicaria que f(x) fuera eventualmente negativo (por ser.f'(x,) <0).
Por lo tanto, f'(x;) > f'(x,) para algun x, > x,.

T~

4
L

-
-

L
L
X X X0 X

fl

Esto implica que el minimo de f en [0, x,] se presenta en un x de (0, x,).
Entonces f(x) = 0.

7. (a) Esto se deduce del problema 4 con t = 1/2.

(b) El aserto es vélido para n = 1, es decir, k = 1/2. Supéngase que para
algin n es valido para todo x y para todo y. Si k = m/2"*" es irre-
ducible, entonces k es impar. En consecuencia, k, = (m —1)/2"" y
k, = (m + 1)/2**" pueden expresarse en la forma a/2", con lo que el
aserto es valido para k, y k,. Obsérvese también que k = (k, + k,)/2.
Partiendo del resultado para k, y k, y del aserto para n =1 apli-
cadoa x’ = kx + (1 —k)yy ay = kx + (1— k,)y, obtenemos

x4y f(x) ()
4 — ] — <
flkx + (1L—k)y) = f ( > ) >+
kf(x) + A —k)f ()  Kf(y) + (1 — k) f(y)
< +
2 2
= kf(x) + (1 — k) f(y).

(c) Sea 0<t<1. Para todo € >0 existe un nimero k de la forma
m/2" y tan préximo a ¢t que
| flkx + (1 —k)y) —f(tx + (1 —1t)y) | <€,
| Lkf(x) + (1— &) )] — [fx) + (A — 1) f(9)] | <.




8. (a)
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Entonces

f(tx + (1 —)y) <f(kx + (1 —k)y) + €
<kf(x)+ (1—FKk)f(y)+ €
<tf(x) + (1 —1t)f(y) + 2=.
Asi pues, f(tx + (1 —t)y) <tf(x) + (1 —t) f(y). El siguiente diagrama
hace ver que si la desigualdad estricta se cumple, aunque sea para

un solo ¢, se cumple entonces para todos los ¢ (aplicando la desigual-
dad débilaxytx+(1—t)yoatx+(1—1t)yey).

la gréfica de f no pue-
de quedar encima de
esta linea

tx+(1-t)y

N -

4

'<-|L-

Pero tenemos la desigualdad estricta cuando ¢ es de la forma m/2",
con lo .que deberemos tener la desigualdad estricta para todo ¢.

Sean x, y x; respectivamente el mds pequefio y el mas grande x,.
Entonces

X=X PAS X PGS D P = Xy

n-1

(b) La parte (a), aplicada a pft, ..., p,,/t hace ver que (1/t) Y px
i=1

(c)

estd comprendido entre el més pequefio y el mayor de x;, ..., X,y
con lo que estard comprendido ciertamente entre ‘el mas pequefio
y el mayor de x,, ..., X,.

El teorema de Jensen es vilido para n = 1. Supdngase que sea va-
lido para n— 1. Entonces por el problema 4 tenemos, por ser
pn = 1 - t:

f(élpixi) =f (t'(l/t):gpix,-+(1—t)x,.)

n—1
<tf( E /o ) + (1—0)f(x)
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9, (a)

(b)

<t ¥ B + pafta

i=

M=

= ) pif(x).

i

(El mismo tipo de demostracién hace ver que la desigualdad estric-
ta es valida para n> 1 (empiécese comprobando que la desigualdad
estricta es valida para n = 2).)

Segun se desprende de la demostracién del teorema 1, [f(a + h) —
—f(a)]l/h es decreciente cuando h-— 0%, con lo que

fa + h)—f(a) . tf(a + h)—f(a)
L =inf —h—:

h>0;.
h

f+(a) = lim,
hv

Este infimo existe, ya que cada cociente [f(a + h)—f(a)]/h para
h>0 es mayor que cualquiera de estos cocientes para 72 <0. De
analoga manera

(a+ h)—f(a
f_'(a) = sup 37‘__}2—)‘() h<0 g .
La relacién f_’(a) <f,'(a) es obvia por las consideraciones anterio-
res. Las funciones f,” y f_’ son crecientes, ya que si a <b, entonces
(lo mismo que en la demostracién del teorema 1; véase la figura 6)
tenemos

fla + (b —a)) — f(a)
b—a

@) <f/(a)<

_ f(b + (a— b)) —f(b
- a—b>b

Si b <a, entonces, lo mismo que en la parte (a) (con a y b inter-
cambiados) tenemos

1) <f (@) <f,/(a)

Si f.” es continua’ en a, entonces lim f,(b) = f,(a), con lo que de-
+ ) +
>a

)< (D)<, (D).

bemos tener f_’(a) = f,’(a).
Para demostrar la reciproca, hacemos ver primero que f,” sera
siempre continua por la derecha, es decir,

lim, f,(b) = f,(a).
boa .

En efecto, para todo € > 0 podemos tomar ¢ > a tal que
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flc)—f(a) ,
Te—a  “H@te
)
- 1 1 1
a b c

Al existir f,’(a), f satisface lim, f(b) = f(a) (de hecho, f es continua en
b>a

a aun cuando no exista f,’(a); véase el problema 11). Podemos asi
elegir b > a en la proximidad de a con f() tan cerca como se quiera
de f(a). Por lo tanto podemos elegir &> a tal que

fle)—1(b) < f(e) —f(a)

c—b c—a

En consecuencia

() — 1)
fr@ <t < 221D
_fO—f@
c—a

<fi(a) + 2e.

Esto demuestra que f,’ es continua por la derecha.
Queda por demostrar que si f,’(a) = f_’(a), entonces f,” es con-
tinua por la izquierda en a. Dado € > 0, témese ¢ <a tal que

< fla)—f(c) .
C

—a

fl(a)—e=f"(a)—e
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Entonces, si ¢ < b < a, la secante por (b, f(b)) y (a, f(a)) queda entre
la tangente en a y la secante por (¢, f(c)) y (4, f(a)), es decir,

< fla)—f(c) < fla) —f(b)
C

— <1/ <f/(a).

fi'(a)—e

Esto demuestra que lim_ f,(b) = f,’(a).
ba

10. Sea € > 0. Témese un x,> a. Obsérvese que cualquiera que sea el valor
de f(x,), el segmento rectilineo entre (a, f(a)) y (%, f(x,)) llega a quedar
eventualmente por debajo de la horizontal a la altura f(a) + €. Puesto
que la gréafica de f debe quedar por debajo de esta recta en (q, x,), esto
demuestra que f(x)<f(a) + € para todo x> a suficientemente préximo
de a. Un razonamiento analogo es aplicable para todo x <<a suficiente-
mente préximo de a.

T

fla)+e 4

f(a
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Queda por demostrar que f(x)> f(a)— € para todo x suficientemente
préximo de a. Si es f(x) = f(a) para todo x, ya no queda nada por de-
mostrar, supondremos que es f(x;) < f(a) para algin x, con x,-> a ; pon-
gamos que sea X, > a. Debemos tener entonces f(x) > f(a) para todo y < a,
por la convexidad, con lo que todos los y <a satisfacen ciertamente
f(¥) > f(a) — €. Ademas, si tomamos un y, < a, entonces el segmento rec-
tilineo entre (y, f(y)) vy (a, f(a)) queda por encima de la horizontal de
altura f(a)— € en un intervalo a la derecha de a. Puesto que la grafica
de f debe quedar por encima de esta recta a la derecha de g, se sigue
que f(x)> f(a)— € para todo x> a suficientemente préximo -de a.

f(a)-

f(a)-e A

11. Lema. Supodngase que f es convexa en R y que es a < b. Si es f(a) <{(b),
entonces f es creciente en [b, ) y si f(a)> f(b), entonces f es decr®-
ciente en (— o, al.

Demostracién. Consideremos el caso f(a) < f(b) (la demostracién en el
otro .caso es analoga, o bien se puede aplicar este primer caso a
g(x) = f(— x)).

Si es b < d, entonces la definicién de convexidad hace ver inmediata-
mente que no podemos tener f(d)<Cf(b). Ademas, si b <d, <d, enton-
ces el mismo razonamiento hace ver (puesto que sabemos ahora que es
f(b)< f(d,)) que f(d;) <{(d,). Asi pues, f es creciente en [b, ).

Con ayuda de este lema podemos demostrar ahora el teorema. Puesto
que f no es constante, existe un a < b con f(a) 3 f(b). Vamos a considerar
solamente el caso f(a) < f(b). Sabemos ya por el lema que f es creciente
en [b, x). Supongamos ahora que el minimo de f en [a, b] se presenta
en un ¢ de (a, b).

SPIVAK 9
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-

Entonces, segin el lema, f es decreciente en (— oo, a]. Ademads, si a’ es
un numero cualquiera con a < a’ < c, entonces debemos tener f(a’)> f(c)
(si tuviéramos f(a’) = f(c), entonces seria f(x) <f(c) para x en (a’, ¢), en
contradiccién con el hecho de que c es el minimo). De este modo el lema
implica también que f es decreciente en (— oo, a’] para todos estos a’.
Esto demuestra que f es decreciente en (— oo, ¢]. De modo andlogo se
ve que f es creciente en [c, ).

Por otra parte, supdngase que el minimo de f en [a, b] se presenta
en a. El mismo tipo de razonamiento antes usado hace ver que f es cre-
ciente en [a, x). Existen dos posibilidades. Puede ocurrir que f(d) > f(a)
para algun d < a.

| } }
T T 1

d o] b

En este caso, el minimo de f en [d, a] se presenta en un ¢ con d <c < a.
El mismo razonamiento anterior hace ver que f es decreciente en
(—o0, c] y creciente en [c, oc). Puede también ocurrir que f(d)<<f(a)
para todo d < a. Entonces aplicamos los resultados ya demostrados (para
a<b) ad<a: Siel minimo de f se presenta en un punto ¢ de (d, a),
entonces f es decreciente en (— oo, ¢] y creciente en [¢, o©), pero si el
minimo est4 siempre en d, entonces f es creciente en [d, o©) para todo d,
con lo que f es creciente.



CAPITULO 12

1. () fi(x)=x"+1. (Si y=fx), entonces x = f(y) = (y—1)%, con lo
que y =1+ x¥4.)

(iv)
g § (=), x<0
f(”"g(L—mw x> 1.
(Si yA= f41(5c), entonces
) y=0
x=f(y)= 3 ﬂ% y<0.

Puesto que es —»*<J0 si y>0 y 1—»>1 si y<0, tenemos
y = (— x)¥? para x<0ey—-(1——x)‘/3 para x> 1.)

(vi) f(x) = x—[x/2] para [x] par. (Si y = f~'(x), entonces
x=fy)=y+ [y]
=y+n parran<y<n+1.

131
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Asf pues,
m<<x<2n+1,
e
y=x—n=x—/[x/2].)
V
f Z¢-1
/ , <
/-
(8
f T4
(viii)
— 14 V1 +4x £0
Fix) = 2x o
0, x=0.

(Si y = f'(x), entonces x =f(y) =y/(1 — ¥*). Asi pues, xy* + y —x=0.
Si x = 0, entonces y = 0. Si x5 0, entonces

—14 vT¥ae —1—vT+4z

2x ° r= 2x

La primera posibilidad es la correcta, ya que x e y tienen que tener
el mismo signo.)
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el

(iii) f-! es decreciente y f-)(x) no estd definida para x < 0.
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\

6. (b) Si h(x) =1+ x, entonces g = hof, con lo que g' = fo k), asi que
g7%(x) =fx—1). Es también posible hallar g-! directamente: si
y = g '(x), entonces x = g(y) = 1 + f(y), con lo que y = f(x —1).
8. (ii) Cualquier intervalo [a, ] ya que f es creciente.
(iv) Los intervalos [a, b] contenidos en (—oc, 0] o en [—1, 1] o en
[0, 00). (Véase la grifica en la solucién al problema 11-2 (v).)

9. Apliquese el teorema 5 a f-1.

10. (a) Sea f = g*, donde g(x) = — x*—x. Obsérvese que g es uno-uno, ya
que g'(x) = —5x*—1<0 y que g toma todos los valores. Asi pues
f estd definida en R y para todo x tenemos

x = g(f(x)) = — [f(x)]*— f(x).
Ademas, f es derivable, ya que g’(x)34 0 para todo x.
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(b)

f(x) = (g)(x) = 2w por el teorema 5
1 1
TGy T =SH@r—1
(¢) Derivando ambos miembros de

P +fx)+x=0

se obtiene ‘
5[0 f(x) + f(x) + 1 =0,
con lo que
—1

1 = T

(1. (@) f(x)=vV1--2y f(x) =—V1—2x
(b) No existe ninguna funcidén que tenga esta propiedad.
(c) Sea

&(x) x<—1
g:(x) % = g(x) para i —l<x<l1
- 8(%) x> 1.

Cada una de las g; es uno-uno. Si f; = g;”}, entonces cada f; satisface
[f(x)]*—3f{x) = x. El dominio de
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fl (_x' 2)
f. es (—2,2)
fs (2' x)'

(Para hallar explicitamente y = f(x) = g;7(x) tendriamos que resol-
ver la ecuacién x = g(y) = y*— 3y. Esto puede hacerse, pero a costa
de mucho trabajo; véase el Capitulo 24.)

No resulta dificil ver que cualquier funcién continua f que satis-
faga [f(x)]2-3f(x) = x y que esté definida en un intervalo debe ser
(parte de) una f; Puesto que una tal funcién f satisface g(f(x)) = x,
esta ecuacion implica que f es uno-uno (problema 3-23) y que f-!
coincide con g en el dominio de f-!. Pero el dominio de f! es un
intervalo, y los unicos intervalos en los que g es uno-uno estan con-
tenidos en (—x, —1), 0 en (—1, 1), o en (1, x).

12. (a) Al derivar ambos miembros de [f(x)]? 4+ 22 = 1 se obtiene
2f(x)f'(x) + 2x = 0,

o
() = — .
f(x) = ®
(b) Esta ecuacién es valida para
. —x —Xx
(x) = #~1—2x% en cuyo caso f(x)= — = )
! y v1i—x  f(x)
y
/i . ) x —X
f(x) = —+¥1—x% en cuyo caso f(x)= Ver=lary

(c) Tenemos
3[A=)Pf (%) —3f (%) = 1,
con lo que
1

&) = SGmr—n"

13. Consideremos una funcién derivable f que satisface
[f()]* + [A(x)] + x f(x) = 1;

entonces
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4[f(x)Pf'(x) + 3[f(x)I*f'(x) + f(x) + xf'(x) = 0,
—f(x)

T&) = A OT 7 30T + =

16. (ii) p%(3) = —1, ya que p(—1) = h(0) = 3. Asi pues,
1 _ 1
F(FH3)) — p(—1)
1
IO}
1

- sen¥(sen 1)

53 =

(La solucién no sorprende, ya que la ecuacién #(x) = h(x + 1) im-
plica que g'=h'—1.)

18. Lo mismo que en los problemas 10-16 y 10-28, la dificultad principal est4
en conjeturar razonablemente la forma que ha de tener (f!)*(x). No
resulta dificil demostrar el siguiente aserto, por induccién sobre k: Si
f¥(f-Y(x)) existe v no es 0, entonces

A(x)
N

para un entero m, donde A(x) es una suma de términos de la forma

(F)%(x) =

[PGHEN]™ o LT

19. (a) Supdngase f creciente y g decreciente y que f(a) = g(a). Si a<b,
entonces

&(b) < gla) = f(a) < f(b),
y analogamente si es b <a.

(b) En la figura se muestran funciones f y g apropiadas (para ser expli-

citos podemos tomar g(x)=x y f(x) = [x] + ¥vx— [x] (problema
4-15)).
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(©)

20. (a)

En la figura que sigue se exhiben funciones f y g adecuadas. (Utili-
zando la funcién exponencial del capitulo 17, podemos definir f(x) = e*
y g(x) = —e€%, pero en este momento una definicién explicita re-

sultaria trabajosa.)

__—-/
—
IS

La interpretacion geométrica de la demostracién vicne indicada en
la figura que sigue: Si f(a)> a, entonces f(f(a)) = a <f(a). Al ser
fla)>a y f(b)<b para algin b (para f(a), por ejemplo), se sigue
que f(x) = x para algun x de [a, b].

(a,f(a)

(f(a),a)
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(b) Sea f una funcién cualquiera decreciente en (— oc, a] que toma todos
los valores > a, y definamos
(x), x<a
glx) = f_l o2
fi(x), x=a

) N
/

/

(c) Si f(x)<x, entonces x = f(f(x)) < f(x) = f(x), lo cual es una con-
tradiccion. De modo andlogo se ve que tampoco podemos tener
f(x)> x.

21. Las funciones con esta propiedad son precisamente las funciones uno-
uno, ya que obtener la figura simétrica respecto a la antidiagonal viene a
ser lo mismo que hacer las simetrias primero respecto al eje vertical,
después respecto a la diagonal y finalmente otra vez respecto al eje ver-
tical.

Si se quiere una demostracién mas analitica, obsérvese que el simé-
trico de (a, b) respecto a la antidiagonal es (—b, —a). Asi pues, si
(a, f(a)) y (b, f(b)) son dos puntos de la grifica de f, exigimos que
(—f(a), —a) y (—{f(b), — b) no tengan la misma coordenada primera si
a7 b. En otros términos f(a) y f(b) tienen que ser distintos. Por lo tanto
f tiene que ser uno-uno.
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22, (a)

(b)

(¢)

23. (a)

Al ser f no creciente, existe un x<y con f(y)< f(x). Al ser f no
decreciente, si x <z <y, entonces f(x) < f(z) < f(y) <f(x). Por lo
tanto f(x) = f(z) = f(y).

f(x + h) = f(x) para h>0 y f(x + h) < f(x) para h <0, con lo que
f(x + k) —f(x)
h =
para todo h 70, de donde f(x) > 0.

Si y > x, entonces

0

f(y})’:i(x) =f(z)=>0 para un z de (x, y),

con lo que f(y) > f(x). Analogamente, si y <x entonces f(y) << f(x).
La idea en que se basa la demostracién queda indicada en la figura

que sigue. En el intervalo [n, n + 1], tomemos como g la funcién
lineal con g(n)=f(n+ 1) y gln + 1) = f(n + 2).

N

(b) En el intervalo [n, n+ 1] sea g la funcién lineal con

gn)=f(n+1)/(n+ 1)y gn +2) = f(n+ 2)/(n + 2).



3. (a)

(b)

4. (ii)

CAPITULO 13

El problema 2-6 hace ver que

kr
5 1 +A+B+
H p+1

lo cual, como es evidente, puede aproximarse tanto como se quiera
a 1/(p + 1) tomando n suficientemente grande.

Tenemos

ba+1 n-1
Lh P =20 [ Ea v ],
+
U, ,.)_ — [2 K ]

La parte (a) hace ver que L(f, P,) y U(f, P,) pueden aproximarse
tanto como se quiera a b**/(p + 1) sin méas que tomar n suficiente-
mente grande. Lo mismo que en el problema 1, esto implica que

b
f 2 dx = b(p + 1).
[

f: f=0.

(iv) f no es integrable.

(vi) f es integrable; se puede dar una demostracién rigurosa de ello de

distintas maneras, utilizando diversos problemas de este capitulo,
por ejemplo el problema 15. (Se puede suponer que la integral de

fes
L 1t 1) 11 1y
'2"2'(2 3 3(3 )7
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5. (i)

En este momento no sabemos siquiera qué sentido tiene una suma
infinita y menos ain cémo trabajar con este tipo de sumas, pero las
siguientes manipulaciones que parecen aceptables resultaran ser efec-
tivamente validas:

2\2 3 3\37 %

1 1 1 1
=(§+§z‘+$+ )+7‘z—-—3“3—7—
=(1+i+i+1+ )__1___1___1__

22 3 4 2 23 3-4

=(1+l+—1-+i+...) __( 1 + = + ! +)
23 4 1-2 23 3-4
Partiendo del hecho que
RS S
1-2 nn+1) n+1
segun se ha deducido en el problema 2-5, podriamos pensar que

- + ! + ! +..=1
1.2 723 3.4 77
*
La otra suma infinita resulta ser igyal a »?/6 (pero esto no viene
demostrado en el texto), con lo que la integral de f es a%/6 —1.)

2 2
[l (5r2)mre=s
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(ii)

1 4
j 12— (—x)dx = —.
1 3

(iii)
VKL _
2v2
C(l—x)—xtdx = %
-Vz2 .

(iv)
Ve Vi v
f 2 dx + j 2—(1—x)dx + J 2 xdx
-vz -vee 4 V2
=242,
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|
|
|
}
vz

ST
Y
SE--—

4
2

)

2
f (2—2x + 4)— x> dx = 4.
0

(vi) El 4rea tiene que ser
- VT /2
242—J 2dx = 4—‘312-

0

R
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11.
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La primera desigualdad es un caso particular del problema 8-13, y la
segunda es consecuencia del hecho de que {f(x;,) + g(x): t;i.1 <X, B < t;}
contiene todos los numeros de {f(x) + g(x): t;_,; <x<t;}, y posiblemen-
te otros mas pequeiios.

. (a) Si L(f, P) = U(f, P) aunque sélo sea para una particién P, entonces

cada m; = M;, con lo que f es constante en cada [¢#;_;, t;]. Puesto que
estos intervalos cerrados se solapan, f tiene que ser constante en
todo [a, b].

(b) Si L(f, P,) =U(f, P,) y P contiene a la vez a P; y P, -entonces
L(f, P,) < L(f, P) < U(f, P) < U(f, P.) = L(f, P,), con lo que L(f, P) =
= U(f, P). Se sigue de la parte (a) que f es constante en [a, b].

(c) Solamente las funciones constantes. Supdngase en efecto que f no
es constante en [a, b] y que m es el minimo de f en [a, b]. Al ser
f(x)>m para algin x y f continua, podemos elegir una particién
P ={t, .., t,} de [a, b] tal que f > m en algin intervalo [¢,_,, ¢;]. En-
tonces m;>m, con lo que L(f, P)>m(b—a). Por otra parte, si
Q es la particién Q = {q, b}, entonces L(f, Q) = m(b —a).

(d) Si f es integrable en [a, b] y todas las sumas inferiores son iguales,
entonces f toma el valor m = inf {f(x): a<<x<C b} en un conjunto
denso de puntos de [a, b]. En efecto, el problema 21 hace ver que
f es continua en un conjunto denso de puntos. Pero si f es continua
en x y f(x) > m, entonces, como en la parte (c), existe una particion
P con L(f, P)> m(b —a), mientras que L(f, Q) =m(b—a) si Q =
= {a, b}, en contradiccién con la hipétesis. Reciprocamente, es fa-
cil ver que si f toma su valor minimo m en un conjunto denso de
puntos de [a, b], entonces L(f, P) = m(b—a), ya que cada m; = m.
(La condicién de ser f integrable es esencial en este problema. Por
ejemplo, si f(x) = 1/g para x = p/q en forma irreducible y f(x) =1
para x irracional, entonces L(f, P) = 0 para toda particién P, pero f
no toma en ningun punto el valor 0 = inf {f(x): a<Cx << b}.)

El teorema 4, aplicado a a << b < d, implica que f es integrable en [b, d].
Entonces el teorema 4, aplicado a b <c<d, implica que f es integrable
en [b, c].

Sea P = {t,, ..., t,} una particién de [a, b]. Si g(x) = f(x — c), entonces
m; = inf {f(x): t;,, <x<t;} =inf {g(x): t,, + ¢ <x<t; + c} y andloga-
mente para M;, con lo que L(f, P) = L(g, P') y U(f, P) = U(g, P’). Si f es
integrable, de modo que para cada € >0 tenemos U(f, P)— L(f, Py<e
para alguna P, entonces g es también integrable, ya que tenemos
U(g, P’)—L(g, P') < €. Ademas

SPIVAK 10
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b4c

f(x —c¢) dx.
+¢

a

f f(x) dx = sup {L(f, P)} = sup {L(g, P')} = J’

c:i-c b'+c

12. Obsérvese que
b- inf{l/t: t§_1<t<t‘} = inf{l/t: bt¢_1<x<bt¢}.
Denotando el primer inf por m; y el segundo por i, tenemos
L(f, ) = ‘Zl m/(bt;— bt,_,)

= ¥ bm{(ti—t;_,)
i=1

= ¥ mti—t,_,)
i=1

= L(f, P).

Por lo tanto

f“ 1/t dt = sup {L(f, P')} = sup {L(f, P)} = f: 1/t dt.

b

13. Si P ={t, .., t,} es una particién de [a, b],y P’ = {cty, ..., ct,}, entonces
m; = inf{f(Ct): t‘—l < t < ti} = inf {f(t): Ct{_l < t gct{} = m“'.

Asi pues, si g(f) = f(ct), entonces

cl(g, P)=c 2:1 mt;—t,_y)

n
= ‘21 myct;— ct;_;)

=L(f: P’)0

Por lo tanto
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fc f(t) dt = sup {L(f, P’)} = c * sup {L(g, P)}

=c:* f: f(ct) dt.

(En realidad, esta demostracién es valida s6lo para ¢ > 0, pero el caso
¢ < 0 puede deducirse facilmente.) )

14. Témese M > 1 tal que |f(x)|<<M para todo x de [a, b]. Dado €>0,
sea d = €/3M. Al ser f continua en [a, x,—é/2] y en [x, + 8/2, b], exis-
ten particiones P, = {¢;, ..., t,} de [a, xy— /2] y Py = {5, ..., Sm} de
[x + 8/2, b] tales que U(f, P)— L(f, P) < e/3 y U(f, P)— L(f, P) < €/3.
SiP={t, .., t, Sy ..., Sm}, €ntonces
U(f, P)— L(f, P) < [U(f, P)—L(f, P))] + 6+ M + [U(f, P,) — L(f, P11 <

. <€/3+€/3+ €/3=c¢€.

5. (a)

L(f, P) = 2 Hty) (ti— 1),

n

U(f, P) = ;1 f(t:) (8 — ;).
(b) Sit;—t;_; = é para cada i, entonces |

U, Py— Lif, Py = 3 [f(6)— f(t)] (ti— i)

&

=4 3 f(t)— 1)
= SLf(B) — (@],
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(¢) Para todo €>0 tenemos U(f, P)—L(f, P)<e€ si t,—t_;=6=
= €/[f(b) — f(a)].

(d) La funcién del problema 4(vi) constituye un ejemplo (en el interva-
lo [0, 1]).

16. (a)
L(f, P) + U(f, P') = {2 FY ) (t— i) + z L) — Ft0))
= 2 [Ef1) — 1y 1f (1)
= bf-(b)— af-Ya).
(b) Se sigue de la parte (a) que
[, 1= sup (L=, P2y = sup (56) —af-Ha) — Ut Py
= bf-(b) — afY(a) — inf {U(f, P’)}
f-1(b)
= b —aa— 17

Y ‘
(c) Si f(x) = x* para x >0, entonces para 0 < a < b tenemos

b on__ v f-1(b)
Vx dx = f 1= bf(b)y—af(a)— f x" dx
a a j—l(a)

(:/7);14.1 B (:}—a_)n-{»l ]

=bVvb—aya—
n+1 n+1

n

17. (a) SiP = {4, ..., t,} es una particién de [a, b] con U(f, P)— L(f, P) < €,
b b
entonces U(f, P) — f f<ey f f— L(f, P) < €. Pongamos s,(x) = my

para los x de (¢,_;, t;) y, por ejemplo s, (x) =0 para x=t, ..., t,;
de analoga manera, sea s,(x) = M, para x en (¢,_;, t;) y ss(x) = 0 para
X = to, ooy t".

(b) La existencia de estas funciones en escalera implica la existencia de
particiones P, y P, con U(f, P,)— L(f, P,) < €.

(c) La funcién del problema 25 constituye un ejemplo.
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18. Haciendo valer los resultados del problema 17(a), témese una funcién
b b
en escalera s<{fcon,{ f— f s < €/2. Témese M > 1, tal que |f(x)| <M

para todo x de [a, b], y si s es constante en (¢, ¢;) para i=1, ..., n,
tomese § < €/2nuM. Sea g = s en [t,_; + 4/2, t;— /2] y sea g una funcién
lineal en [t;—4/2, t;] y en [¢, t, + 8/2] con g(t;) = — M.

o<+
o

b b
Entyoncesgésgfyf s— f g<<nMs<e€/2, con lo que

a a

[

19. (a) Si s (respectivamente s,) es constante en cada subintervalo de una
particién P, (respectivamente P,), entonces s, + s, es constante en los
intervalos de la particién P que contiene a P, y a P,.

(b) La parte (a) hace ver que existe una particién P = {t,, ..., t,} tal que
s; ¥y s, son constantes en cada (¢;_, ¢,), en donde supondremos que
toman respectivamente los valores a; y b, Entonces

b n
fa (51 + s2) = ;_Il (a; 4+ b)) (t,—ti_y)

= gl a(ti—t;_)) + Ex b(t,—1t,_)

b ]
= f S,_ + f 52.
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(c) Dado €>0, témense las funciones en escalera s, s, y t, t, con

3 b b 3
<<y 1<<g<t, con f Sy — f 5<€ly f lL— f L<e/2
a a a

a

La parte (b) implica que

b b b b b ) b b
f (51+11)=f 51+] tlgfa f+f g<f Sz+f t2=f S+ 1,

Yy que
b b
f (s: + t)) — f (si+t)<e.

1]
Esto demuestra que f es integrable y también que f Ff+g=

a

b b
= f f+ f 8, ya que existe solamente un numero comprendido
a a

b
entre todos estos f (s + t).

z b b
20. Sea g(x) = f f— f f. Entonces g es continua y g(a) = — f fy

b
g(b) = f f; asi pues, g(a) y g(b) tienen signos distintos y en consecuen-

cia g(x) = 0 para algin x de [4, b], a no ser que sea g(a) =0, en cuyo
caso podemos tomar x = a.
Para la funcién f indicada en la figura, las unicas soluciones son x = a

¢ b
y x=b; f ha sido elegida de tal modo que f f=— f f.

21, (a) Esta claro que si M;—m; > 1 para todo i, entonces U(f, P)—
—L(f, )= b—a.
(b) Si i=1, péngase b, = t, y tdmese cualquier @, con t,<a, <t,. Ha-
gase lo andlogo si es i = n.
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23.

25.
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(c) Témese una particién P de [a,, b,] con U(f, P) — L(f, P) < (b,— a,)/2.
Entonces M;—m; < 1/2 para algan i. Témese [a,, b,] = [t,_,, t;] sal-
vo que sea i =1 o #, en cuyo caso se hari la modificacién como en
la parte (b).

(d) Sea x un punto perteneciente a cada uno de los I,. Obsérvese que
no podemos tener x =a, o b,, ya que x estad también en [a,,,, b, ]
Y @, <8y <b,, <b, Sie>0, existe un n tal que sup {f(x): x esta
en I,} —inf {f(x): x estd en I,} <e€/2. Entonces |f(y)—f(x)|<e’
para todos los y de I,; al estar x en (a, b,), significa esto que:
| f(y) —f(x) | < € para todos los y que satisfacen | y— x| <4, siendo
6> 0 el minimo de x—a, y b, — x. Asi pues, f es continua en x.

(e) f tiene que ser continua en algin punto de cada intervalo contenido
en [q, b], ya que en cada uno de estos intervalos f es integrable.

(a) Toémese x, en [a, b] y hagase f(x) = 0 para todo x7% %, y f(%,) = 1.
(La funcién del problema 25 constituye otro ejemplo.)

(b) Existe una particién P de [a, b] tal que f(x)> x,/2 para todo x de
algun [¢;_;, t;]. Entonces L(f, P) = x(t,—t;_;)/2.

(c) Esto es consecuencia de la parte (b), ya que f es continua en algin
X,, segun el problema 21.

b
(a) Toémese g = f. Entonces f f* = 0. Al ser f continua, esto implica que
f=o.

(b) Si f(x)>0, entonces f(x)>0 para todos los x de (x,— 34, x, + 3)
para algin é> 0. Témese g continua con g>0 en (x,— 34, %, + 8) y

b
g =0 fuera de este intervalo. Resulta entonces f fg>0, lo cual
a

es una contradiccién..

L
R 2

X0~ 8 Xo Xo+3

Sea €>0. Témese n tal que 1/n<€/2. Sean x,<x <...<x, los pun-
tos racionales p/q de [0, 1] con g <n. Témese una particién P = {f,, ..., t;}
tal que los intervalos [#,_;, #;] que contienen algin x; tengan longitud
total < €/2. En cada uno de los demas intervalos tenemos M, < 1/n < €/2.
Designemos por I, al conjunto de todos los i de 1 a n para los cuales



152

[t;,_1, t;] contiene algin x; y por I, al conjunto de todos los i, de 1 a n,
restantes. Al ser f<{1 por todas partes, tenemos

U(f, P) = Z Mi(ti—tl—1)+ 2 Mi(ti_tl-l)

{en I, i en I

<1 ¥ (t,—t,_1)+—;— Y (t—ti)

{en Ij {fen I

€ €
<li—d—-1=ce.
\12+21 €

26. Sea f la funcién del problema 25, y sea g(x) =0 para x =0y g(x) =1
para x 0. Entonces (gof)(x) =0 si x es irracional y 1 si x es racional.

28. (a) De la desigualdad mg(x) << f(x) g(x) << Mg(x), obtenemos
b b b
m [ e ax< [ fme as<m [ e ax
En consecuencia
b b
[ 108 dx = [ o) ax
para algin u con m < u < M. Para este u es p = f(¢) para algin &
de [a, b1.
(b) Si g(x)=xen [—1, 1] y f(x) = x, entonces
1 1 2 1
f f(x) g(x) dx = f #dx= S f x dx.
-1 -1 -1
29. (a) Sea

§ . b
1(E) = gla) f f) dt + g(v) j ) e
Entonces
b
h(a) = g(b) f ) at,

b
h(b) = g(@) f ) dt.
Al ser h continua, # toma todos los valores comprendidos entre

] ]
g(a) f #(ty dt y g(b) f f() dt. Por otra parte, g(a)f(1) < g()f(1) <
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(b)

(a)

(b)

(©)

(d)

(e)
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< g(b)f(t) para todos los t de [a, b], siempre que sea g(t) = 0 para
todos los t de [a, b]. Asi en este caso :

b b b
»gca)f (1) dt < f  fg(e) de <g() f 1) at

b
y por lo tanto f f(t) g(t) dt = h(¢) para algun &.

Podemos ahora, mediante un sencillo artificio, tratar el caso en
que g(t) no es >0 para todos los ¢t de [a, b]: sustituyase g por
g + ¢ donde g(t) + ¢ 2> 0 para todos los t de [a, b]. El teorema para
g + ¢ implica el teorema para g. '

Sean f =1 y g una funcién cualquiera en [a, b] con g(a) = g(b) =0
pero g(x)> 0 para todos los x de (a, b).

Si

0 <m<<M, M; = M; = max (| M; |, | m;])

m,<M; <0, ) entonces { My = —m; = max (| M,|, | m;|)

m<0 <M, M/ = max (M,, —m,) = max (| M;|,'| m; ).

La demostracion para m; es analoga.
Si | m;| < | M;|, entonces

M/ —m{ =|M|—|m|<|Mi—m;| = Mi—my;
si | M;| <<| m;|, entonces

M —m{ =|m|— | M| <|m—M;| = M;—m,

Si P es una particién de [a, b], entonces
U(l f I' P)—'L(!f[» P) = 21 M —m/)(t,—t:y)

< i M, —m,) (i —t,y)

i=1

= U(f, P)—L(f, P).
De este modo la integral de f implica la de |f|, por el teorema 2.
Esto es consecuencia de la parte (c) y de las férmulas
max(f, g) =[f+ g+ |f—g|1/2, min(f, &) =[f +g—|f—gll/2.

Si f es integrable, entonces max (f, 0) y min (f, 0) son integrables
por la parte (d). Reciprocamente, si max (f, 0) y min (f, 0) son inte-
grables, entonces f = max (f, 0) + min (f, 0) es integrable, segun el
teorema 5.
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32. (a) Al ser
om’ < f(x) <M/ y m” <g(x) < M para todos los x de [¢,_,, t;],
tenemos
m/m” < f(x)g(x) QM{M{’. para todos los x de [¢t,_y, t.],
lo cual implica que m/m;” < m; y que M, <<M/M,".
(b) Esto es consecuencia inmediata de la parte (a).
(¢} Por la parte (b),

U(fe, P)— L(fg, P)< 2 MM — mim”] (t— t,_)

= ‘E_‘,l MY IM{ —m/1(ti—t_) + 21 m{ M —m/1(t,—t,_;)
<M Y M —m/1(ti—t_,) + ‘21 M/ —m”](t;—t._;) § .

i=1

(d) La integrabilidad de fg es consecuencia inmediata de la parte (c) y
del teorema 2.

(e) f-g=g-max (f, 0) + g (—min (f, 0)) que son ambos integrables,
segun la parte (d).

33, (ai) La demostracién que sigue est4 realizada seguin el problema 1-18(b).
Si g =0, entonces lo que vale es la igualdad. En otro caso tenemos

0<f:(f—Ag>2=fif’—2A [ g4 [ e

con lo que
b 2
4U¢ fg)
—_— >0

Jor——%

(No es posible obtener la desigualdad estricta cuando f3 ig, ya
b
que podria ser f (f —4g) = 0 aun siendo f 7 .g; véase la parte (b).)

(b) Si es f = g excepto en un punto, vale entonces la igualdad aun cuan-
do no sea f = ig. Pero si f y.g son continuas, y g<0, entonces es
f = 4g para algun 1, ya que si fuera f £ Ag para todos los.4, entonces
se cumpliria



(c)

(d)
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0<f:(f—lg)2= f:F—ZA f:fg+l’ f: g,

ya que (f —ig)* seria una funcién continua no-negativa y en algin
punto positiva. Esto implicaria la desigualdad estricta en la desigual-

dad de Cauchy-Schwartz. » /
Dados %, ..., X, € ¥, ..., ¥, sean f y g definidas en [0, 1] por
i—1 i
] < <—
fxy={" SES
0, x=1,
i—l La< i
gx) =" n s> . n
0, x=1.
Entonces
f fe== 2 XY
4-1
f 12 =—-= Z x(r
1_1
f 2 Jﬁ F
0
con lo que

2 n ’
(Ex{yi) (Exi )( Z_:lysz)i
esta es la desigualdad de Schwartz. (El problema 1-18 es, en reali-

dad, el caso particular n = 2, pero las demostraciones de dicho pro-
blema son aplicables para todo n.)

Apliquese la desigualdad de Schwartz af y a g con g(x) =1 en [0, 1].
El resultado correcto para [a, b] es

sz)k(b—a) (ff)

. Si € >0, témese N >0 tal que | f(t)—a|< € para t > N. Entonces para
N > 0 tenemos

< eM,

N+M
) f (t) dt — Ma
N

con lo que
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1 N+M Ma eM
_ f(t) dt —
N+M )y N+ M

Toémese M tal que

Ma

——a
N+M

1 N
<e€ Y\mfl f(t) dt

Entonces

< 3e.

1 N+M
( NI M f f(t) dt —a

< <e€
N+ M

<e.



CAPITULO 14

1
1. (id) 5 * sen’® x.

z x
1+sen°(f sen3tdt)+(f senstdt)
1 1

—1
1+ x% + sen?x

(vi) cos (f:sen (f:serﬁtdt)dy)'sen (f:senstdt).

1 1
F(F-(x)) 1

vV 1—[F?(x)]?

@iv)

(viii) (F1Y(x) = =¥ 1—[Fx)]%.

2. (ii) En todos los x# 1.
(vi) En todos los x irracionales.

(vi), (viii) En todos los x que no son de la forma 1/n para algin ntimero
natural #n. '

3. (ii)

1 1
1Y/ 0 — = -
1y (0) F(7(0)) sen (sen (f71(0)))
1
= “sen (sen (1))

5. Si F(x) = J: f(u)(x—u) du = fm xf(u) du — fm uf(u) du, entonces
0 0

Fi(x) = [xf(x) + f " fu) dul —xf(x)  por el problema 4
0

157



158

x
= f(u) du.
0
En consecuencia, existe un namero ¢ tal que

f: fw)(x—u) du = I: (f: f(t) dt ) du + ¢ para todo x.

Est4d claro que ¢ =0, ya que cada uno de los otros dos términos es 0
para x = 0.

6. Aplicando el problema 5 a g(u) = f(u) (x — u), obtenemos

f H(u) (x — ) du f [fu) (x— )] (x— ) du

- fo (fc A1) (x—1) dt ) du.

Tenemos que demostrar por lo tanto que

fo (fo f(t)(x—t)dt) du=2 fo (fo U:'f(t) dt ) du, ) du,.

Ahora bien, x —t = (u—1t) + (x—u), con lo que

(1) f:f(t)(x—t) dt = fo )y (u—1) dt + fo A1) (x — u) dt.

Para la primera integral de la derecha tenemos

@) JO HE) (u— 1) dt = fo (f:'f(t) dt) du,

por el problema 5. La segunda puede ponerse en la forma

(3) f: f(t)y(x—u) dt = (x—u) f: f(t) dt.

Por (1), (2) y (3) tenemos

[ ([ roe—na Ja= [ ([ ([Toa) a ) a

+f° [(x— u) fo Kty dt] du.

Aplicando, por otra parte, el problema 5 a g(u) = f f(t) dt obtenemos
0
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f [(x—u)f:f(t)dt] du = f (f (f:',(t)dt)dul ) au

8. (a) - Esto se sigue del problema 13-11, ya que f(x —a) = f(x) para todo x.

(b) Supongamos que g sea periédica y continua con g = 0 (por ejemplo,

(c)

g(x) = sen? x). Si f(x) = f g, entonces f' = g es periddica, pero f
0

es creciente, por lo que no puede ser periddica.

Sea g(x) = f(x + a). Entonces g'(x) = f'(x + a) = f(x). Si f(a) = f(0),
tenemos también entonces g(0) = f(a) = f(0). En consecuencia g = f,
es decir, f(x + a) = f(x) para todo x.

Por otra parte, si f es periddica con periodo g, entonces es por
seguro f(a) = f(0). En realidad el problema, tal como ha sido formu-
lado, es mas dificil, ya que no se establecié que el periodo tu-
viera que ser a. Dicho de otro modo, hay que demostrar todavia
que si f es periédica con un periodo b a, entonces f(a) = f(0)
(y en consecuencia f es también periédica con periodo a). Esto
puede hacerse como sigue. Supéngase que f(a)= f(0) y pongamos
que sea f(a)> f(0). Puesto que la funcidén g(x) = f(x + a) —f(x) sa-
tisface g'(x) = f(x + a)—f(x) = 0, se sigue que g(x) = g(0) = f(a),
con lo -que f(x + a) = f(x) + f(a) para todo x. En consecuencia
f(na) = n - f(a)> f(0) p&ra todos los niimeros naturales n. Ademads,
puede darse un enunciado més fuerte. Al ser f continua y f(a)> £(0),
existe un € >0 tal que f(x)>f(0) para |x—a|<e€; la relacién
f(x 4+ a) = f(x) + f(a) implica que tenemos también f(x)> f(0) para
| x—na|<e. Si suponemos que f es periédica con periodo b, en-
tonces f(mb) = f(0) para todos los numeros naturales #. Esto nos
llevara a una contradiccién si logramos demostrar que para algun n
y algun m tenemos | mb —na|< €, o de modo equivalente,

m a

€
n b bn

Esta claro que esto se cumple si a/b es racional. Si a/b es irra-
cional la desigualdad deseada es entonces consecuencia del hecho
de que para cualquier nimero irracional « existen infinitos nuimeros
racionales m/n con

1
<7

m

Q ——— —

n

Si bien la demostracién de este hecho no es particularmente dificil,
no la vamos a dar aqui. El lector interesado puede intentar por su
cuenta una demostracién o bien consultar la referencial4]lde las Re-
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10.

11.

12.

13.

14,

ferencias Bibliograficas, donde se demuestra este resultado a mas de
otros muchos con €l relacionados.

Sean F = f fyG= f f-1. Entonces el problema 13-16 establece que
0 0

6= [ 17 =210 — f o

= x fHx) — F(f(x)).
En consecuencia, G'(x) = f(x).

(@) F(x)=1/x; G(x)=({1/bx)b =1/x.

(b) De la parte (a) se sigue que existe un ¢ tal que F(x) = G(x) + ¢ para
todo x>0. Al ser F(1) =0 = G(1), tenemos F(x) = G(x) para todo
x>0,

Supdngase que f es continua en [a, b] y que f(a) <0< f(b). El teorema
fundamental del Calculo demuestra que f = F’ para algin F (a saber,

F(x) = f f). El teorema de Darboux implica entonces que f(x) = 0 para
0

algin x de [a, b].
Tenemos
a o(x)
F(x) = f h(t) dt + { h(t) dt,
1(zx) Joe

con lo que
F'(x) = — h(f(x)) * f(x) + h(g(x)) * g'(x).
(a) La ecuacién (*) dice precisamente que (Goy) = F’ en el intervalo,

con lo que existe un ¢ tal que Goy =F + ¢ en este intervalo, es
decir, G(y(x)) = F(x) + ¢ para todos los x del intervalo.

(b) Reciprocamente, si y satisface (**), entonces por derivacién se ob-
tiene (*).

(c) Si

con lo que
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[1+yx]y(x) =1+,

existe entonces un c tal que

y(x) x*
y(x) + =%ty e

para todos los x del intervalo en que esta definido y. Asf pues,

¥(x) + 2y(x)—-2x——§—x3—c =0,

(poniendo simplemente ¢ en vez de 2¢)

con lo que
> ‘
—z+]/4+4 (x-lj?x’+c)
y(x) = 3
o
—2—V4+4 (x+—§-x‘+0)
¥(x) =

2 .
Estas soluciones no estdn nunca definidas en todo R, ya que
4+ 4(x+ 2x%3 + ¢)<0 para x<0 con | x| suficientemente grande.

(d) Si
(1 + 5[y (x) =—1,
existe entonces una constante ¢ tal que

[y + 9(x) + x = c.

(e) Si y(x)y'(x) = — x, existe entonces un c tal que
[y(x)1 _ —x+c
2 2
con lo que
yx)=Vc—x
o

Y(x) =— ¥ c—2x%

Si y(0) =—1, estd claro entonces que y(x)=— 1—x* (para
| x| <1).

SPIVAK 11
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15. (a)

bt N 1 —1
f x" dx = lim — =
X Noo THL T+ r+1

(ya que r + 1<0, con lo que lim N =0).
N->00

(b) El problema 13-12 implica que
a® 2 3
f idx=f idx+...+f -l—dx
1 X 1 X 1 X _

n veces

Il

S
—
- [~}
%]

a

R

2
Al ser f 1/x dx> 0, tenemos lim 1/x dx = oo,
1 71500 1

N
(c) La funcién I(N) = f g es claramente creciente, y estd acotada su-
0

[ee]
periormente por f. En consecuencia, lim I(N) existe (es el supre-
0 N>

mo de {I(N): N >0}).
o oo
(d) Esta claro que f 1/(1 4+ x®) dx existe si f 1/(1 4+ x*) dx existe;
0 1

esta ultima integral existe por la parte (c), ya que f 1/x* dx existe
1
por la parte (a), y 1/(1 + x%) <{1/2%

0

16. (a) Esta claro quef 1/(1 + x*) dx existe; es, en efecto, igual a
-0

f:ol/(l + x%) dx.

o0
(b) f x dx no existe.
o

oo

(c) Si lim A(N)=ocy lim g(N) =— y existe f f, entonces
N->O0 N

~00
R(N) Sl

N g(N) —-00
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<e€/f2

[o=]o

< €/2 para todo M > M, Témese ahora N tal que

Demostracion: Dado € > 0, tébmese M, tal que

Sl

WN)>M y g(N)<—M para todo N> N,. Tenemos entonces, para N> N,,

y

[ee] h{n) (o o] R(N) 0 0
U f—J f éf f—f f +lf f—-f fl<e/2+e/2=c¢€.
-0 g(N) . 0 0 -0o a(N)
17. (a) ’
lim, s de=1lim, 2V a—2ve=2ya
€0 € ~/_x €>0
(b)
a a d 1 ar+1 er+1 ar+1
r —_1 x" dx = lim,_ « — =
foxdx_lelff;*fe 0. r+1 r4+1 r+1

(ya que r + 1> 0, con lo que lim, €™ = 0).
€->0

(c) El problema 13-12 implica que

1 1 1 1 1
J' —dx+...+f ——dx=f id:c,
. 1/2” X 1/27! X 2 X

——

n veces
con lo que
L | I
— dx=—n J — dx,
1/211 X 1 X
1
asf que lim, 1/x dx no existe. Esto implica, por supuesto, que
€->0 €

a
lim, f 1/x dx no existe para ningin a> 0,
€->0 €

(d)

0 €
f |x|fdx=1im_f | x| dx
a €->0 e
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a
=—Ilim, f X" dx
€->0 €

ar+1

r+1°

() Alserlim1/¥/ 1—xt= lim 1/4/ 1 —x? = oo, tenemos
z-1 z5-1

1 0 1
L me ams| a
1 V1l—x? 1 N1l—2x? o N1—
0
—lim, | —— drtlim. | — dx
e e J1—x? -1 o Nl—x?
0 1
=2 lim, — dx.
Sl R
Pero el limite

0 1 o1
Iim f —— dx=Iim, — dx

%

e->-1 €->0

e Vitx ¢« Vx
existe, por la parte (a). Para — 1 <x <0 tenemos
x(1 + x)<0,

x<—x2,
14x<1—4

\/1 +x< N/l_'le

1 1
>

Vitx J1—2x

De aqui se sigue que

° 1
lim, | —— dx
€->-1 € vl — xg

existe también.
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18. (a)

o 1 1 N 1
f(x) dx=1lim, | —— dx+ lim — dx
[ €0 € v_x- . N->00 1 xz

=24+1=3,

de acuerdo con los problemas 17(a) y 15 (a).

[e]
(b) Si —1<r<0, entonces f x" dx no existe, ya que x" > x~! para
1
(o] 1
x=21ly f x~! dx no existe. Si x <—1, entonces j x" dx no existe,
1 0
1
ya que x* 2 x* para 0<x<1ly f x~1 dx no existe. (Por supues-
0
oo

to, si r > 0, entonces f x" dx no existe.)
1



CAPITULO 15

1. (i) ! : 1 —1
' ¥ 1—/[arctan (arccos x)]* 1 + (arccos x)? I—x=
(iv) 1 "
V . 1 T (14 a2y
- ( Vits )
_ 1 —X
V x? (1 + xpr
1+
_ —1
T4 a2
(Este resultado no debe sorprender, ya que f(x) = arc tan 1/x = #/2—
—arctan x.)
2. (ii)
i sen x x+x3/6_1i cos x—1 4 x%/2
x50 x4 - 50 4x3
1 —sen x + x —cos x4+ 1 1 sen x 0
= 11 = = =
250 12x? 250 24x -0 24
(iv)
) cosx—l+x’/2_li —sen x 4+ x
z0 Xt - z-30 43
T —cosx+1__ll sen x cos x 1
e 12x2 a0 24X o0 24 24

166



167

(vi) ‘
' 1 1 . sen x—x
lim (__._ ) = lim —8 —
250 \ X sen x z>0 X Sen X
' cos x—1 = —sen x
= lim = hm
z>0 . SEN X + X COS X s> 2 COS X—X Sen X
3. (a)
sen h !
n sen h—nh
f =1l — i ———
f0) = i = i =
cos h—1
= lim ——— =10
lim —
(b) Al ser
X COs x—sen x
f(x) = pr para x50,
- tenemos: :
h cos h—sen h
(0) = lim
h->0 : hs
1 cos h—h sen h—cos h
ey R
_ 1
= 3
4, (a)

\-z,f\ AN 7\ AWWA

——-—-———- ~ — — X

(b) Esta claro que f(x) = 0 para x = 4 k=. Los ntimeros # k= se hacen,
por supuesto tan grandes como se quiera (ya que ¥ k> k), pero
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también es verdad que se acercan cada vez mds entre sf (ya que, por

ejemplo
—_— — 1
— = — de (k, k + 1),
vVik+1—vEk W para un x de ( + 1)
segun el teorema del valor medio
< ;_ ).
2V k

NAWANWAVS N PN
AV VAN VAR VAYS

(¢) Si
0 = f(x) = cos x + 2 cos 2x = cos x + 2(cos? x — [1 — cos? x])
= cos X + 2(2 cos? x—1)
=4 cos®* x + cos x—2,
entonces
—1+yV1+32 —1+4/33
8 - 8 '

Puesto que 0<[—1 + ¥ 33]/8<1 y —1<[—1— v 331/8 <0, ha-
bra cuatro x de éstos en [0, 2a]:

Cos X =

cos

M\ xS
Ll \l 'I L
N
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Los puntos criticos x, y x,, con cos x, = cos x, =[—1 + »/ 331/8, sa-
tisfacen 0 <x, <#/2 y 3/4 <x,<2m; asi pues, f(x,)>0y f(x) <0,
ya que sen x y sen 2x son ambos positivos en (0, /2) y ambos nega-
tivos en (3s/4, 1). Para determinar el signo de f(x;) y de f(x,) obsér-
vese que

f(x) = sen x 4 sen 2x
=sen x + 2 sen X cos X
=sen x(1 4 2 cos x).
Tenemos ahora que sen (x;)>0, ya que 0 < x, <=, pero

1+ 2 cos (1)< 0, con lo que f(x;) <0.
~ Andlogamente, f(x,)> 0.

(d) f(x)=sec® x—1 =tan? x > 0 para todo x, con lo que f es siempre
creciente. En (—=/2, #/2) f crece claramente desde — oo hasta oo,
En (ka—x/2, kn + =/2) la derivada § es la misma que en (— #/2, #/2),
con lo que f difiere en una constante de f en (— =/2, a/2). La cons-
tante es claramente — .
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Nl

(e) f(x) =cos x—1<C0 para todo x, con lo que f es decreciente. Ade-
mas, ' es periddica, con lo que f es la misma en [2x, 42] que en
[0, 2z] salvo un desplazamiento hacia abajo de 2a. Al ser f’(x) =
= —sen x, se sigue del apéndice al Capitulo 11 que f es céncava en
[0, =] y convexa en [=x, 2x].
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(f) Si0=f(x)=(x cos x—sen x)/x entonces x = tan x. La grafica de
la parte (d) hace ver que a la derecha del eje vertical esto ocurre
para 0 <x; <x,<..., donde x, es ligeramente inferior a n=x + »/2,

~— T,

/\"‘.‘——.4—_-:5 .
3n

L X3
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5. Para cualquier numero particular y, definase f(x) = cos (x + y). Entonces

1 (x) = —sen(x + y),
f(x) = —cos(x + y),

con lo que
=0,
f(0) = cos y,
f(0) = —sen y.
Asi pues,
f = (—sen y)* sen + (cos y)* cos,
con lo que

cos (x + y) = cos y cos x—Ssen y sen Xx.

7. (a) Esta claro que f(x) = A sen (x + B) satisface f + f” = 0.
[Ademas, a = f(0) = A cos By b =f(0) = A sen B.]

(b) Esta claro que basta elegir A y B de modo que a=A4 cos B y
b = A sen B. Puesto que queremos que sea

@ 4 b? = (A cos B + (A sen B)
esta claro que debemos hacer
A= Va + b
Si a0, podemos hacer

b
B = arc tan —.
a

Si a = 0, podemos hacer B = x/2,

(c) ¥ 3 sen x+ cos x = A sen (x + B), donde

A= ]/(f?)’+1=2

B = arc tan = a/6,

con lo que v 3 sen x + cos x = 2 sen (x + x/6).



9. Partiendo de la férmula del seno de una suma, obtenemos, para || <1y
| ] <1, sen(arc sen « + arc sen ) = sen (arc sen a) cos (arc sen §)
+ cos (arc sen o) sen (arc sen f)

=aNl1—F+V1—4.

En consecuencia

arcsen a + arcsen g =arcsen(a v 1 —g2 + gy 1—a?),
siempre que sea — x/2 < arc sen a + arc sen g << #/2. (Si #/2 < arc sen a +
+ arcsen f< &, tenemos que sustituir el segundo miembro por z—
—arcsen(aV 1 —f+ ¥ 1—d),ysi —a<arcsen a + arcsen g <=/2,
tenemos que sustituirlo por —z—arcsen(a vV 1 —g2 4+ g vV 1—0?).)

12. (a) Si

H(a) = f’: (f(x) —a cos nx)* dx

=aaf“ cos? nx dx —2a J" f(x) cos nx dx + J‘” f(x)* dx,

-
entonces se presenta el minimo para
©~ ®
0=H'(a)=2a f cos® nx dx—2 f(x) cos nx dx,
- -

con lo que
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f " f(x) cos nx dx
- = f(x) cos nx dx,

a= =

= -
f cos? nx dx
-

segiin el problema 11. La demostracién para sen nx es analoga.
(b)
® C N 2
f (f(x)—[é+ Y ¢, cos nx + d, sen nx]) dx

=1

._f [f(x)1? dx—zf f(x)[ + Zc cos nx + d, sennx] dx

‘n=1

N
+f [C°+2c,, cos? nx+d’sen2nx]dx

n=1

f 2 ¢, d, cos nx sen mx dx

-5 0, m=1

+f —Zc,. cos nx + d, sen nx dx

C N Cp, N
: + 2 ancn+bndn) + = (7+ 2 cnn'l"dnz):

n=1 n=1

= 7 tror dx—Zn(
aplicando el problema 11, la definicién de a, y b, y el hecho de que

® k4
la ultima integral se anula por ser | cos nx dx = J sen nx dx = 0.
-% -%

La segunda igualdad se deduce por calculo algebraico.

13. Haciendo las sustituciones a = (x + y)/2, b = (x—¥)/2 en
sen(a + b) + sen(a—>b) =sen a cos b+ cos a sen b + sen a cos(—b) +
4+ cosasen(—b)=2senacosb

se obtiene

sen x + sen y = 2 sen cos .
2 2
Andlogamente, a partir de

cos(a+ b) +cos(a—b)=cos a cos b—sen a sen b + cos a cos(—b)—
—sen a sen (—b)=2 cos acos b

o252

obtenemos

x
cosx+cosy=2cos(
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15. Si y = arctan x, entonces

sen y sen y

xX=tan y =

’

cosy #~1l—seny
con lo que '

x v l—se;iz y =sen y,
(1 —sen? y) = sen® y,

x?
sen? y = ——
V142
~ y por lo ta to
. - | .
sen(arctanx) = sen y = ————,
V14
cos (arctan x) =cos y =+ 1—sen? y = —1——
V144

16. Si x = tan u/2, entonces u = 2 arc tan x, con lo que por el problema 15

sen u = sen (2 arc tan x)
= 2 sen (arctan x) cos(arctan x)

_ 2x

Tl
—_— 1
cosu=«/l—sen2u=1+x2.

17. (a) Por‘la férmula de la suma
 sen (x + #/2) = sen x cos x/2 + cos x sen =/2 = cos x.

(b) La parte (a) implica que x + a/2 = arcsen(cos x) para —a/2 <
< x + a/2< /2, lo que equivale a —a<Cx < 0. Si x = 2kz + x’ para
—a<x< 0, entonces cos x=cos x', y si x =2kn + x para 0<
< ¥’ < =, entonces cos x = cos x' = cos (—x’). Por lo tanto

arc sen (cos %) = x—2kn + =/2, Qk—1a < x << 2ka
2kx + nf2—x, 2ka<{x<(2k + D)=,
Analogamente, a partir de |

cos (x—:r/Z) = sen x,

se deduce que
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x—2ka—=/2, 2kn + 2/2 < x <L 2k + 1)z + af2,

Brccos(Sen X) =5 p |\ (v nj2—zx, 2kn— /2 < x < 2kn + /2.

21. Si (x, y) estd sobre el circulo unidad, entonces x* + 3* = 1. En particular
|| <1, con lo que —1<<x<{1. En los intervalos [0, ] y [—=, 0] la
funcién coseno toma todos los valores entre — 1 y 1, por lo que existe
un 6 en [0, ] con x = cos 6, y también un 6 en [— =, 0] con x = cos 6.
Si y >0, entonces y = sen # cuando estd en [0, =], y si y < 0, entonces
y = sen 6 cuando 6 estd en [— =, 0]

22. (a) Si a<2kx + =/2<b, entonces el seno deja de ser uno-uno en [a, b],
ya que tiene un maximo en 2kx + /2, por lo que toma todos
los valores ligeramente inferiores a 1 a ambos lados de 2ks + =/2.
Anilogamente, no se puede tener tampoco a <2kx—a/2 <b. Pues-
to que los niimeros de la forma 2kz + #/2 distan » uno de otro, la longi-
tud maxima de un intervalo [a, b] en donde el seno es uno-uno es =,
y en tal caso [a, b] tiene que ser de la forma [2kx — #/2, 2kx + =/2]
o [2ka + /2, 2(k + 1) n—=x/2].

(b) (gVY(x)=1/¥V 1—2x ya que g'(x) = arcsen x + 2ka=.

23. El dominio de f es (—oc, 1] U [1, o0).

)
l
I r
f —— t—— —— S— — — . — — — — —— — —
‘ _
NV — e —— e —
x| £-1
2, ¥ .
T L 1 s
| -1 |
-l-P I
|
| [f
|
|
24. Segun el teorema del valor medio
|sen x—sen y| =|x—y!-|cos 6] para algun 6 entre x e y

<lx—y).

Vale la desigualdad estricta salvo que sea 6 = 2ks. Pero en todo caso
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si, por ejemplo, es x <y, podemos tomar entonces x <z<y de manera
que (x, z) no contenga ningin nimero de la forma 2kx. Entonces
sen y—sen x = (sen y —sen z) + (sen z—sen x)
= (y—2) cos 6, + (z—x) cos 6,
para algun 6, de (y, z) y algin 6, de (x, z). Al ser |cos 6,|<1 y
| cos 6,| <1, se sigue que
[sen y—sen x| <|y—x]|.
25. (a)

] a . cos Aic cos id
lim sen ix dx = lim — =

A0 J e A0 A A

0.

(b) Si s tiene el valor s; de (¢,_;, t;), entonces

b 7 ty
lim s(x) sen &x dx = lim Y s f sen ix dx
P TSI A0 =1 ti-1

=0, por la parte (a).

(c) Para todo €>0 existe, segin el problema 13-17, una funcién en
escalera s < f con

f ’ [f(x) —s(x)] dx< €.

Ahora bien

1 b | 1]
f f(x) sen ix dx—f s(x) sen ix dx f [f(x) —s(x)] sen ix dx

< fi [f(x) —s(x)] | sen ix| dx

b
< f L) — s(x)] dx < e.

La parte (b) hace ver entonces que

<E€.

fb f(x) sen ix dx

lim
A->00

Al cumplirse esto para todo € >0, el limite tiene que ser 0.

26. (a) Tenemos

area OAB < -;— < érea OCB,

Spvak 12
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con lo que
sen x X sen x
2 2 " 2cos x
(b) Partiendo de
sen x X
2 2
obtenemos
sen x
1;
x
a partir de
x sen x
2 " 2cos x
obtenemos
sen x
cos x < .
x

Puesto que lim cos x = 1, se deduce que lim (sen x)/x = 1.
x>0 0

(c)

. l—cosx . 1—cos® x
Iim — = lim —m8m8m——
-0 X 50 x(l 4 cos x)
. sen x sen x
= lim . =1:0=0,
250 X 1+ cos x

(d)
sen(x + h)—sen x
h

sen x cos h + cos x sen h—sen x

sen’(x) = lim
h-30

h—>0 h
. h . cos h—1

=1l cos x + lim ——  — sen x
ho50 B30 h

= COs Xx.
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(a) Esta claro que « es impar y creciente. El limite lim «(x), es decir,
. 500

la integral impropia f (1 4 )7 dt, existe segun el problema 14-15.
0

® ¢

(@) = —

o (a(x)
1
=T = 1+ [aY(x)]%
TH T

(c) Si —a/2<x<ax/2, entonces

cos x = L (14 WP
V14 [a¥(x)]?
con lo que
cos’ (x) = — a7(x) (a71Y (x) (1 + [a~X(x)]?)22

= —aX®) (1 + [P
= —tan x cos Xx.

Vale, naturalmente, el mismo resultado si x no es de la forma
ka + #/2 o ka—w=/2. (Para los x de esta forma tenemos, segin el
teorema 11-7,

-cos’(x) = lim cos’(y)
Y-z

=lim —tan y cos y
Y-z

. —tan y
=lim ——
32 14 tan® y
=—1, ya que lim tan x = 00.)
Y-
Para los x que no son de la forma ks + #/2 o ka—a=/2 tenemos
ahora
cos”(x) = —tan x cos’(x) — tan’(x) cos x .
= —tan® x cos x —[1 4 tan® x] cos x por la parte (b)
= —CO0s X.

" Para los x que son de esta forma tenemos

cos”(x) = lim cos”(y) = lim — cos ¥,
U ¥z
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—1
= lim ———— =0, ya que lim tan y = oo,
v>2 ¥/ 1 4 tan? y y->z

28. (a) (' + WY = 299 + 29/'%” = 2%'(y’ + ") = 0, con lo que

29,

¥+ (3’ es constante. La constante es distinta de cero, ya que
¥ no es siempre 0 y por lo tanto y,(0) + ,(0)*4 0, o bien y,(0) 50,
o bien y,(0)£0.

(b) Cualquier funcién s = ay, + by, satisface s” + s =0, por lo que

(©)

nos basta elegir a y b tales que

ay(0) + by,’(0) = 0
ay,'(0) — by, (0) = 1.

Esto es posible siempre, ya que

— ¥(0) — 3/(0)* 0.

Supdngase que es cos x>0 para todos los x> 0. Entonces el seno
serfa creciente, ya que sen’ = cos. Al ser sen 0 =0, esto significa-
rfa que sen x>0 para todos los. x> 0. Tendriamos asi cos’ =
= —sen x < 0 para todos los x> 0, con lo que el coseno seria decre-
ciente. De este modo el coseno satisfaria todas las hipétesis para f
en el problema 6 del apéndice al Capftulo 11. Pero entonces el pro-
blema implica que cos”(x) = — cos x = 0 para algiun x>0, lo cual
es una contradiccién.

(d) Al ser cos x>0 para 0 <x<x, = x/2, la funcién seno es creciente

(e)

(f)

(a)

(b)

en [0, =/2]. Al ser sen 0 = 0, se deduce que sen #/2>0, con lo que
sen x/2 = 1.

cos = =cos(a/2 + =/2) =cos® x/2—sen® /2 =0—1=—1.
sen = = sen(s/2 4+ x/2) = 2 sen «/2 cos /2 = 0.

cos 2x = cos(w + x) = cos® a—sen? x = 1.

sen 2s =sen(s + x) =2 sen « cos x = 0.

sen(x + 2a) = sen x cos 2x 4 cos X sen 2z = sen X.
cos(x 4+ 2z) = cos x cos 2z — sen x sen 2z = COS X.

Una funcién racional no puede ser 0 en infinitos puntos a no ser
que sea 0 en todas partes.

La ecuacién supuesta implica que f(x) =0 para x = 2ks, con lo
que f, = 0. Asi pues,
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(b)

tenemos
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(sen x) [(sen x)*' + f,_y(x) (sen x)*2 + ... + fi(x)] = 0.

El término entre corchetes es continuo en 0 excepto quiz4 para
muiltiplos de 2z, y por lo tanto es 0 por todas partes. Acabamos de
demostrar que si el seno no satisface una tal ecuacién para n—1,
entonces no la satisface tampoco para n. Al no satisfacerla para 1,
no la satisface para ningin n. '

Al multiplicar por ¢; la ecuacién en g 'y por ¢, la ecuacién en
&, obtenemos

¢l”¢! + & ¢1¢2 = 0;
6379 + 814193 =0,
Al restar se obtiene la ecuacién deseada.

® b
f [$)"¢3— 4’{‘*1] = f. (&a—£1)%:14:>0,

ya que, segin lo supuesto, es g;> g, ¥ $,$3> 0.
Puesto que

(/63— $19) = &"¢s+ ¢/ ¢ — ¢/ b5 — ¢:14)"
= $y" ¢g — 6,957,

0 <f b“’l”“’a —¢"$,] = [#/(b)$s(b) — ¢:(D) ¢4 (b)] — [ ¢, (a)$s(a) — $:(a)$5(a)]

(c)

= ¢,/ (b)#s(D) — ¢,/ (a)$(a) + [#:(D)¢:(b)— ¢:(a)$5(a)].
Si ¢4(a) = $,(b) = 0, se deduce entonces de la parte (b) que
$,/(b) (D) — ¢,'(a)$s(a)> 0.
Pero est4 claro que

$5(a) 20, $3(0) =20
$./(a) 20, $,(b) < 0.

Esto implica que .
$1'(0)#y(b) — ¢,'(a)$4(a) <0,

lo cual es una contradiccién.

(d) Esto se deduce de la parte (c) al sustituir ¢, por — ¢; y/o é, por

— ¢35
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31. La ecuacién deseada equivale a’

1 ' x 3
sen(n+-i—)x+2 sen-zcos (n+1)x=sen(n+.2_-) x

=sen(n + 1) x cos -;— + cos(n 4+ 1)x sen izc-
y por lo tanto a
1 x x
sen (n +7x) =sen(n + 1) x cos 5= sen 5 cos (n+1) x,
lo cual se deduce de la férmula de la suma para

sen ([n+ 1]x——;—x) .

32. (a) Si f(x) = ax + B, entonces para todo P tenemos

o(f, P) = 2 vV (ti—t P+ ot —t R

n

2 t—t)vV1+d

=(b—a)vV 1+,
y la distancia de (a, aa + g) a (b, ab + B) es

vVda—b)F+(a—bP=(b—a)v1+d

(b) Si f no es lineal, existe entonces algin ¢ en [a, b] tal que (a, f(a)),

(t (1)) vy (b, f(b)) no estan sobre una recta De este modo, 51
={a, t, b}, entonces

00, P)= VT—af + O —@F + v (5 — 17 + (&) —FOF

>V (b—a) + [f(b) —f(a)]?, segn el problema 4-8.
(c) Es consecuencia inmediata de la parte (b).

33. (a) Para cada i existe un x; en (¢;,_,, t;) con
f(x) (t— ti-;l) = f(t{—l) — f(2).
Asi pues,

L1+ (P IS E (—t) vV 1+ [F)P<UW 1+ (), P)
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y

n

‘Z_l(ti_‘ L)V T+ [ ()] = gx vV (ti— i)+ I () (—t )T

= 2 vV (ti—t, )+ [f(ti)"_f(tt_l)]2

i=1

=2(f, P).

(b) Puesto que sup {4(f, P)} es una cota superior del conjunto de

(©)

34. (a)

todos los ¢(f, P), es también una cota superior del conjunto de to-
dos los L(¥' 1 + (f'?*, P) segtn la parte (a).

Basta demostrar que

sup {£(f, P)} < UV 1 + (f'), P")

para una particién cualquiera P”, y para demostrar esto, basta hacer
ver que

of, PYSUW T+ (PP, P7)

para una particién cualquiera P’. Si P contiene los puntos de P,
entonces

of, Y= e(f, P);

la demostracién es parecida a la que se ha visto para las sumas infe-
riores, introduciendo cada vez un nuevo punto y aplicando el pro-
blema 4-8 para ver que esto hace aumentar /. Asi pues, si P contiene
los puntos tanto de P’ como de P”, entonces

§Af, YU, Y UW 1+ (P, PYSUW 1+ (f), P7).

El problema 33 hace ver que

ﬂ(x)—f VI If(OF dt = f V »./l-—t") dt
=fr ~/1——t2

[En realidad, hace falta un razonamiento mias detallado, ya que

1 o
f 1/¥ 1—1# dt no es una integral ordinaria, sino una integral

impropia. Efectivamente, se deduce de modo inmediato del proble-
ma 33 que
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(b)

(c)

1-¢ 1
longitud de f en [x, 1—€] = f Ji—@& at.

Para obtener la expresion deseada para £(x) tenemos que hacer en-
tonces uso del hecho que

lim (longitud de f en [x, 1 — €]) = longitud de f en [x, 1].
€0 '

Esto se demuestra de la manera siguiente. En primer lugar, la figu-

ra que sigue hace ver que la «longitud de f en [x, 1]» carece de sen-
tido; de hecho, la longitud de f en [0, 1] es < 2.

le— longitud total 2

L

|

El mismo tipo de figura hace ver también que la longitud de f en
[1—e€, 1] es < 2€. Se deduce entonces el limite deseado a partir
de esta desigualdad y del hecho de ser

longitud de f en [x, 1 — €] + longitud de fen [1—e¢, 1] = longitud
de f en [x, 1].

La demostracién de este ultimo hecho es muy parecida a la del enun-
ciado correspondiente para integrales.]

Esto se deduce de la parte (a) y del teorema fundamental del
Calculo.

Segtin la definicién dada es cos = £, con lo que

’ J— -1}/, p— 1
cos'(x) = (F7Y(®) = =5y
= e E— 1 = —Ssen Xx.

¥V 1—cos? x

La demostracién para sen’(x) es la misma que la dada en el texto.



CAPITULO 16

1. (a) Sea A = 4drca OAB. Al ser

xy = 24,
X2 4+y2=1,
tenemos

2 eren

4% + yt = 5%,
P — 3+ 462 =0,
1+ v/ 1—16A°
Y=

Tenemos

11— JI=T6
= 5 ]
siempre que y* < 1/2, o y < ¥/2 /2. Asi pues,

1 V1— v 1—16 (4rea OABY
2

y
area OAC = 5= 0

(b) Sea P, la unién de m tridngulos congruentes con el tridngulo OAA’
de la figura siguiente.

185
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Cada uno de estos trlangulos tiene por Aarea Am/m por lo que el
tridngulo tiene por area A,/2m. Pero P,, es la unién de 2m trian-
gulos congruentes con OAC. Asi pues, por la parte (a),

1— v 1—16 (arca OABY
Ay, = 2m érea OAC:mV v (4rea OAB)

2
T ST T
o 1—vV1—16A4,%4m =ﬂ 2—-241—(24,./m).
2 2
2. (a)
A 2 A OAB
n _ 2m drea ( )=OB:am-
A, 2m area (OAC)
(b)
A
2 2 Aq o1 A, A2k_l
— — . = oy a ks
AZ" A; Ay Azk s A2k 2
(c)

_ n_~/2_ T
a‘—COST——Z - 21

ag = COS ( ﬂ£4 = ]/ 1 cos ﬂ/4 ‘/ V_ etcétera.




CAPITULO 17

1 {

1. (i) i . A
1+ log(l + log(l + e ) 14+ log(l+e )
. 1 He? 1t
. ——-—1;:1-:; ‘e e .
1+4e

o ([Jeta)et

(vi)
, - log(sen x) log(sen x) - -
) = ———r= ,
og e X
con lo que
cos X
X —log (sen x)
s sen x ,
f(x) = p
1
(viii) 4 log (3 4 ¢*) e + (log 3) (arc sen x)Me¥-1
vV1—x2

(x) (1 + log x). /
2. (a) & o :

187
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(b)

(c), (d)

(e)

— —— —— — — —— —ts  — — — —— — — a— o—
—
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3. (ii) ,
L e—1—x—x2—26 | e—1—x—22
lim = = lim =
230 230 3
z_l_ —
—m AT im L,
30 6x 30 6
(iv)
1 1+=x
oo log(l 4+ x)—x + 232 . 1+«x '
lim - = lim
T30 A3 230 2x
1
_Tara !
= lim ———————— =0,
z-30 2
(vi)
1 14x—2°
5 log (1 + x)—x + 2*/2—x*/3 lim 14x
ey PO = e e
—1 2
—_— ] —c
_Urot'TE Gia
= lim = lim —————— =0,
z-30 6x 230 6
\ \cosh !
\ 4
e AN freh
~\

S~ — ___XP/2
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5. (b) Puesto que, segun la parte (a), es cosh?— senh®? = 1, tenemos

senh?® 1

cosh?® ~ cosh?’

(d)

e+e* elte? e—e” ev—e?

cosh x cosh y + senh x senh y = 3 5 + "

ety e~ v ex-v ev-= e:-H/ e~V ev-= es-v
= + — —

4 + 4 + 4 + 4 + 4 4 4 4

Z+Y —(z+v)
= —e——ize—-— = cosh (x + y).
(f) Puesto que
e* + e*
h x = ——,
cosh x >
tenemos
cosh’ (x) = —_2; = senh x.

6. (b) Se sigue del problema 5(a) que
cosh?(arg senh x) =1 4 senh®(arg senh x) =1 + X3,
con lo que
cosh (arg senh x) = ¥/ 1 + A%,
ya que cosh y > 0 para todo y.

(d)
) 1
(arg coshY (9) = s
1
senh (arg cosh x)
1

v xri—1

8. (b)

eu
500 (log x)” y—>00 yn
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(d)
(— 17 (1og ;lc—) "

lim, x(log x)* = lim,
=0 () _1_
X
— 1)1 "
L Y00 y

t

9. [f es convexa, ya que
f(x) = x*(1 + log x),

x*
7(x) = x*(1 + log x)* + —~ = 0.]

1

L
\j
L
e

10. (a) Si x>0y

x"e* — nx"1e® e*(x—mn)
0=F(x) = ——F——=

M+ ’

entonces x = n, con lo que el minimo estd en #n, ya que lim, f(x) =
-0

=00 = lim f(x). Asi para x> n tenemos f(x)>f(n) = e*/n"
2300

(b) Si x>mn + 1, entonces
en+1

eﬂ)
f(x)> peve > T

segun la parte (a) aplicada al caso n + 1. Se sigue inmediatamente
que lim f(x) =o0 (utilizando simplemente el hecho de ser
>0
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f(x) > € > 0 para algin € y para todos los x suficientemente
grandes).

11. [f es convexa, ya que
f (x) = e®x" — ne=x"t,
/(x) = e*x " —ne*x" ' —ne*x~ "t + n(n + 1) e*x 2

eﬂ:
oy (X —2nx + n*+n} =0 para todo x.]

-t

12. (e) Si f(x) = e, entonces f'(0) = b, con lo que
by ___ 1
lim ——— = b.
y-30 y
Asi pues,

lim x(e**—1) = b.
2500
Por lo tanto

log b = lim x(ete¥/=_1)
00

= lim x(b**—1).

z»00

13. Tenemos lim f(x) = e segun el problema 12(c) y

500
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. g 1y . 1
lil;)l‘(l}+ f(x) = li’§%+(1+‘;) —exp(lir_g+xlog (1+-;C—))

x+1

= exp (ligra,L x log ( )): exp (lag)r(},L [x log (x + 1)—x log x])
=exp 0=1, - utilizando el problema 8(d).
Ademas,
1\° 1 1 1\=
f(x)=(1+;—) [log(1+;-)—-x+1]—(l+7) g(x).

Para analizar f, observemos que

() = 1 .—1+ 1
- 2
1+i X (x+ 1)
X
—1
=— <.
x(x + 1)

Por lo tanto, g es decreciente. Puesto que 11m g(x) = 0, debemos tener

g(x) >0 para todos los x> 0. Con esto f es crecxente [Ademas,
rea=(ro) et 2) =kl (1+3) [t
(14 ) [[10g~(1+1_)]*_21°g(1+%)+ .
o g x+1 (x+1F (x+1y
= (1) e o (1) =]

1) 1

Tenemos ahora

n(x) 1,2
x) = .
2
1+-1— x® (x+1)
x
_ x—1
Tox(x 4+ 12

Asi pues, h es decreciente en (0, 1] y creciente en [1, o Pero

SpIvAk 13
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19.

20.

1 2
lim A(x) = lim log (1 + -;) -

250 250 x+1
x+1
| (x + 1) log x )—2
_l:g x4+ 1
. (x+Dlog(x +1)—(x+ 1) log x—2
= lim
z-30 x+1
= — 0
y
lim A(x) = lim 1 1 l) 2 =0
fim #x) = lim g (14 | =<7y =
y

h(l)=1log 2—2<0,

asi que es h(x) <0 para todo x. En consecuencia f’(x) <0 para todo x,
con lo que f es céncaval.

Obsérvese que f es continua segin el teorema 13-8. Tenemos, por lo
tanto f'(x) = f(x), con lo que existe un numero ¢, tal que f(x) = ce®.
Pero f(0) = 0, con lo que es ¢ = 0.

Tenemos f”(t) = f(t), con lo que f/(¢) = ce* para algun ¢ y f(t) = a + cet
para algun a. Asi pues,

1
cet = (a + cet) 4 f (a 4 cet) dt
0

=a+ce'+a+ ce—c,

con lo que a = ¢(1—e)/2.
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21. (a) Para n = 0 la desigualdad se convierte en 1 < e* para x > 0, la cual

22

23,

es ciertamente vdlida, ya que es ¢’ =1 y la funcién exponencial es
creciente. Supéngase que la desigualdad es valida para n. Sea

x? Xt
=1 -+ i —.
f(x) +x+2!+ +(n+1)!
Entonces
2 Xt
f’(x)=1+x+5!-+ ...+n_!<e,
mientras que f(0) = e’. Se sigue que f(x) < e® para x > 0.
(b)
. e o 14 x+ 220 4+ ar(n 4+ 1))
lim — > lim "
a0 X' 1500 X
i + 1 1 x
el e TP e A §]

= 00,

Utilizando la forma del teorema de 1'Hopital demostrada en la solu-

cién al problema 11-38, tenemos
lim = = lim == lim & = .
z-300 X 200 nx™! z-300 1!

Si A(t) = P(t)— 107, entonces
A'(t) = P(t) = 10" — P(t) = — A(2).

- Existe asf (por el problema 16) un nimero k tal que

A(t) = ke,
Puesto que A(0) = P(0) — 10" = — 107, obtenemos k = — 107, con lo que
P(t)—10"=—10"e?,
de donde
10t = Nep log[10" — P(¢)]
= Nep log 107 e%;

poniendo x = 10" e, con lo que ¢t = log(10"/x), obtenemos
10
Nep log x = 10" log —
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24, (a) Tenemos lirr%)+ fx)=—c© y lirglo f(x) = 0 segin el problema 8.
fass T

(b)

(c)

(d)

(e),

o|—

Puesto que el maximo de f estd en e, tenemos

log e - log = ’
e %
de donde
e log > = log e,
con lo que

n® > er,

La ecuacién x! = y* equivale a f(x) = f(y). Los asertos de la parte
(c) equivalen a decir que los valores de f(x) para 0 <x<1 o para
x = e son alcanzados solamente una vez, mientras que los valores
f(x) para 1 <x < e son alcanzados para un x’'> e y viceversa.

La parte (c) hace ver que los unicos posibles numeros naturales
x <y con x¥ = y* suponen que sea 1<x<e, con lo que x = 2.

(f) Si se definen f, y f. como en la parte (f), entonces g = f, o fi.
La curva de la parte (e) es la grafica de g en (1, e); la recta es la
grafica de la funcién identidad. Se «cortan» en (e, e) (para mayor
precision, en lim g(x) = e).

x—ye

Ademds, g es derivable, ya que f; y f, son derivables y f,’(:'c);éo
para todo x del dominio de f,. Tenemos, en efecto,

g(x) = (fit o fiY(x) = () (%) * fi'(x)
1

T =TT
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_ [g@P  1—logx
T 1—1log glx) X :

A T~

/ x e glx

(a) La exponencial es convexa, ya que exp”(x) = exp(x) > 0 para todo x.
Andlogamente, el logaritmo es una funcién céncava, ya que
log”(x) = —1/2*<< 0 para todo x> 0.

(b) Suponemos, naturalmente, que z;> 0. El problema 8 del apéndice
al Capitulo 11, aplicado a la funcién convexa exponencial, hace ver
que

— g —
3

exp ( ;1 p; log z,) < ;}_1 exp (log z;)
3 ?

L' L "SPiGt et PaZe

(¢) Témese p, = 1/n.

De f' = f deducimos que f(x) = ce®* para algun c. De

‘ f(x + 0) = f(x) £(0)
deducimos que o bien es f(x) =0 para todo x, o de lo contrario que
f(0) =1, en cuyo caso ¢ = 1.

Supéngase que f7#0. De f(x + 0) = f(x)f(0) se sigue que f(0) = 1. En-
tonces de

1=£(0) = f(x + (—x)) = f(x) * f(—x)
se sigue que f(x)7~ 0 para todo x. Ademads f(x)> 0 para todo x, ya que
f(x) = f(x/2 + x/2) = f(x/2)%



198

28.

29.

Si ahora n es un numero natural, entonces

f(n) =f(1 + ... + 1) = f(1)";

n veces
ademads,
1 = f(0) = f(n + (—n)) = f(n) * f(—n),
con lo que
1 1
— = —= —— = (1),
=m =t =iy~ 1D

De modo anilogo,

f(l)=f(in+...+%) =f(%)",

n veces

con lo que f ( l) = :/ f(1) = f(1)¥*, Finalmente

n
(8)r(be o d) =1 (2] =

N ———T N e
m veces
Puesto que f coincide con g(x) = [f(1)]® para x racionales, se deduce del
poblema 8-6 que f =g,
Si g(x) = f(e), entonces
g(x + y) = f(e*) = f(e* - e¥) = f(e*) + f(e") = g(x) + g(¥).

Del problema 8-7 se deduce que g(x) =cx para algin c¢. Si ¢ =0, en-
tonces f = 0. Si ¢ 40, entonces

fle) = f(e!) = g(1) = ¢,

con lo que

f(e") = f(e)x

f(x) = f(e) log x para x> 0.

Las férmulas para f(x) y f“(x) (para x>~ 0) dadas en el texto sugieren
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31.
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la siguiente conjetura, que se demuestra facilmente por induccién so-
bre k:

3k

2 a; . P

fx) =e ¥ — para ciertos nimeros @, ..., dg.
=1 X

Queda claro entonces, utilizando el mismo razonamiento del texto, que
q
f#(0) = 0 para todo k.
La siguiente conjetura resulta facil de comprobar.
p

ar ¥ g 1 s b, 1 para ciertos nimeros
B (x) = e ¥/ — sen — — cOS —
f4(x) [2 x! x + 2z x! x ] a, ..., Ay, by, ..., by

=1 i=1
Queda claro entonces que f*(0) = 0 para todo %, lo mismo que en el
ejemplo anterior (obsérvese que |sen 1/x|<C1 y que |cos 1/x| <1 para
todo x £ 0).

(a) Si ¥(x) = e**, entonces
a,y™(x) + ap ") + ...+ aY(x) + agy(x)
= q,a"** + a,_;a"'e” + ... + aqae*® + qe*
= e®(a,o" + a, 10" + ... + aya + a,) = 0.
(b) Si y(x) = xe**, entonces
Y (x) = o'xe”® + faf e,
(Esta férmula puede verificarse por induccién, o deducirse del pro-
blema 10-15.) Asi pues,
a,y"(x) + @,y (%) + ... + ay'(x) + ay(x)
= xe”[a,o" + a,_a® ' + ... + aya + a;]
4+ e**[na,o®*+ ... +a,] =0
(el segundo término entre corchetes es 0 por ser « raiz doble de (*)).

(c¢) Si y(x) = x*e**, entonces por el problema 10-15,
k k!
yO(x) = [ 20 ( ﬁ ) mxk-:al—:] e,
Asi pues,
zn: O(x) = f: [i (e)aa'-' _ka_.eu_o
£=0 2y TS L\ s i ] (k—s)! h

(los términos entre corchetes son 0 por ser o raiz de orden s + 1
de (*), para cada s < k).
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(d)

32. (a)

(b)

(©

33, (a)

(b)

34. (a)

Si y, ..., y. satisfacen (**), entonces
n n n
Yafey+ ooy =3 (C; Y ay© ) =0,
£=0 i=1 £=0

A partir de

1
0= —P=t1"—1f =5 (PP —FY

se sigue que (f')*—f* es constante. La constante tiene queser 0, ya
que f(0) = £(0) =0. -

Puesto que f(x) %0 cuando x estd en (a, b), se sigue de la parte
(a), que es, o bien f(x) = f(x) para todo x de (a, b), o bien f(x) =
= —f(x) para todo x de (a, b). Asi pues, o bien f(x) = ce®, o si no
f(x) = ce~® para todo x de (a, b).

Sea a el nimero mas grande de [0, x,] para el que es f(a) = 0. En-

tonces f(x)7#0 si x estd en (a, x,). Pero entonces f(x) =ce* o

f(x) = ce~® para todo x de (a, x,), siendo ¢ £ 0. Esto esti en contra-

diccion con f(a) = 0, siendo f continua, ya que f(a) = 0> lim ce®
z-5a

o lim ce-%

Sea
_ f0) +(0)
=
b— 1(0) —£(0) .
2

Si g(x) = ae* 4+ be~*— f(x), entonces g”— g =0, con lo que f(x) =
= ae® + be™".

Obsérvese que

aer+ ber = (a— 1) S 4 @+ ) T

= (a—b) senh x + (a + b) cosh x.
(Comparando con la parte (a) vemos que
f(x) = /(0) senh x 4 f(0) cosh x,

en fiel analogia con las funciones trigonométricas.)

Tenemos f"-Y(x) = ce®, con lo que
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f(x) =a + X + ... + aﬂ_z‘x"'2 .l. ce®.
(b) Tenemos
f*9(x) = ce® + de~*

segin el problema 33, con lo que
f(x) = 8y + @ + ... + 6,_x" + ce® + de™.

35. (a) Al ser
gx) = (% + x) f(x— ) — f(% + x) (% — x)
= f(%o + %) f(%o— %) — f(x + x) f(x,—x) = 0,
la funcién g es constante. Ademas, g(0) = f(x,)* % 0. Asf pues,
f(xo + x) f(x—x) 70 para todo x,

lo cual implica que f(x) 7 0 para todo x.
(b) Sea f=fi/f(0), donde f;70 y f = fu.
(c) Al ser

_ @) fx + 9)—f(x + y) f(x)
g = 7o

_ @) f(x + 9)—f(x + y) f(x)
- f(xy

la funcién g es constante, y claramente g(0) = f(y), con lo que
f(x + )/f(x) = f(y) para todo x.

(d) f es creciente, ya que f(x) = f(x/2 + x/2) = [f(x/2)]*> 0. Adema4s,

=0,

e 1
R )
_ 1 _1
iy

36. Sea M, el méximo de |g |+ ...+ ]|g.] en [0 n] y elijase f tal que
f(x) =2 nM, en [0, n].
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37.

Si existieran numeros naturales a y b con log,, 2 = a/b, entonces
2 = 104,

con lo que 2’ = 10° Esto estd en contradiccién con el hecho, mencio-
nado en el problema 1-16, de que la descomposicién de un entero en
producto de factores primos es tnica (pues el producto 2° no contiene
al factor primo 5, mientras que 10° si lo contiene).



CAPITULO 18

2. (ii) —e‘fn/Z. (Péngase u = —x2)
(iv) —1/(e*+ 1). (Pdéngase u = €°.)
(vi) (arcsen x%)/2. (Pdéngase u = x%)
(viii) — (1 —x?)*%/3. (Pdéngase u =1—x2)
(x) [log(log x)1%/2. (Péngase u = log(log x).)

3. (ii)
’ 2
f x3e’2dx=f x“(xe’a) dx=£2e_’°__f xe® dx
x%e e
T2 72
(iv) |

fﬁsenxdx:x"(—cosx)+2fxcosxdx

=—x% cos x + 2 [x senx—f senxdx]
=-—x%cos x+ 2x sen x 4+ 2 cos x.
(vi)

1
+— dx
log x =x

f log(log x) ;1— dx = (log x) * log(log x)-f log x -
= (log x) - log(log x)—log x.

(viii)
1
f 1 cos(log x) dx = x cos(log x) + f x sen (log x) - ~ dx

203
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= x cos(log x) + f 1 - sen(log x) dx
1
= x cos(log x) + [x sen (log x)— f x cos(log x) - < dx]

asi que

x cos(log x) + x sen(log x)
3 .

f cos(log x) dx =

(x)

21 2 3 .
f x(log x)? dx:i(—Og—f)——fx—Qlog x-—l— dx
2 2 x

2(log x)*°
= ——2———f x log x dx
_ xX(log x) _(x2 log x_f -x_"_i dx)
2 2 2 x
x¥(log x)? x* log x x
- 2 2 6

4. (ii) Pongamos x = tan u, dx = sec® u du. La integral se convierte en
sec® u du
—_—_— = f sec u du = log(sec u + tan u)
V14 tan®u
=log(x + v 1 + x%).

(iv) Sea x = sec u, dx = sec u tan u du. La integral se convierte en

sec u tan u du
f ._____~=f1du=u=arcsecx.
sec u &/ sect u—1

(Esto puede expresarse también, utilizando funciones mas cono-
cidas, en la forma arctan(y x*—1).)

‘vi) Sea x = tan u, dx = sec® u du. La integral se convierte en
sec® u du sec u du
f pe——— f —_—= csc u du
tan u v/ 14+ tan® u tan u du

. 1
= —log(csc u + cot u) = —log(; +

V142
=
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x
=log<——____)-
14+ vV 1+

(viii) Pongamos x = sen u, dx = cos u du. La integral se convierte en

f v 1—sen® u cos u du:f cos? u du:f 1+czos Zudu

_u  sen 2u
2 4
U  sen u cos u

=yt —
arcsen x xy/1—x

= . + >

(x) Pongamos x = sec u, dx = sec u tan u du. La integral se convierte

€en

f vV sec u—1 sec u tan u du = f sec u tan® u du
= f (sec u)(sec® u—1) du = f sec® u du—f sec u du

= —lz—[tan u sec u + log(sec u + tan u)] por el problema 3(vii)
—log(sec u 4+ tan u)

1 ——— 1 —
= —-2-x ~/x2—1—7 log(x + & 22 —1).

5. (ii) Pongamos u = e*, x ="16g "u, dx = 1/u du. La integral se convierte

en
f__d”‘__zf(i__ 1 )du;
u(l + u) u 1+4+u

= log u—1log(l + u)
= x—log(1l + e*).

(iv) Pongamos u = v 1 + €%, x = log(u®* — 1), dx = 2u/(u® — 1) du. La inte-
gral se convierte en

2u du _f 1 + 1 du
fu(u’—l) - (u+1 u—1
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= log(u + 1) + log(u—1)
=log(l+ v 1+ e +log(¥/ 1+ e—1).

(vi) Pongamos u = |/ Vx+1, x= (i —1), dx = 4u(wt—1) du.La in-
tegral se convierte en
f 4u(u?—1) du

u

1l

13 uw—4u
4
—3-(~/x+ 102 —4(V % + 172,

(viii) Pongamos u = vV x, x = 4 dx =2u du. La integral se convierte en

j 2ue® du = 2ue* —2 f et du

— vz Ve
=24 xe —2e
(x) Pongamos u = 1/x, x = 1/u, dx = — 1/u® du. La integral se convier-
te en
J‘l/l/u—l 2~——1—du Jl—u =_.f du.
1/u+1 u? J1+u v1—u?

Pongamos ahora u = sen t, du = cos t dt. La integral se convierte en

J 1—_——gcostdt f (1—sen t) dt

Ccos

I

=t4cost
—arcsenu + ¥ 1 —u?

«/x*—l

= arc sen — +
X X

6. En esta respuesta,] expresa la integral de origen

(ii)

N SN (N S F . S
[ o= et oo ey e
(iv)

1 1 1 )
= dx =1 1 —_1)—
! f(x+3+x—1+(x_1)2) x = log(x + 3) + log(x ) —




g

(vi)

X 2
I=f(x’+1 +(x"+l)’)dx

log(x® + 1) [ x 1 1
= 2 += | —
2( f

dx |
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8 @F+V2x+1) 4 J @+V2x+1)

V2 2x—V2) dx +_1_ dx
8 (R—V2x +1) f(x’—ffx+1)

- _*’8_ log(#® + v Zx + 1)—% log(#t — ¥ 2% + 1)
dx

d
+—f T += —
2 W2 +1p+1 2 (—vV2x+12+1

= 18— log(x® + v/ 2x + 1)_L82— log(x® — v/ 2x + 1)

+ '%{3 arc tan(v/ 2x + 1) —# arc tan(— v 2x + 1).

(x)

f 2x + 1 f dx
(x2+x+1)3 -2 (x’+x+l)3

—3 _3f
ey 3)3
(B

2 x24+1) x4+ 1
+log(x’+1)+ ad + arc tan x.
. 2 2+ 1
(viii)
I dx _ dx
=I Bt +1—22 ) (B+1p—22
V2 1 V2 1
dx =J( A L_T"Jr‘z‘)dx
(+ V2x+ 1) (22— v 2% + 1) (P + V2x+1) (22— v2x+ 1)
_ V2 (2x + ¥V 2) dx + 1 dx
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(+ 3

2
tomemos U = , dx = /3/% du
~/3/4
—3 R u
=232V 3/4 _
x4+ x + 17 V3 f (w2 + 1)
—3

— 1
=4(x?+x+1)2_32‘/3/4[4(2 ot f(u2+l)2]

—3 &V 3/4 u 1 u 1 ]
= — —24 V34 = ——— du
4+ x+ 1) (ut + 1y V3 [2 (2+1) fu2+l

=3 gx+4 3 12x + 6 T+ 12
T4+ x+ 12 (B4 x+ 1) 4 24 x+1 3 2+x+1"°
7. (i) (arctan x)¥/2.

(ii)
x —1 x dx
f(—l—:_x—z)aarctanxdx=marctanx— 0+ xz)‘
—arctan x 1
B A T
(iii)
1 2x
Jlog‘/l’Ldex:xlog “m——fx.»/1+ﬁ.~/l+x2 o

dx

— l 1 2_f
=xlogv/ 14X T

2
=x1 14+ 22— d
x log vV 1+ 2. f(2+1+ )x

=xlogv 1+ x*—2x + 2 arctan x.
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(iv)
2x

N x? —_— x?
%2 —_— x
== —_ — dx
~ log VT2 J%x 1+ﬁ)

A2 — 23 log (1 + x%)

(v) Pongamos

ye+y=g—1,
y+1=x(1—y)

x=l/1+y’
1—y

1—y 1
dx=V d.
I1+y (1—y) 4

La integral se convierte en

1 1=
fy 1+v'~’://1 y(11)=d
] +y (1—y
1
V +(1-—y)
¥ 1 v1i—y
= d
f(l——yf‘ ’

l/2+2y2 vity
(1—yp '

f y 1 ~/1—ydv
) —y) V232" Vi+y |
1

d
=— s (después de multiplicar numerador
V2 v1—y ¥ 1+ vy denominador de la expresién pre-
cedente por v 1—y).

Pongamos ahora u = 3%, du = 2y dy. La integral se convierte en

1 du 1 du
2~/’2‘f~/1—u vitu 2¢7f¢1—u2

SpivAk 14
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(vi) Pongamos u = vV x, x = u? dx = 2u du. La integral se convierte en
uﬂ

qu arc sen U du = u? arc sen u—f:du.
vi—u?

Pongamos ahora u = sent, du = cos t dt. La integral se convierte
en

2 1— 2t
vV 1—sen®t 2

t sen 2t
=727 s

t sen t cos t
=27 2

Con todo esto, la integral de origen es

arcsen u uy 1—u?

2 —_— —
u? arcsen u 3 3
— arcsen vVx VxV1l—x
= x arcsen y x — — .
2 2
(vii) Al ser
f ——1— dx = tan x —sec x (problema 1(viii))
14 sen x
tenemos

fx-—;—— dx = x(tan x — sec x)—j (tan x —sec x) dx
14 sen x

= x(tan x— sec x) + log(cos x) + log(sec x + tan x).
(viii)

Jxcosxe"’”dx—-jsecxtanxe'e”dx
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= (xe*® * — J.e“” dx) — (sec xesn® — f Sec X cos x e**? dx)

= xe®" T —sec x e*n”7,

(ix) Pongamos

u = 4 tan x, u? = tan x
x = arctan u?
2u
dx = du.
14+ u
La integral se convierte en (compéarese con el problema 6(viii))
V2 V2

quzdu_J‘ 2t 2"\
1+ ut (u2+v_2u+1 u2—v_2u+1)

——

2 —_ 2 —
log(u? + v 2u + 1) + JT log(u?— v 2u + 1)

2 — 2 —_
+ —{-2— arc tan(v 2u + 1)——-~/T arc tan(— v 2u + 1)

——

2 [ —— 2 _—
log(tan x + ¥/ 2tan x + 1) + —~/4—- log(tan x— #/ 2 tan x + 1)

2 — /2 -
+-~/T arctan(v 2 tan x + 1)—12—arc tan(— v/ 2 tan x + 1).

(x)

dx _ dx _ dx
f X410 j F+DHx—x2+1) (2 + 1) [(x* + 222 + 1) — 34%]

_f dx ._f dx
) EHDIEH =321 ) @+ D)+ VIt )@ — x4 1)

. — —
T L N

( 3 6 3 6 3

X241 X4+ V/3x+1 xz-—«/3x+1)

arctan x + V3 2x +_—._~/_3~ dx + L -—————-df
3 12 X4+ V3x+1 12 X+ 3x+1
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V3 i___“/}__dx+—1- —d;_—
-—3- — =y —
- arc;anx + ~1/2 log(x® + ~/3x+1)——~{-2—3- log(x* — v/ 3x + 1)

1 — .
+ 3 arc tan(2x + v/'3) + —;— arc tan(2x — v 3).

8. (iv) Pongamos x = cosh u, dx = senh u du. La integral del problema
4 (iv) se convierte en

j senh u du _ f 1 du
cosh u senh u cosh u

2 2e"
f et + e “ f 14 e “

= 2 arc tan e*

= 2 arctan(x + v x¥*—1),

ya que u = argcosh x =log(x + v x*—1), segiin se obtuvo en el
problema 17-7.
Comparando con el problema 4(iv) no podemos concluir que

2 arctan(x + & 22— 1) = arc tan(y 22— 1),

sino solamente que estas dos expresiones difieren en una constante.
De hecho, podemos concluir solamente que existen dos constantes

¢y ¢, con
2 arctan(x + &/ x*— 1) = arctan(v x* — 1) + ¢ para x > 1,

2 arctan(x + ¥ x*— 1) = arc tan(v/ x* — 1) 4 ¢, para x <L — 1.
Poniendo x =1y x = —1 es facil ver que ¢, = #/2 y ¢, = —a/2.

(vi) Pongamos x = senh #, dx = cosh u du. La integral se convierte en
f cosh u du J du
senh u cosh u senh u
2 U
= f — L _du= f e du
et — et ezu — 1

— et et
= d
f( e“+1+e"—1) “
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= —log(e* + 1) + log(e* — 1)
(S22 4 VEFrI+x—1
_og(e“+1>_°g(~/x2+1+x+1)'

(ix) Pongamos x = senh u, dx = cosh # du. La integral se convierte en

e 1 e
2 — —_—t e —ld
fcoshudu f(4+2f4)u
e u e"*“_(x+~/1+x’)’+log(x+~/1+x“) 1
T8 2 8 8 2 8(x + v 1 + 2P

(x) Pongamos x = cosh u, dx = senh u du. La integral se convierte en

—9u ©
f senh’udu:f( —el—i-+—e——)du

4 2 4
e u o e™ (x+V&@—1) loglx + VxP—1) 1
8 2 8 8 2 B(x + ¥ B —1)
9. (i)
1 2 dt—f 2dt 2dt  —2 =2
f1+ 2t 1+~ Ji142t4+22" (1+t)2_1+t_1+tanic_'
1+ . 2

Comparando con la férmula
f———-l——-— dx = —l—ﬂ dx =J-(seczx—secxtanx) dx =tan x —sec x,
1+ sen x 1—sen?x
podemos concluir que

—2
= tan x—sec x—1.

x
1+ tan —
+an2

(Esto puede comprobarse muy facilmente expresdndolo todo en fun-
cidn de ¢: v
—2 2t 1+¢£
= e 1)
1+t 1-—2 1—2

(ii) Pongamos t = tan x, dx = 1/(1 + #*) dt. Entonces puede expresarse
sen® x en funcién de ¢t en la forma
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sen? x=1—cos? x =1— 12
sec? x
_ 1
T tan x + 1
1 I
T Tl T 1y

De este modo la integral se convierte en

f ltz .l-::tsdt
1+

142
1 arctan v/ 2 ¢
= —dt = ——
22 41 V2
_arctan(v/2 tan x)
V2 '

(iii)

f 1 . 2 dt = _2 dt
2at b—bt* 1+¢ _f 2at + b — bt

14 £ 142

Si b> 0, esto puede ponerse como sigue:

f —2 dt _f —2 dt
bt2—2at —b (V—Et——a_)z_(a2+bz)
vb b
Vb Vb
va+ b va+ b
- (Jbt— a_+«/a21b‘~') o (vbt— a___»/_a'fib2
v b Vb Y vb

I

va + b Vb Vb

Si b <0, la integral puede expresarse en la forma

. 2 2 _ & + bo
_l____[log (Vbt— a_+~/a +b)—log(~/bt— :_b__x/a +
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V—-bt+—_g::_
b

2 dt _f 2 dt
f —bP+2at+b ( — 2+ @+ b
=)

1 3 __:—T [ )
Ve [‘°g(““b'+f——ab”%)—m(«—m———“ +““‘+")]‘

Se puede también poner

f dx _ dx
asen x+ b cos x A sen(x 4+ B)

1
=— log(csc(x + B) + cot(x + B)),

donde
A=va+4 b
senB:——-z-,———
~/a2_,!_‘_b‘3
cos B=—__i.__——"
Ja2+b2

(iv)

4 2 1 1
[arm rree=t]l e e K

1 t 3 | 1
=8| | ———dt —_
[4 <1+r2)2+4f(1+t2)2 ]”f(lw)’dt
—2 1t 1 1
‘(1+12)2f2['2' 1+z=+3j ,1+t*dt]
—2t t
+ + arctan t

Tdter 148
_ —2 tan x/2 tan x/2 x

sect x/2  sec x/2 ' 2

= —2 sen x/2 cos® x/2 —sen x/2 cos xf2 4+ x/2
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= —2 sen x/2 cos x/2(1 — sen® x/2) —sen x/2 cos x/2 + x[2

1— X sen x x
=—senx[l—( cos )]-— + =

2 v 2 2

14 cos x 1 X

:—senx[T—7] + 2

—sen 2x x
=———4———+—2-.
(v)
f 1 f 2 dt
10t 1+t2 3410t + 3
34— T+ e

34 —1/4
=f( ¥ +1 7143 )dt

log(3t + 1)—% log(t + 3)

NN

x 1 X
log (3 tan?+l )_T log(tan7+3).

10. (a) La férmula dada demuestra que

sec x dx — 1 cos x f cos x -
j _ZI Ttsenz "7 T—senz ©
1
=3 log(1 + sen x)—7 log(1 —sen x)
=logv/ 1+ sen x—logy 1 —sen x
= log 14 sen x
1—sen x

(1 + sen x)?

= log
1—sen® x
1+ sen x
— log (——)
cos X

= log(sec x + tan x).
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(b) Con la sustitucién t = tan x/2, la integral f sec x dx se convierte en

1+ 2
1—Ff 1+8

1 1
_f( [ l—t)dt

= log(1 + t) —log(1 — )

=1 141 )
- Og(l—-t )
Luego
1
= ————— 4 tan 2(x/2
sec x + tan x = — 2(x/2)+ an 2(x/2)
_ 1 2 tan x/2
" cos® x/2—sen® x/2 ' 1—tan® x/2
_ 1 2 tan x/2 °
T 2 cos* x/2—1 ' 1—tan? x/2
_ 1 2 tan x/2
2 1—tan® x/2

1+tan”x/2_
_ 1 4+ tan® x/2 4 2 tan x/2

1 —tan? x/2
142048 (A4t 141
T 1= 1—f 11—t

12. (b) SiF= f f(x)dx, entonces
f (%) dx = f 1-§(x) dx = xf-Y(x) — f X(fY(x) dx
X
] N
#— | )

La sustitucién u = f-'(x), x = f(u), dx = f(u) du cambia la integral
en
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% *f(u) du = F(u) = F(f(x)),

con lo que
[ 1) dx = a0 — Figoran
14.

f log(log x) dx = f 1+ log(log x) dx

1 -l_dx
log x x

= x log(log x) — f X

dx.

= x log(log x) — f Tog

15.
3 3
f xle~® dx = f x(xe—*) dx

2
S— -z .
= ; X+ % f e‘”2 dx.

16. (Utilicese la sustitucién u = e®) La funcién g(x) = 1/(x* 4+ x 4+ 1) tiene
una primitiva elemental G, ya que es una funcién racional. Entonces
Goexp es una primitiva de f.

18. (a)
f x*e® dx = x"e*—n f x*le® dx.
(b)

f (log x)" dx = x (log x)* —n f x (log x)** % dx
= x(log x)*—n j (log x)*-! dx.

19. Por el problema 4(x),
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cosh 1 [ — 1 N ——
f vir—1dt= 5 cosh x & cosh? x—l—? log(cosh x + # cosh? x—1)

1

cosh x senh x

1
= — 3 log(cosh x + senh x)

cosh x senh x
2

|
N.l ®

20. Por el teorema 2, con g(x) =a+ b—x,

b b
f Ha+b—2) dx=— f " Heo - gx) dx

__ng f(x) dx=——f: £(x) dx=f: f(x) dx.

gla)

21. Por el teorema 2, con g(x) = x/7,

j:/r’ xzdx._r’f Vl—--— dx

—p f VI— 7T g(x) dx

=rsj vV 1—x%dx
-1

ar?
7

22. La férmula es valida para n =1 segin el problema 14-5. Supongamos
que es valida para n. Pongamos F(u) = f f(t) dt. Entonces F es una pri-
. 0
mitiva de f con F(0) = 0. Asi pues,

¢ f(u) (x—u)* F(u) (x —u)yrt |v== ¢ —F(u)(x—u)
e du=—" 7 — U ax
0 (n+ 1) (n+ 1) u=0 R n!

=o+f: Uo ( (f:lF(t) dt) dul) ) du,
-7 (o) ) )

lo cual puede también ponerse en la forma
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23,

24,

T () ) )

’ — b b .
lim | f(t) sen it df = lim [M +f Mf_‘m]
A>00 a A3 00 2 . . 2
=0,
ya que
—Jt At|? 1
‘ ﬂ)% S (@] + [ @D,
fb f'(t) cos it dt <if lf’(t)! dt.
e A A e
Para cada N tenemos

N

N N
f u'(x) v(x) dx = u(x) v(x) -—f u(x)v'(x) dx.

a

a

La ecuacién deseada se deduce tomando limites (y hace ver que si
existen dos cualesquiera de las tres integrales que intervienen, la ter-
cera también existe).

25. (a) La integral

[e0]
f e~'t*-1 dt
1

[ee]
ciertamente existe, ya que existe f t=% dt (problema 14-15), y para
1

los ¢ suficientemente grandes, tenemos e~!t*-! < t~2 (por el teorema
17-6). Por otra parte, si >0, entonces e~'#*-! < t*-}; puesto que la

1
integral f t*-! dt existe para x>0 (problema 14-17), se sigue que
. 0

1
f e~'t*7! dt existe para x>0 (es una integral impropia si x <1).
0

(b)

T(x + 1)=f et® dt

0



(c)

. (a)

(b)
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t=00 oo
=—e i | + f xe~tt-t dt

=0 0

At AN
=04+x f el dt = xT'(x).

- (Si x< 1, entonces utilizamos también una segunda versién de la
integracién por partes para tratar la integral de 0 a 1.)

(]

[ea]
) = f et dt =—e? =1.
[} 0
Demuestra esto que T'(1) =(1—1)!.8i I'(n) = (n—1)!, entonces
T(n+ 1) =nT'(n) =n+(n—1)! = n!, con lo que la férmula es valida
para todo n, por induccidén.
/2 1 =/2 n-—1 /2
j sen® x dx = —— sen™! x cos x + f sen®? x dx
) n 0 n 0
n—1 (2
= f sen*? x dx
n 0

. /2 2n /2
f sen®t! x dx = . f sen®™! x dx
0

° 2n+1
2n 2u—2 /2 on_s
[ — . n— d
n+1 In—1 f,, sem X ax

_ _ 21 2n—2 2 (™
T T 2m4+ 1l n—1 7 3,
_2n In—2 2

T2n+1 2n—1 """ 37
(La demostracién se completa con un razonamiento de induccién.,
De manera andloga,

/3 — /2
sen® x dx=2n 11 sen x dx
0 2" 2 0

2n-—1. 1 14

T

2 2

sen! x dx
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(©)

/2
0< f sen®+! x dx < f
0

/2
sen® x dx < f sen™! x dx
0

/2
0

con lo que

/2 x/2
f sen® x dx f sen®! x dx

0

1< /2 < /2
f sen®™! x dx f sen™! x dx

0

/2
f sen®! x dx

2n /2
— 2n-1 d
271+1 \ sen X ax
1
=14 —.
+ 2n

(d) Cuando » se hace grande,

vV .
—— se aproxima a
2

2:2:4:4- ... 2n'2n _ 2:4. ... 2n
1:3:3:5-...-2n—1)2n + 1) V2n+1:1:3:5- ... -2n—1)
2n
2n+1 1 2:...2n

VZ Vu 13..-2n—1)
El resultado se obtiene teniendo en cuenta que # (2n)/(2n + 1)

tiende hacia 1 al crecer n. [El procedimiento de Wallis fue com-
pletamente distinto. Trabajo con la integral

1
f (1—2) dx
0
(que aparece en el problema 27), con la esperanza de llegar, par-

tiendo de los valores obtenidos para ndmeros naturales #, a una
férmula que diera

1
2= f (1— 22 dx.
4 0
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Wallis obtuvo primero la férmula

. 2 4 2n
fo A—) dr= 2ot s
(2-4+...2np 2 ()

T23.4-..2mn+ ) 2n+1 (@l

(en cuanto al procedimiento que siguié para obtenerla no tengo
seguridad). Llegé después razonando a la conclusién de que tenfa

que ser
1 2
1 1 sy g 2n (‘2"') 1' 2

.. 1 ., .
Si interpretamos —2—! como expresién equivalente a I'(1/2), concuer-

da esto con el problema 29, pero Wallis no conocia la funcién
gamma (que fue inventada por Euler, inspirado principalmente por
el trabajo de Wallis). Puesto que (2n)! /(n! ) es el coeficiente bino-

minal ( 2:) Wallis esperaba obtener -;—! hallando (p : q) para
p =g = 1/2. Ahora bien,
(p+q) _p+p+g—1)y.."(p+1)
p ] q! '

y esto tiene sentido aunque p no sea un numero natural. Wallis
decidié por lo tanto que

1
7T (%+q)(—§—)

Con esta interpretacién de ( P :; q) para p = 1/2,se sigue cumplien-

do que
(p+q+1)__ pr+qg+1 (p+4)
2 T og+1 2
/1
2+
Designando 1 por W(gq) esta ecuacién puede expresarse

2
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poniendo
L g+t
W(g + 1) L ELE B
1t =— MO =55 YD
lo cual nos lleva a la tabla
q 1 2 3
3 3 5 3 5 7
o 3 77 277°%

Pero, puesto que W(1/2) tendria que ser igual a 4/x, Wallis constru-
ye también la tabla

3 5

2 2
4 4 4.6
= 3 35
A continuacién Wallis observa que si a,, a,, a,, a, son 4 valores suce-

sivos W(q), W(q + 1), W(q + 2), W(q + 3), de cualquiera de estas
dos tablas, entonces

q

W(q)

4
T

a a; 4a

—_> > — a que
al ag a3 (y q

2q+3>2q+5 294+ 17
2q + 2 29 + 4 2g+6 )’

lo cual implica que

—_— _—

a; as a,
>

a a, a,

Wallis argumenta después que esto tiene que seguir cumpliéndose
cuando a,, 4,, a,, a, son cuatro valores sucesivos de una tabla com-
binada en la que se dan a g valeres tanto enteros como mitades
de enteros. Asi pues, tomando los cuatro valores sucesivos como

1 3
W(n), W (n + —), Wn+1), W (n + —2—), obtiene

2
4_4.6 2n 4 4 4 4.6. 2n + 2
@ 3 5 2n + 3 z 3 5 2n+1
4.4_6 2n + 2 3.5.7 _211.+1
x 3 5 2n +1 2 4 6 2n
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3.5 2m+3
- 2 34 2n+2
3 5. 1 o+l
246 T T

lo cual proporciona sencillamente
ntd 4 2:4:4:6-6-...-(2n)(2n) (2n + 2). ~1/2r+3
Mm+3 & 3:3:5-5-..-(2n+1)(2n+ 1) 2n+2’

de donde deriva de modo inmediato el producto de Wallis.]

27. (a) Pongamos x = cos u, dx = —sen u du. Entonces
~/2

1 . 0
f (1—x) dx = j (sen™ u) (—sen u) du = f sen™ y du
-0

—x/2 0

2 4 2n

3 TR por €l problema 26.

Pongamos ahora x = cot u, dx = —csc® u du. Entonces

oo ’1 d [ —_1
— = 2n
fo T 7 x fﬂﬂ (sen u)(sen“ u) du

/2
= f - sen®*™ y duy
]

=f2-—;.%-z— -%;:%- por el problema 26.
(b) Sif(y)=1—yy gly)= e entonces f(0) = g(0) y

fO)=—1<—e? para y >0,

con lo que f(y) < g(y) para y >0, es decir, 1 —y<e?.para y >0.
Asi pues, en particular, 1 —x?<{ e ® (para todo x).

La segunda desigualdad es consecuencia de la desigualdad 1 +
+ y<{ e, la cual puede ser demostrada de manera andloga (y ya
ha aparecido en el problema 17-21).

()

Y dewpar< [ edtarg [t dr [ e dr
n - —~NnT X r—— ,
foﬂ x)d"\foe "\foe \f., T+ 2y

con lo que

SpiIvAk 15
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2 2n ' 1 o b na? x 1 2n—3
—_—r i —— - - Le—r— i —
3 <f e ™ dx << e dx\2 3 T

Utilizando la sustitucién y = vn x, dx =1/ vn dy, obtenemos

1 1 Y
f e ds = Y e’ dy,

0 J_YT 0
& 2 1 o0 2
e ™ dx = —_— e v d :
fn Vn 0 Y

de donde se derivan las desigualdades deseadas.

(d) Del problema 26(d) se deduce que si se toma » suficientemente gran-
de, los numeros

"V?z-l-:;- _2n—3_:r n JT 11.3. .2n—3]
2 2 477 2m—2 2 n—l[ 2 4 7 2n—2
y
— 2 4 2n n [1 2 2n
Vn_n_..'.. f— ——".'.—-——
3 5 2n +1 2n+1 L vVn 3 Zn—l]
pueden aproximarse tanto como se quiera a
n.l‘ 1 _v'—:;
2 va 2
y
1 —
1, = _¥=
2 2
28. (a)
b 1 b 1]
J‘senx'—dx=—cos.vc-—l —f —cosx'—ldx
e x x|, s x?

cos a cos b > cos x d
= —_ —_— x.
a b . X

En particular,

® sen x cos 1 ®  cos x
dx = — — dx;
1 x 1 1 x
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la integral ultima existe, ya que existe la integral

o0 fo'e) 1
j dx<f — dx
1 X

1
(compdrese el teorema 22-4).

Cos x

x2

Por otra parte, la integral
! sen x
f dx
[1] x

' 1
existe y es igual a f f(x) dx, donde f es la funcién continua con
0

1, x=0

(b) Segtin el problema 15-31,

] 1/2) ¢t =
f ien_(n.i._/_)_dt=f (142cost+...4+2cos nt)dt =a.
0 sen £/2 0

(¢) La ayuda proporciona la respuesta completa, ya que la funcién

0, t=0
=1 2 1
? T sngz 70

es integrable en [0, «].
(d) Partiendo de (b) v (c) tenemos

= 2 sen(i + 1/2)¢ ) = sen(d + 1/2)¢
lim dt=1lim | — — _—_ _dt=na
oo J t A 0 sen t/2

_Utilizando la sustitucién u = (1 + 1/2) ¢, tenemos

= 2 sen(d + 1/2)¢t ) & + /2 A +1/2) du
: dt = lim . .
lim f ¢ Hoo_f 2sen u ” Tr 12

0
=2f S0 E du.
0

00 J 0

u

29. (a) Pongamos u = t*, du = xt*~! dt. Entonces
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o e du
I'(x) = f e tt*"1 dt = f e’ —
0 . 0 X
1 z
=—-f e du,
X 0

o -~ -
I‘(%):Zfo e'“zdu

=va por el problema 27.

(b)



CAPITULO 19

1. (ii) Pso(x) =1+ x4+ x%/2.

. ) _ (x — ”)2 (___ 1)n+l(x — ”)271
(IV) Pzn’ﬂ(x) =—1 + T— e (Zn)!
. x—2) (x—2¢ (— mi(x—2)
(vi) P,x(x)=1log 2+ 2 ~ % + ...+ ol
1y _ 1) —1)
(viil) Pyy(x) - 34 9x—1) 4 26(x — 1) + 66(x — 1) + 120(x 1)'

2! 3! 4!
(x) Poox) =1—x+ 22—+ ... + (— 1)

2. (i) 160 + 50(x —3) —10(x — 3)* +(x — 3)~
(iv) 9a +3b 4+ ¢+ (6a + b) (x—3) + a(x—3).

3. (ii)
9 (_ 1)422{-[-1 22n+2
2 W (ya que m < 102 para 2n 4+ 2 > 20, on > 9).
i=0, . .
(iv)

1 3
> T (yaqueW<10" paran+1>=8,0n>17).
i=0 & H

4, (i) Para obtener

1 10 10
_ <10~ - 2 2)! > 10
@n+ 20 ° ' @n+3d)
basta ciertamente tomar 2n + 2 = 10°°; podemos también tomar

2n + 2 = 109, ya que (10")! es claramente > 109", Asi pues, una po-
sible suma es

229
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-
o

(— 1y
s Qi+ 1)

04|

4

il

(ii)

> - (ya que por seguro es (1001)! > 3 - 10'*0),
i!

i=0

(iii) Tenemos que hallar un n con

102n+2
—_ <10
Q2u + 2)!
Ahora bien,
10we+¥ _ 10 10 10 10 < 10w . 1
(100 + k)! ~ 100! 101 102 7 100 + £ 100!  10*’
con lo que
10100+k
—_— < 10-%
(100 + k)!
cuando
101 1 10
. ~-20 —— < 10%,
1001 qor ~ 10 ° 1001 = !

Esto ocurre ciertamente para k = 120, por lo que podemos tomar
2n + 2 =220 o n = 109, lo que da la suma

m? (— 1)10%+

o Qi+ D
(iv)
B0 30005 10°- 107 1
AT (ya ¢ GEs = ooy '10“5<10_3°)‘
(v)

10‘10 ( 1 2i+1 <-1—)2n+3

2 ; V10 10
2, U M gy

1 <10-00" para 2n 4+ 3 = 10®
i=0 t
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5. (a)
1 1
1 1 277 x
arc tan 5 + arctan 3= arc tan 1= arctan 1= T
=%
Puesto que
1.1
arc tan —1~ + arctan —1— = arc tan > > = arc tan —5-,
5 5 1 — i 12
25
tenemos
5 5
1 2t ) 120
4 arctan-5—= arc tan 75 = 19"
ST7Y
con lo que
120 1
1 1 119 239 x
4 arctan?—arctan33-9—=arctan 20 I = arc tan 1=—£
1+ 19 . 239

(b) Para calcular = con un error < 10-%, tenemos que calcular =/4 con
un error menor que 10-°/4, con lo que basta calcular arctan 1/5
y arctan 1/239 con un error << 10-%/20 = 10-7/2. Ahora bien,

arctanx:x——é—+ (____—an):-xz;'“ + R, ]R[é————lzzlii .
Asi pues, para x = 1/5 y x = 1/239 necesitamos que sea
1 < 1
(2n + 3)5+ "2-107°
1 1

< )
(2n 4 3)239%+3 2. 107

respectivamente. Podemos tomar n =4 y n =0, respectivamente.
De este modo = es

11 1 1 1 1
16 ("5"'3‘- st s st on 59)_4 (239 )




232

con un error < 10-%, Para obtener los 5 primeros decimales de =
tenemos que convertir en decimal a cada uno de los términos en-
tre paréntesis. Si calculamos cada uno de ellos con 7 cifras deci-
males exactas introduciremos un error adicional de a lo sumo 10",
Puesto que en realidad tenemos

1 1
< ,
(24 4 3)52+8 " 3.1(07
1 - 1
3.239 3-10"°

este error adicional no constituird ningin problema. Los calculos
son como sigue:

1/5 = 0,20000000

1/5+ 5° = 0,00006400 1/3 + 58 = 0,00266666
1/9 - 5° = 0,00000005 1/7 - 5" = 0,00000182
0,20006405 0,00266848
— 0,00266848 ¢ J
0,19739557
X 16
11843730
1973955 1/239 = 0,0041841
_— X 4
3,1583280 0,0167364
—0,0167364 ¢ |

_—

3,1415916

El error en este resultado es < 10~%; en consecuencia podemos estar
seguros de que 14159 son los 5 primeros decimales de = (debido a la
circunstancia feliz de que el digito siguiente de nuestra solucién es
distinto de 9). Los diez primeros decimales de = son

3,1415926535.

6. Esta claro que
%) =ala—1) ... (a—k + 1) (1 + x)*F%,
con lo que

n * (0 n ala—1) ... (e—k 1
P,,,.,(x)=2f ()x,‘=Z ( ) ( + )x

k=0 k! k=0 k!

%
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=éo(2) x¥,

La forma de Cauchy del resto es

(a—1)+...* (a—n)
n!

y la forma de Lagrange es

aa—1): ...+ (a—n) a1 "
(n+1) (1 4 23 (x — 0y,

Ry (%) = =

(1 + "N x—1)(x—0),

- Ry (%) =

4
7. (ii) C,- = }20 ajb;_i.

(iv) ¢=0; ¢, =a;,/i para i>0.

8. (a) Al ser
i =0
tenemos
0 = lim ﬂ = lim —Iﬁ’f)—
e30 (AR T oy xint?
Ahora bien,

sen(x?) = P(x®) + R(x?);

puesto que Q(x) = P(x?) es un polinomio de grado 4n + 2, se sigue
del corolario al teorema 3 que Q es el polinomio de Taylor de grado

4n + 2 para f en 0.

(b)

0, k%40 +2

f(0) = % (—1)°(42 + 2)!
_—, k=40 + 2.

@e+ DY !

(c)

0, k#ng

) —_ @)
 (0) _j g (oe)'(ne){ R



254

z t 0 t
f f—(x—t)" dtl = f —e—-lx—t["dt
o H! z n!

O |x—1t| .
gf ——dt yaque <1  parax<0

%

BECESNN

10. Para —1 < x<t<<0 tenemos

0<l+x14+1K 1,
1 < 1

0< .
STx: S1+#

Asi pues,

11. (a)

(b)

(c)

f:c d (] itln dt< lxln+1

o L+t l\f I+x T(1+x0Mm+1)
Por hipétesis,

—Mx—a)y<gx)ysMx—ar para x = a.

Del teorema del valor medio se sigue que

— M(x —a)** M(x —a)*t!
— - 7 < — < 7
—— < glx) —gla) < P

es decir, que |g(x)—g(a)| < M(x—a)*'/(n + 1). El caso x<La se
trata de manera andloga.

Para todo € >0 existe un >0 tal que |g'(x)/(x—a)*|< € para
| x—a| < é. Esto significa que | g'(x)| < €|x—al" para | x—a[<6
La parte (a) implica que |g(x)—gla)|<e|x—a |“+1/(n + 1) para
| x—a|<o. Al cumplirse esto para todo 4> 0, se sigue que

lim glx)—gla)
zse  (Xx—a)

Al ser

f”)( a)

(x —a),

g(x) = f(x)— Z

$=:0

tenemos
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n ()
g0 =@ — 3 (’ ()) (x— ay-?
n—-1 (341)
=r@—3 ! ](“)< —ay
w1 ()9 (a)

=f’(x)—2 i (x—a)

= f(%) — Pyy,q, ().

(d) El teorema 1 se cumple para n = 1, segtn la definicién de f’. Supon-
gamos ahora que el teorema 1 se cumple para n—1, y para todas
las funciones f para las que existen f(a), ..., f*2(a). Si g es una fun-
cién para la que g'(a), ..., g™(a) existen, entonces f =g’ es una
funcién para la que existen f'(a), ..., f*¥(a). En consecuencia,

lim 8 (x)— Py (%) —o

e (x—a)?
Al ser (g— P, ., = & — Py_1,4,, S€ sigue de la parte (b) que

. 8x)—P,,,(x)
lim =0.
x50 (x—a)

12. Supédngase que | f**+" | estd acotada, por algin M, en un cierto intervalo
alrededor de a. Entonces para un x de este intervalo tenemos

(n41) (¢
| Rm(x) l = '—'Ij—‘n'(—)llx—a]"ﬂ,
con lo que
| Rua (%) ]
Te—ap SMIFek
y por lo tanto
R.(x)

25  (x—a)"

Una demostracién andaloga es aplicable para la forma integral del resto y
para la forma de Cauchy, suponiendo | f"+" | acotada.

13. El problema 13-27 implica que
z (n+1)
R, o(%) = f fn#(x— t) dt

_f._(”.ﬂ)(_t).(x_t)”(x_a)
n!
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para algun ¢ de (a, x). Andlogamente, el problema 13-28, con f**/n! para
fy &) = (x—1)", proporciona la forma de Lagrange. (Sin embargo, en
ambos casos empezamos con la suposicién adicional de ser f*+) inte-
grable.)

14. (a) Esto es consecuencia de
f”(a)
2

, f(a)
fla—h) = fla)—f(a)h + —— P+ Ru(—h),

h* + R (h),

fla + h) = f(a) + f(a)h +

ya que
. Iz&a(h) . IQZa(—_4z)
lim = lim — =

h->0 h h—30 h?

(b)
fim, [O W+ IO—m)—200) _ m—r—0
oo 7 T w

y analogamente para I’Em_.
-0

15. Si f” > 0, entonces

fx) = f(@) + f(a) (x—a) + f 1) (x— t) dt

> f(a) + f'(a) (x —a) para x % a,
lo cual dice que la grafica de f en x queda por encima de la tangente
por a. ,

16. La demostracion es casi exactamente la misma que la dada en el texto
para f” + f = 0.

17. (a)
n-1 , n-2 .
font = (fFmy = Zo a;fith = (ZU a,f““)) + a,_,f™
i= 1=
n—'l : n-1 .
= 2 aj‘lf“) + a,_1 Z aif(i)
i j=0

n-1

= ) (a;_ + a,_,a;)f.
j=0



(b)

(c)

(d)

(e)

Poniendo a_; = a_, = 0, tenemos

n-1

f(”+2) — Z (aj—l + an_laj) f(.H-l)
i=0
n-2 n-1

= Y (@5 + a,a;) fH + (a5 + a,_%) Y aft?
i=0 : j=0
n-1 )
= X (a5 + @185, + ay_24; + an_a) fO.
j=0
A partir de la ecuacién

) -1
FintD = "2 b

i=0

obtenemos
n-2
o4 = 3 pAfuY o,
Jj=0

n-1 n-1

=3 b + by T af?
j=0 i=0

— ”il b2,
i=0 !

donde
b =b;,_,' + b,_1'a,
] b,-2| <| b,-_11| + ] b,,_ll] ] aj]\<\2N2 + 2N3<4N3.
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La férmula general se demuestra de manera andloga por induc-

cién sobre k.
Pongamos M = M,; + ... + M,_;, donde
M, =sup {|f()]: 0 <<t <Cx}

Esta claro que f*(0) = 0 para todo k. Entonces, por el teorema de

Taylor,

(x —t)y™* dt

x ('ﬂ+k+1)t
|f(x>|=f e

o (m4 k)
M - 2WANKH2 | g|rrrn
(n+ k+ 1)
M- I 2Nx |n+k+1
(n+k+1)°

~

<

Puesto que |2Nx|****'/(n + k + 1)! puede hacerse tan pequefio
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{f)

18. (a)

(b)

como se quiera sin mas que tomar k (y por lo tanto n + k + 1)
suficientemente grande, se sigue que f(x) = 0.

La diferencia f = f, —f, satisface la misma ecuacién diferencial y
f9(0) =0 para 0 < j<<n—1. Asi pues, f =0.

[En el caso n = 2, las ecuaciones

f0)=c+c
f(0) = acy + acy

pueden resolverse siempre que sea a; 7 oy
a,f(0) — £(0) _ af(0)—£(0)
— ’ 2 — *

ag— a o — ay

=

El caso n = 3 tiene respuestas mas largas de explicar, pero es igual
de directo. El caso general, para los que conocen los determinan-
tes, depende del hecho de que el «determinante de Vandermonde»

1 1 . 1

a ag cee ay
det : :

aln—l a‘zn—l e aﬂn-l

es distinto de cero si los «; son todos distintos. De hecho su valor

es [[ (az—a)).]

i>1

Esta claro que f = 0 de orden 2 en 0. La derivada segunda f’(0) no
existe, puesto que

0, x=0
4x® sen 1/x* —x cos 1/x%, x#Z0,
. 4h* sen 1/h®*—h cos 1/h®
y lim
R0 h

f(x) =

no existe.

Tengo que presentar aqui mis excusas. Al escribir por primera
vez este poblema tenia la idea de una demostracién, que con un
examen mas detenido resulté ser incorrecta. En consecuencia, la
ayuda dada por la parte (b) es del todo desorientadora. Conduce
a la ecuacién

flat h)—f(a) ma) mla+h) Rfh) Ria)
h =Tz YTt e
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por desgracia, nada se sabe acerca de lim R, ,(a)/h? La demostra-
h->0

cién correcta resulta ser mucho mds complicada.

Empezamos considerando el caso particular en que m(a) =0
para todo a. Escribiendo la ecuacién (*) parax=a+hyx=a—h,
obtenemos entonces

. fla+ h) + fla—h)—2f(a) . Ry(h) + R,(—h)
lim = lim =0.
B30 h? h->0 h?

(Compaérese con el problema 14). El limite de la derecha recibe el
nombre de derivada segunda de Schwartz, y el resultado que sigue,
que resuelve el caso m = 0, es conocido con el nombre de teorema
de Schwartz.

Si f es continua y

. f(x + h)+ f(x — h) —2f(x)
lim =0
A0 h

para todo x, entonces f es lineal.
Demostracion. Dados dos puntos a < b, definase

f(b) —f(a)
b—a

Entonces ¢ satisface la misma condicién que f y ¢(a) = ¢(b). Ha-
remos ver que ¢(x) = ¢(a) para todo x de [a, b], demostrando asi
que f es lineal en [a, b]. Al ser a y b arbitrarios, quedard demos-
trado con esto que f es lineal.

Supéngase que $(x)> ¢#(a) para algin x de [a, b]. Entonces
para € > 0 suficientemente pequeifio,

g(x) = ¢(x) — e(x —a) (b — x) > ¢(a).

Puesto que la funcién continua g satisface g(a) = ¢(a) = $(b) = g(b),
se sigue que g tiene un méximo y en el intervalo abierto (a, b).
Entonces

#(x) = f(x)— (x—a).

gy + h) + gly — h) —2g(h) <o ’

e o

Pero
gy +h) +gly—h)—2g(y)  ¢(y +h) + ¢(y—h) —24(y)
= + 2e.
h2 h2
(El término 2€ es la derivada segunda de Schwartz de la funcién

a(x) = — e(x—a)(b—x) y coincide con la derivada ordinaria de
esta misma funcién.) Esto constituye una contradiccién, ya que el
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(c)

segundo miembro tiende hacia 2 € cuando # tiende hacia 0. De ma-
nera analoga se ve que para ningun x de [q, b] puede ser ¢(x) < ¢(a).

El caso general puede ahora deducirse como sigue. Al ser m
continua, existe una funcién g con g’ = m. Entonces la funcién
f — g satisface (*) con m = 0. De este modo f—g es lineal y en
consecuencia f” = g” = m.

Si existe una funcién continua m tal que

f(a) m(a)
7 F—ait

donde lim R, (x)/(x—a)’ =0, entonces f”(a) = m(a). La demostra-
Toa

f(x) = f(a) + f(a) (x —a) +

(x—a).4+ Ry(x),

cién seguira estrechamente la misma linea que la de la parte (b).
Lo mismo que en la parte (b), podemos reducir el caso general al
caso particular en que m = 0.

Empezamos observando que si f es una funcién que tiene deriva-
da tercera, entonces
im fix + h) —f(x—h)—2hf'(x)  f"(x)

lim X 3

la demostracién es parecida a la del problema 14, utilizando el poli-
nomio de Taylor de grado 3 en vez del de grado 2. Por supuesto, la
misma demostracién hace ver que toda funcién que satisface

f’l(a)
2

f(x) = f(a) + f(a) (x—a) + (x—a) + Ry(x),

con lim R (x)/(x —a)® = 0, satisface también
ToHa

f(x + h) — f(x — h) — 2hf'(x)
lim =0

h>0 h3

Demostraremos ahora que toda funcién con esta propiedad es una
funcién polinémica de grado 2. Basta hacer ver que si f(a) = f(b),
entonces f es constante en [a, b], ya que, lo mismo que en la parte
(b), siempre podemos restar una funcién polinémica adecuada de
grado 2. Para demostrar que f es constante, basta demostrar que
f(x) = 0 para todo x de [a, b]. Supongamos que esto no se cum-
pliera, y, para fijar ideas, supongamos que f(x,)> 0 para- algin x,
de (a, b). Sea g una funcién polinémica de grado 3 con g'(a) =
=q'(b)=0 pero ¢'(x)>0 para todo x de (a, b) (por ejemplo,
q(x) = —x*|3 + (a + b) x*/2 — abx, con lo que g'(x) = (x —a)( b —x).)
Sea g(x) = f(x) — eg(x). Entonces g'(x,) = f'(x,) — €q’(x,) es > 0 para
€ > 0 suficientemente pequeiio. En consecuencia, g’ tendra un maxi-
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mo en algin punto y de (a, b).

Si es 2> 0, entonces por el teorema del valor medio,

gy + h)—g(y) < hg'(y),
gy)—gly—h) < hg'(y),
con lo que ;
gly + h)—g(y — h)—2hg'(y)
h3

La misma desigualdad pﬁede deducirse también para % <0. Pero

<0.

gy + M —egy—m)—2hg(y) _ {9+ M —fy—m—20(y) gy e

SPIvVAK 16

w he 3
f(y + h)—f(y — h)—2hf(y)  2e
= = +—

Esto constituye una contradiccién, ya que el segundo miembro tien-

- de hacia 2€/3 cuando % tiende hacia 0.



CAPITULO 20

1. (a) Si a>0 es una solucién de la ecuacién
(1) ax" + a, x4+ ..+ a =0,
entonces ¥ « es una solucién de la ecuacién

ax™ + a,_ x4 ... 4+ a, = 0.

(b) Si « satisface (1), entonces a + r satisface
a(x—r)r+a, (x—r)t+ ... +a=0;

esta ecuacién, con coeficientes racionales, tiene las mismas solucio-
nes que la ecuacién con coeficientes enteros obtenida multiplicando
todos los términos por el denominador comun de los distintos coefi-
ficientes.

Andlogamente, ar satisface

x\» a x \ ! + +, _o
(%) +aa(F)T 4 vaso
2. Puesto que

W2+ V3P=(5+2+/62=49+2046,

est4 claro que ¥ 2 + 4/ 3 satisface x* — 1022 + 1 = 0.

Puesto que

V20 4+ V)P =24+2V3)= 8+ 443,
[V21 4+ V3)l'= B +4y3P=112+64 3,

esta claro que v 2 (1 + v/3) satisface x*— 162 + 16 = 0.

242
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3. (a) Si f(p/q) =0, entonces
i
@x" + @y Xt LG = (x—-%) (bpyx™t + ... + by)
para ciertos b, ..., b, que serdn ndmeros racionales. Al ser
a—p/q#0, tenemos ‘
by o™+ ...+ b, =0,

en contradiccién con lo supuesto de ser minimo el grado -del po-
linomio original.

(b) Estd claro que puede expresarse f(p/q) como un nimero racional
de la forma r/g". Al ser f(p/q)#0, tenemos |r|>1, con lo que

[ f(pla) | = 1/g".
(c) Si |e—p/q|<1, entonces
f(p/q) —f(a)

fpl9) = 274 —a

= f(x). para [x—a|<1
<M,
con lo que

|a—p/a|>| f(pla)| IM > 1[(Mg".

4. Si « satisficiera a una ecuacién polinémica de grado n, habria entonces
algiin nimero ¢ con |«— p/q|>c/q"* para todos los nuimeros raciona-
les p/q. Ahora bien

L S
10! 102 T 10M
puede expresarse en la forma
p
, 104
para cierto entero p, y
2
I<a— —I—,——- <

10#! 10401 *
Debemos tener pues, para todo k%,

c 2
(10%) < 100401
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10+ - 2
(10%y» c’
(o]
(10711 2
o e
o
2

(10kl)k+1-n <_,
c
lo cual es evidentemente falso para un » suficientemente grande.

5. (a) Si los elementos de A y de B pueden disponerse en las sucesiones
respectivas a,, a,, as, a,, ... y b,, by, by, b,, ..., entonces los elementos
de AU B pueden disponerse en la sucesién

a, by, a, by, a;, by, ...

(s6lo que deben suprimirse las repeticiones, en el caso en que A y
B tengan elementos comunes).

(b) Dispénganse los niimeros racionales en forma de lista siguiendo
las flechas (suprimiendo repeticiones).

(c) Sigase el orden indicado por las flechas de la figura.

) )

(O: 0) (0’ 1) (0: ‘1) (0: 2) (0’ "2)

"

(1’ 0) (1: 1) (1: '1) (1: 2) (1: '2)

(-1, 0) (-1, 1) (-1, -1) (-1, 2) (-1, -2)

(2: 0) (2) 1) (2’ '1) (2: 2) (2: '2)

(d) Supdngase que los elementos de A; se hallan dispuestos segin una
lista af, a), af, .... Entonces los elementos de A, UA,UA4;U ... pue-
den disponerse segin la matriz
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a' a' a' a}

a12 ) azﬂ asﬁ a‘a

a® a' a} a‘
Apliquese ahora el mismo artificio que en las partes (b) y (c), supri-
miendo repeticiones.

(e) Apliquese la parte (d) siendo A, el conjunto de todas las (m, n, i).
(4 es numerable, segun la parte (c).)

() Si el conjunto de las n-tuplas es numerable se ve entonces que
es numerable el conjunto de todas las (n + 1) — tuplas, sin mas
que aplicar la parte (d), tomando como A4; el conjunto de- todas las

(n + 1) — tuplas (a,, a,, ..., a,, i).

(g) (Se sobreentiende que se trata de funciones polinémicas de coefi-
cientes enteros.) Puesto que toda funcién polinémica de grado n
puede ser descrita mediante una (n + 1) —tupla de enteros (a,, ...,

a,), estas funciones polinémicas pueden disponerse segiin una lista
Duv P Ds ... .Para cada p, sean a3, ..., o;, sus raices (si hay menos
de n raices, complétese la lista con ceros). Entonces

03,19 oovy Olny G921y ooy U2y U315 ooy ag’n, eee

es una lista de todas las raices deseadas. Suprimanse ahora las repe-
ticiones.

(h) Apliquese la parte (d) tomando como A; el conjunto de todas las
funciones polinémicas de grado i, con coeficientes enteros.

6. Si este nimero estuviera en la lista, se trataria del nimero o, para algin
n. Pero no puede ser a,, ya que de q, difiere en la cifra decimal n-ésima.
(Esta artificiosa construccién, y toda la que sigue un modelo anilogo, es
conocida con el nombre de «método diagonal de Cantor».)

7. (a) Supéngase quees 0<ag;<...<a,<1,yque 11m+ f(x) —hm fEx)> e,
Témese
I<a/<g<a’'<ay<a,<a/'<..<a’ <a,<a)”<l.
Entonces |
fla/”") —f(ai) > e,

con lo que

(1) — f(0) > 2 fa) — fal) > ne,
y por lo tanto n <[f(1) —f(0)]/e.
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(b)

8. (a)

(b)

(c)

(d)

Sea A, el conjunto de todos los a de [0, 1] con lim, f(x)—
Ta
—lim_ f(x) > 1/n. Entonces A, es finito, con lo que segun el proble-
z5a
ma 5(d), A;UA;UA; U ... es numerable.

El conjunto de estos intervalos es numerable, ya que cada intervalo
viene determinado mediante un par de nimeros racionales y el con-
junto de los nimeros racionales es numerable. Puesto que cada va-
lor f(x) puede ser descrito en términos de estos intervalos (como
méximo en este intervalo), los valores f(x) constituyen un conjunto
numerable.

Si f es continua, no puede tomar dos valores distintos, ya que si asf
ocurriera, tomaria entonces todos los valores intermedios, los cuales
constituyen un conjunto no numerable.

Se trata sélo de una ligera variante de la parte (a), lo mismo en
cuanto al enunciado que en cuanto a la demostracién.

Esto se deduce de la parte (c) de la misma forma que la parte (b)
se deduce de la (a).



1. (i)

(iv)

(vi)

(viii)

(x)

CAPITULO 21

1 3 . 1 3
—4+ = lim —+—
. n+3 n nt ot B 0
lim = lim = =—=0
n300 ns + 4 n->00
1+ — lim 14 —
n3 n-500 n3

Si n es par, entonces

n! nn—1)- .. (n/2) < (n/2) <(%)m ;

nr nE - 2 DY)

analogamente, si n es impar, entonces

n an—1-..-[(n—1)/21 [(n—1)/21! 1 -2

nn n(n+l)/2 . n(n—l)/? n("‘l’/z 2

lim (log n)/n=0 (ya que lim (log x)/x =0, segin el problema
n—>00 2500

17-8(b)). Asi pues, lim V= lim elenn =g (segun el teore-
n-500 n300

ma 1) =1.

Supongase az= b Entonces ~/ a<va +b<va + a, es decir,

a<< ~/a"+ b"<~/2a y lim ~/2 = 1, segin la parte (v). [Fue ne-
n>00
cesario suponer a4, b >2 0 para esta demostrac10n en efecto, sia=1

y b = —1, entonces lim ~/ a* + b" no existe.]
. 300

Segun el problema 2-6,
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n p+1
> ke 1 + An? + Bnr! + ..
k=1 .
um e T A o
. 1 A B 1
= lim — 4+ —+ ... = .
ns0 p4+1  n  n? r+1

2. (a) La sucesién {a,} debe ser eventualmente constante, es decir, existe
un N tal que todos los a, son iguales cuando es n> N,

(b) Todas las subsucesiones convergentes son de la forma

a, ...,a, 1,1,1, 1,1, ...

a, ..., a,—1—1,—1,—1, ..,

donde a, ..., a, es una subsucesién finita, cada uno de cuyos térmi-
nos puede ser, o bien 1 o — 1.

) Todas las subsucesiones convergentes son de la forma
a, ..., a, m, m, m m, ...,
donde gq,, ..., a, y m son numeros naturales.

(d) Todos los « de [0, 1].

3. (a) Sea {a,} una sucesién de Cauchy, y supéngase que 1i1£ a,, = {. Cual-
. i
quiera que sea € >0, témese J de modo que |/ —a, |<€/2 para

j>J. Témese después N de manera que |a,—a,|<€/2 para
n,m > N. Sea N, = max (N, n;). Si n> N,, entonces |a,,—a,,”1] <€/2

y ]a,,]+1 — ¢ | < €/2. En consecuencia, |a,— ¢ | <€/2.

(b) Supéngase que lim a, = ¢, y sea {a, } una subsucesién de {a,}. Si
n-500

€ > 0, existe entonces un N tal que |/ —a, | < € para n> N. Al ser
m<n,<n<.. existe un J tal que n;> N para j>J. Asi pues,

lé—a,,j] < € para j>J. Por lo tanto, lim a, = 4.
inoo

2
6. (ii)f e dx =e2—1.
[

(iv) 0 (ya que

1 1 1 1
e i <n—<D,
n2+ + 17 + + 2ny xhn nz\n)
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(vi) f Yl i

7. (a)

(b)

(c)

(d)

(e)

8. (a)
(b)

9. (a)

14 %

Si a=1+ h, entonces a" = (1 + hy>1+4nh Al ser h>0, esta
claro que lim nh = oo, ’
n-500

lim a" =0, ya que lim 1/4" = oc, segin la parte (a).

7500 n->00

Si v a=1+h, entonces a = (1+h)>1+mnh con lo que h<<
< (a — 1)/n. Asi pues, 1 < va<l1 + (a—1)/n y por lo tanto
lim v a=1

n-500

lim ¥ a = 1/(lim « 1/a) = 1, segln la parte (c).

n->00 n->00 .

Sivn=1 + h, entonces

‘ —1
n=np>T D,
de donde
2
h< )
n—1

con lo que

- 7
1< n<1+‘/m,

y por lo tanto lim n=1.
n>00

Supéngase que lim a, = ¢. Témese N tal que |a,—¢|<1 para
n-5250

n> N. Entonces |a,|<max(|¢|+ 1, |a, ..., | ay]|) para todo n.

Témese N tal que |a,—0!<a, para n> N. El maximo de a, a,, ...,

ay es entonces el maximo de a, para todos los #n.

Esta relacion equivale a

1 f"“l 1
< —_—dx < —,
n+1 n X n
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lo cual se cumple, puesto que

1 1 1
< —<— .
Tl % <% para x en (n, n + 1)
(b) Al ser
w— Any1 = 1 1)—1 —
a Ani1 og(n + 1) og n m——)
>0 segun la parte (a),

la sucesién {a,}es decreciente.

Para demostrar que a, >> 0, simense las desigualdades
. .1
log (j + 1)—log1<7

para j =1, ..., n—1, con lo que se obtiene

1
logn<1l+4+..4+ .
n—1

10. (a) Al ser f creciente,
1
fr< [ 0 dx<sii+ i

sumense estas desigualdades parai=1, ..., n—1.

(b) Por la parte (a) tenemos

log 1+ ... +log(n—1)<f log x dx<<log 2 + ... + log n,
1

log(n—1)! <nlogn—n+ 1<log n!,

n

n—N < — < nl.
Asi pues, er”
n" (n+ 1)t nott
1! < < .
en—l en en-l
11. (a)
(lim a,(x))
R = x " = lim x®®)

n.300

= lim a,,, (x) = b(x).
ny>0
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(b) El valor maximo de y’/” = ele 0)/v ge alcanza cuando es méaximo
(log ¥)/y, que es e, segin el problema 17-24.
(c) Esta claro que a)(x) = x < e. Si a,(x) < e, entonces,
A a(x) = x40 L (e)y e
(@ b(V2)=2, ya que (¥ 2)* = 2 (véase la parte (a)).
b(eV) = e.

(e) 'La parte (a) hace ver que si x = y'¥, entonces b(x) = 9. La condicién
x = y'¥ equivale a log x = (log y)/y. Utilizando la funcién f definida
en el problema 17-24 (f), esto puede expresarse en la forma

b(x) = fi™(log x).
Asi pues, b es derivable en (0, /), y

) = 1 11
B = T Geg 1) x . #b(x))
[b(x)]?

~ X(1—log b(x)) :

(f) Derivando x**® = p(x) se obtiene

) [ b(x) + b'(x) log x ] = b'(x),

b
b(x) [% + b(x) log x] = b(x),

[b(x)]
(1 —b(x) log x)’
Al ser x*® = b(x), tenemos b(x) log x = log b(x), con lo que

[b(x)]?
x(1—log b(x))

b'(x) =

b'(x) =

12. Si € >0, témese N de modo que |a,— ¢ | < € para n > N. Entonces

lay + ayu + ... + ayu—ME | < €M,
con lo que

M¢ €M

[ay +ay + ... + ay ]l — N+ M < N+M<e

1
N+ M

Elijase M de manera que
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13.

14.

15.

My¢

Vi <e 1 [a,+ ... +ay] | <€
Tt <e v | Tt ted|<e
Entonces
1
bm[al-l-...‘{'a[“_u]—e ’ < 3e.

Si € >0, témese N de modb que | a,,,/a,— ¢ | < € para n > N. Entonces

an+1
—e< <{+ € para n = N,
n
con lo que
Anym  Gaym—1 Qi1
—em< . <+ e),
an+m—l an+m—2 a’l
de donde
m
Anym
l/ —7 | < €,
Qs
Ahora bien,
n+m
n4m Anym ntm __
V= l/ S Va
a
m m/nt+m
a n+m ___
- (V n+m) | ~/a”'
an
n+m ___ n+m
Al ser lim #a, =1, se sigue que ¥ a,,» puede hacerse diferir de 1

m—00
en menos de 2e tomando m suficientemente grande.

(a) Supdngase que lim a, = ¢>1. Al ser # — 1> 0, existirfa un # con

n-5>00
| ¢ —a,|<¢—1y por lo tanto a,> 1, lo cual es una contradiccién.
De manera analoga se ve que tampoco podemos tener ¢ <<0.

(b) a,=1/n.

Al valor

ff(f ... f(x) ..))

S —— s —
k veces



16.

17.
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designémoslo por f¥(x). Entonces, por el teorema 1,

(a)

(b)

- (e)

(a)

(b)

(©)

f€0) = f(lim fXx)) = lim f(f*(x))
k00 k500

= lim o+ (x) = ¢.
k->00

Supéngase que f(x)> x. Por ser f creciente, f(f(x)) > f(x). En conse-
cuencia, f(f(f(x))) > f(f(x)), etc. La sucesién x, f(x), f(f(x)), ... es,
pues, creciente y estd acotada por 1, por lo que tiene limite. La de-
mostracién cuando x < f(x) es andloga.

Existe un m con g(m) = m (segin el problema 7-11). Segiin la parte

"(a), la sucesién f¥(m) tiene un limite ¢, el cual es un punto fijo de f

(utilizando la notacién introducida en la solucién al problema 15).
Ademas,

f{(m) = f<(g(m)) = g(f<(m)),
ya que fog = gof. Por lo tanto, por el teorema 1,

¢ = lim f4m) = lim g(f*(m)) = g(lim f%(m)) = g(¥).
. k>0 k500 . k00

Cuando escribi la parte (c), no se conocia todavia la solucién de
este problema. Pocas semanas mas tarde aparecieron en Notices de
la American Mathematical Society, Vol. 14, Num. 2, dos comunica-
ciones independientes diciendo que la respuesta que resuelve el pro-
blema es «no». Lo cual parece indicar que no era éste el lugar ade-
cuado para un tal problema,

c"+cmt Lt et=c(l+cH+ ...+ ™)
cm( 1— cn-m+1)

1—c
o™ — cn+l
T 1—c
Al ser [c| <1, tenemos lim ¢™ = lim ¢** =0.
m-500 -0
‘ Ixn'—'xml = ] (xn_xn+1) + (xn+1_‘xn+2) + ...+ (xm—l—xm)l

| Z—Xnp | + [Xapy—Faca | + oo + | Xpoy— Xa |
<c*+ ...+,

“con lo que lim |x,—x,|=0, segin la parte (b).

m,n_)Oo
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18. (a)

(b)

(©

19. (a)

(b)

(c)

(d)

(e)

Si ¢ = 0, entonces f es constante, y por lo tanto continua. Si ¢ # 0
y €>0, entonces |f(x)—f(a)|<e€ para |[x—a|<€/c

Si f(¢) = ¢ y f(m) = m, entonces
[8—m|=|f(e)—fm)|<c|&—m]|

con lo que ¢ =m, ya que c<1,

Si
%o = f(x) = f(f(f ... fx) .. ),
entonces
| 20— Zasa | = [f(Fa) — f(2) | <€ £ama — 20 | <] Ky — £

<..<cMp— x|

En consecuencia, el problema 17(c) implica que {x,} es una suce-
siéon de Cauchy y por lo tanto convergente. Segin el problema 15,
converge hacia un punto fijo.

Esta claro que {y,} es decreciente y que estd acotada (por una cota
inferior de {x,}).

i) o
(i) 0.
(iii) 1.
(iv) 1.
lim x, = lim z,, donde z, = inf {x,, Xn,1, Xu,2 ... }. Puesto que z, <y,

ny00 7300

para cada n, estd claro que lim x, <<lim x,.
n-00 n->00

Supéngase primero que lim x,=/¢. Si €>0 existe un N con
n300

|x,—¢| <€ para n>N. Asi pues, xy<l + €, 2y, <l +e€, ..,

con lo que yy< ¢ + €. Andlogamente zy > ¢ — €. Puesto que esto

se cumple para todo € >0, tenemos lim x, = ¢ = lim x,.

”:5 n00
Reciprocamente, supdéngase que lim x, = liré'lo x, = ¢. Entonces,
1300 hard

para todo € >0 existe un N con { — € <zy<yy<?Z + €. Esto im-
plica que ¢ — € <x,< ¢ + € para todo n > N.

Pongamos ¢ = lim x, = lim y,. Si a < /¢, entonces a <y, para todos
ny00 n-00



20. (a)

(b)

21. (a)

(b)

(c)

255

los n. En consecuencia, a < x,, para infinitos x,, con lo que a no es
una casi cota superior de A. Por otra parte, si a> ¢, entonces a>y,
para todos los n excepto un numero finito- de ellos. En consecuen-
cia, a> x, para todos excepto un nimero finito de los n, con lo que
a es una casi cota superior. Asi pues, ¢ es el infimo de todas las casi
cotas superiores de A.

Pongamos s, = a, + ... + a;. Entonces

ab; + ... + ab, = b5, + by(s;— ) + ... + bu(Sa—5a1)
= Sl(bl_ bz) + Sz(bz'—‘ b3) + + sn—l(bn—l_ bu) + snbw

Al ser b;—b;_; >0, y m< s;<\M para cada i, obtenemos

m(b, — b,) + m(by,—b;) + ... + m(b,_,—b,) + mb,
<Lab, + ... + ab,
< M(b,—b,) + M(b,—b,) + ... + M(b,_,—b,) + Mb,,

mb, < ab, + ... + a,b, <Mb,.

Apliquese la parte (a) a la serie a,, @1, Gryss +» Y Dio By byyos -t

(i) o.
(i) 0y 1/n para cada nimero natural n.
(iii) —1y L

(iv) No hay puntos limite.
(v) Todos los ntimeros reales.

Si hay infinitos puntos a de A que satisfacen |x—a| <€, entonces
por seguro que hay un a con a 7 x. A la inversa, si solamente hubiera
un namero finito de estos puntos q,, ..., a, y €; >0 es el minimo de
todos los | x—a;] que son distintos de cero, entonces no existirian
en A puntos a satisfaciendo |x—a|<e,.

Cualquiera que sea € >0, el niimero lim A— € no es una casi cota
superior de A, por lo que hay infinitos nimeros y en A con
y>ii—rﬁ A — €. Ademads, no puede haber infinitos de estos niimeros
y con y>1im A + €, pues en este caso ninguno de los niimeros
comprendidos entre lim A y lim A + € puede ser casi cota superior
de A, con lo que Tim A + € seria una cota inferior mas grande del
conjunto de las casi cotas superiores. Esto indica que existen en A
infinitos nimeros y comprendidos entre lim A— € y lim A + €. En
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(d)

(e)

consecuencia, lim A es un punto limite de A. Si hubiese otro puniwu
«>lim A, entonces ningtin niimero menor que « podria ser casi cota
superior, con lo que‘a seria cota inferior del conjunto de las casi
cotas superiores, lo cual es una contradiccién. La demostracién para
lim A es analoga.

Toémense puntos distintos x;, x,, X3, ... en A. La sucesién {x,} es aco-

tada, ya que A esta contenido en [a, b]. Asi pues, existe una subsu-

cesién convergente {x,}. Sea ¢ = ljn;xC x,,. Para todo e>0 existe
i>

un J tal que IQ—x,,‘, | < e para todos los j>J. Al ser los x,, todos

distintos, esto indica que hay en A infinitos a con ] {—a [ <€,

Témese una sucesion de intervalos I, I,, I,, ... con I, =[a, b], ¥y
cada I;,, una mitad de I;, de tal modo que cada I; contenga infini-
tos puntos de A. Si x es el punto de todos los I;, entonces x es un
punto limite de A.

22. Elijase x, con f(x,)>> n. Existe una subsucesién Xn; que converge hacia
un punto x que estd en [a, b]. Asi pues, para todo € > 0 existen infinitos
X, con [x—x,,), | < €, y en consecuencia f es no-acotada en [x—e€,x+ €],
en contradiccion con el hecho de ser f continua en x.

23. (a)

Sea # (n) el niimero de los j para los que j/n estd en [a, b]. Para
determinar # (n), sea j/n la mas pequeila de estas fracciones que
esta en [a, b] y k/n la mas grande. Entonces (j —1)/n<a<lj/ny
kin<b<(k+1)/n

-t 3 Kk ktl
n n n n
L

0

-~

—4
L

t
a b

-
— -

Asi pues,

Al ser #(n) = k—j + 1, tenemos también
k—j<#m)<k—j+2,

con lo que
| # (n)—n(b—a) | <2
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Sumando estas desigualdades para 1, ..., n, obteneines
[#D+ ...+ #n)—[1+..+nl(b—a)|<2n

En consecuencia,

1
A+t
14+ ...4+n 14..4n
Puesto que lim 2n/(1 4 ... + n) = 0, esto demuestra que
n-500
#F()+ ...+ #(n)

se aproxima a (b — a).

1+..4n

Por supuesto, # (1) + ... + #(n) = N(1 + ... + n; a, b). Para un na-
mero arbitrario m, sea n el nimero mas grande para el que 1 4 ...
+ n<<m. Entonces :

m—(14+..4+n)<n
Esta claro que
IN(m a b)y—[#1)+ .. +#(n)]l<m-—(1+ +n)<n

En consecuencia

(1)

(b)

SpIvak 17

N(m; a,b) [#(1)+ ...+ #(n)] <£< n .0, cuando 7 - .
m m m 14 .. n
Ademas,
AW+ +#@) _ FD+..+ 40 1+..+n
m - 1+..4+n m !
ya que

=1,

14+..4+n 1’+...+n<1+...+n
1+..+(n+1) > m  “1+..+n

se sigue que [# (1) + ... + # (n)]/m puede aproximarse tanto como
se quiera a [# (1) + ... + # (n)]/(1 + ... + n) sin més que tomar m
(y por lo tanto n) suficientemente grande. Puesto que la expresién
ultima puede aproximarse tanto como se quiera a b—a tomando
m suficientemente grande, de (1) se deduce que lim N(m; a, b)/m =
=b—a. m->00

Considérese el caso particular en que s(x) = ¢ si x esta en [a bly
s(x) = 0 para los demas x de [0, 1], Entonces

. 1
fim @)+ + (@) 1imc-—N@Ln—ai—’-’l=c(b—a)=f s.

n

7500 7500 0
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Esto se cumple, en particular, cuando a = b. Una demostracién ana-
loga es aplicable cuando s(x) = ¢ cuando x esta en (a, b). Toda fun-
cién en escalera s puede expresarse en la forma s = s + ... + Sn,
donde cada s; es de uno de estos tipos particulares. Entonces

1 >t ” sda) + ... + sday) . Sla) + ... + s(a,)
f s= 2 = lim .

s;= Y lim

n-y00 n->00
0 izt J o =1 n -

n
(c) Sea € >0. Segun el problema 13-17, existe una funcién en escalera

>
s<f con f [f—s] <e. Asi pues, si n es suficientemente grande,
a

—e-}-fb f<fb s< s(al)+..’:l+5(an) +‘€< f(a1)+-’-1‘+f(an) + €.

Anilogamente, puesto que existe una funcién en escalera s > f con

b
f [s—f]<e€, tenemos para n suficientemente grande
a

—2€+fbf< f(a1)+.;1.+f(a,.) <re s f .

24. (a) Si hubiera infinitos de tales puntos a en [0, 1], entonces el con-
junto de todos estos puntos tendria un punto limite x en [0, 1].
Para todo 6> 0 habria un a con |a— x| < 4/2y |lim f(y) —f(a) | > e.

y->a
En consecuencia existiria a’ con |a’—a|<é/2 (y por lo tanto
|a"—x|<é) tal que |f(a’)—f(a)|> €. Pero al ser lim f(x) = ¢ para

vz

algtin ¢, existe un 6>0 tal que |[f(y)—/¢|<e€/2 para |y—x|<é.
En particular, si |[a—x|<éy |a —x| <3, entonces | f(a) —f(a') | <<
<|fla)—¢| + |f(@)—¢| <€, lo cual es una contradiccién.

(b) Segun la parte (a), el conjunto A, de los puntos a en los que
|lim f(y)—f(a)|>1/n es finito. Segin el problema 20-5, la unién
y->a

AUA;UA, U ... es numerable. Esta unién no es otra cosa que el
conjunto de todos los puntos a en que f es discontinua.



CAPITULO 22

1. (ii) Convergente, por el teorema de Leibnitz. La serie no es absoluta-
mente convergente, ya que

1+1+1+1+ >1+1+1+1+ =1 1+1+1+1+
35 "7 77274 "6 T8 "'"2( 2—3'7“')'

(iv) Convergente, por el teorema de Leibnitz. (La funcién f(x) = (log x)/x
es decreciente para x > e, ya que f(x) = (1 —log x)/x%.) La serie no
es absolutamente convergente (véase (viii)).

(vi) Convergente, ya que
_L__< L
V4l s

(viii) Divergente, ya que

J’N log x d (log N)?
X =

— 00 cuando N —o0,
1 x 2

y f(x) = (log x)/x es decreciente para x > e (véase (iv)).
(x) Divergente, ya que
1 1

—_—
(log n) n
para n suficientemente grande (problema 17-8).
(xii) (Absolutamente) convergente, por (xi).
(xiv) Divergente, ya que
sen —>——,
cn n 2n

para n suficientemente grande.

259
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(xvi) Convergente, ya que

fN - dx = — 1 +l —-rl cuando N — .
. x(log x)* ~ log N ' log2 log2 ’

(xviii) Convergente, ya que

. (n+ D /(n+ 18 . (n+ Dm . 1 1
lim =lim——"— = im ——— = —,
n-500 n!/n" n>0 (n 4 1) asoe0 (1 + : )“ :

segun el problema 17-12.

(xx) Divergente, ya que
¥+ DY+ 1pv 3+ Dt 3 3

lim = lim ——— —

1500 3*nl /nm - n—l;lgo (n+ 1) —n—>g<>1 ( 1 )" e

segun el problema 17-12.

2. (a) Segun el problema 21-10,

con lo que la serie ciertamente diverge.

(b) Puesto que

1)*+1 /a4 1) a(n + 1"+ 1\»
lim (PE D@ A DY et D) =lima(1+——) = ae,
7500 n*/a*n! 30 (n 4+ 1n® a0 n
la serie converge para a<1/e y diverge para a>1/e. Por el pro-
ma 21-10,
n" n" (n+ 1)t n"
en!  (n+ 1) emn! (n + 1)y

1 ( n )"_ 1 - 2
n+l\n+1 (“+1)(1+71[) e(n+1)

para n suficientemente grande, con lo que Y n"/e"n! diverge.
n=1

3. (a) La funcién f(y) = e[y’ es decreciente para y > 1, ya que v



yel —evy¥(1 +log y) e¥
fy) = e = > (—log y).

[
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Pero la serie ) (e/n)* claramente converge, ya que (e/n)*< e*/n?

n=1

para n > 2, con lo que la integral también converge.

(b) Puesto que f(x) = (log x)™® = decrece claramente para x >

serie converge si f (log x)~&® dx existe. La sustitucién y =
0

dx = e' dy, cambia esta integral en
.
f z a0
v Y
la cual existe, 'segﬁn la parte (a).
(c) La sustitucién y = log x, dx = e* dy transforma

f (log x)~ls e @) en
1

) ev
f P 4

ev 24 3 2
= = eV-(18v) — gull-(logv) /v},
yloz v ellos v)*

Pero

1, la

log x,

Puesto que lim (log y)*/y = 0 (problema 17-8), se sigue que e¥/y'sv
¥

se aproxima a e¥ al crecer y, con lo que la integral ciertamente

diverge.

4, (b) Definase‘ {a.} de manera inductiva como sigue:

a, = [10x],
a,, = [10"x—(10"'1a1 + vee + loa,,_l)].

Para cada n tenemos
010" — (10* g, + ... + 10a,_,) —a, <1,
con lo que _
*) 0 <L 10"x — (10"ay + ... + 10%a,_, + 10a,) < 10,

y por lo tanto 0( G.;1 << 9 para cada n. Ademads, partiendo de (*)

tenemos
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0<<x—(a,10 + a,102 + ... + 10~"q,) < 10-7,
o0
con lo que x = Y a,10™™
n=1
(¢) Sea « = 10%a, + ... + 10a;_, + a;. Entonces

a a

S 4,10 = —— + + $ ..
n=1

10% 10% 10%*

LN PP S
- 10k[ 10 (1.0) ]
a 1
10* 1
1

10
_ %a

10t
(d) El numero a, de la parte (b) satisface
10"p

0 —(10*'a; + ... + 10a,_, + a,) < 1.

Pero 10"p/q puede ponerse en la forma k + r/q donde k es un
entero y 0<{r<qg—1. En este caso a,,, = [10r/q]. Puesto que
existen a lo sumo ¢ fracciones distintas r/g, tendrd que haber
ciertos m y n con m>n y a,,; = [10r/q] = a,,,,. Es facil ver que
tendremos entonces d,,; = Gy .2 €tc.

5. La demostracién del teorema de Leibnitz hace ver que si N es par, en-
tonces

o0
SN < E—:l (_ 1)n+1a" < $N+1'

=

o0
con lo que | ¥ (—1)"a, — sy | < sy — Sy = Ay <<ay. (Se cumple la
n=1

desigualdad estricta salvo que sea sy = sy;; © ay,; = 0.) La demostracién
es analoga si N es impar.

6. Existe un N tal que ¢/2 <a,/b,<2c para n> N. De aqui que

2
b, <—a, y a,<<2c b,.
c
[ee]
La prueba de comparacién ordinaria implica entonces que Y b, converge
[ee) n=1

si ¥ a, converge y reciprocamente.
n=1
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7. Supdngase que es r <1. Elijase un s con r <s < 1. Existe un N tal que
47,, < s para n > N. Entonces es a, < s", con lo que

oo oo
a4y s
n=N

n=N

. L
converge. Si r>1, y r>s>1, existe entonces un N tal que v a,>s
‘ v -

para n = N. Asi pues, a, >s" > 1, con lo que ¥ a, no converge.

n=1
8. La sucesi6n 1, —1, 1, —1, 1, —1, ... es sumable Cesaro hacia 1/2.

9.. (a) Elijase w1 de modo que a4, ..., a, aparezcan entre los b, ..., b,.

(o]
(b) Esto es consecuencia inmediata de la parte (a), ya que Y, a, es el
n=1

supremo de todas las sumas parciales s,. (En realidad, hemos de-

(oo}
mostrado solamente que la desigualdad se cumple si la suma ), b,
n=1
existe.)
oo oo
(c) La desigualdad inversa Y b, <X ) a, es consecuencia de la parte
=1 n=1

(b), ya que {a,} es también una reordenacién de {b,}. Se sigue que
oo o0

> b, existe y es igual a Y, a,.
n=1 n=1

(d) Sean {p.} y {g.} las series formadas respectivamente por los tér-
minos positivos y por los términos negativos de {a,} y sean {p,’'}
y {g9.'} las series definidas de manera andloga para {b,}. Entonces
{p.’} es una reordenacién de {p,} y lo mismo tenemos para {q,’}
respecto de {g,}. Asi pues, por la parte (d), X p/ = X P. ¥
> g = Y g, existiendo las sumas de la derecha por ser {a,} abso-
lutamente convergente. Por lo tanto, {b,} es absolutamente con-

o 1)
vergente, y Z—lb” = Z pn’ - 2 qn, = 2 Pn — 2 qn = ngl ay.

10. (a) ‘ Hagamos b; = . Entonces
B,] 4+ | bypa | + oo+ || = [, |+ @y |+ o [, |
<[a",- | + Ia"H—l l + Ia”j+2 | + ..+ la"k [’

En consecuencia, lim |b;|+ ...+ |b;|=0.
1,k>0 :
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11.

12.

13.

[ee]

(b) Si Y a, no converge absolutamente, entonces una por lo menos de
n=1

las series Y p,, ¥ g, diverge, siendo éstas respectivamente la serie

de los términos positivos y la de los negativos. De ellas témese
como ), b, una que corresponda.

(c) Las series a, +a;+a,+ ... y a, + a, + a; + ... convergen ambas se-
gan la parte (a). Lo mismo vale para las series a; + 0 + a; + 0 +
(o]

+a+... y04+a+0+a +0+a+ ..., cuya suma es ), a,.

a=l

Para todo N, tenemos

N N oo
| 2 a|< X |a|< Y |ad]
n=1 n=1 n=1
oo N
El resultado se desprende por ser ) a,= lim Y a,.
n=1 Nooo  n=1

Elijase >0 de modo que |sen x| > 1/2 en (k» + x/2 — 34, kx + =/2 + 3).

Entonces
kr+n/2-8
)
[ | (sen x)/x| dx >

kr+n/248 k= + JZ/Z
Al ser divergente la serie

& 1
k§l ka + =/2 ’
lo mismo ocurre con la integral.

Sea f la funcién cuya grafica es la de la figura adjunta.
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14. Para la particién

tenemos

2 2 , 2 2 1 1
P>ty _f e —
of. P) n +3:r + + 2n 4+ 1)z F 7 (1 + 3 + + 2n+1 )

y estas sumas no estidn acotadas.

\
\
AN
\ d
\
\ /
AN
A 3| |
) 2
/ £ 3
/
y \
/
/ \
/ AN
/ N

16. (a)

(k+ 1) " rdla— D) e R/ DI a—k

). =Dkt k+L
(k)’
Esta claro que
. a—k
o k+1‘ ‘
con lo que
r
1 k+1 -
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(b)

IRn,n(x)I = ’(n i 1 ) (1 4 f)e-n-1

a n+1
< (n+1)x

< -0, segun la parte (a).

(c) Tenemos 0<1+x<1+1t<1 Si a—12>0, entonces (1 + t)=-1<1.
Si a—1<0, entonces (1 + ¢)*! < (1 + x)=-% Asi pues, (1 + t)*1<< M,
con lo que |x(1 4 #)*'|<|x|M. Ademads, por ser —1<x y t <0,
tenemos

—t = xt,
O0>x—t>x+ xt,

x—t
0<—<L1 41, por ser x<0
x

0<l—t/x<1+t,
o< 1TWx aquel+t>0
I_-l-t—\ , ya q .

Asi pues,
a

(n+ 1) (n+1)x<1+t)«-l(f:§)"

é[xaM]°|(a;l)x"|—>0 seguin la parte (a).

| R, «x) l =

17. (a) Segun el problema 2120 (b), si m <a, + ... + a, <M, entonces
bom<ab, + ... + a,b, < bM.
Al ser lim b, =0, esto demuestra que lim ab, + ... + a,b, = 0.
k>0 k,n—»00
(b) Sea a, = (—1)""; las sumas parciales son acotadas. Asi pues, si

oo
by>2b,=2b,>..20y lim b, =0, entonces Y, (— 1)** b, converge.
n=1

n->00
(c) Témese b, =1/n y a, = cos nx. Las sumas parciales de {a,} estin
acotadas, ya que, segun el problema 15-31,

sen(n + 1/2)x 1 sen(n + 1/2)x + 1

2 sen x/2 __2—| =

cos x + ... + cos nx| = “Tsmaz |77
1 1

Sisena2] T2
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19.

20.

21.
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Al ser
MG >0Ga0, 202020 202 ..,
tenemos
a;<a,
20, <az + a,
das<<a; + a; + a; + a,
etc.
con lo que
N zN [+
22 <2(Y a|<2Y a
n=1 2 k=1 k=1

(a) Este problema depende del problema 1-18, o més precisamente, de
la siguiente generalizacién:

fxy + o+ xudn | SV 22+ o+ 22V 92 + o+

(Esto puede demostrarse, por ejemplo, imitando la parte (b) ‘del
problema 1-18, o viendo la solucién del problema 13-33(c).) Tenemos

|@bn + oo + Qb | <V a2+ .o + a2V b2+ .+ b

Esto demuestra que la congicién de Cauchy para {a,’} y {b,’} im-
plica la condicién de Cauchy para {a,b,}.

(b) Apliquese la parte (a) con b, = 1/n.

Elijase n de modo que a, + ... + a, < € para m > n. Entonces
m—n)a,<a,+..+a,<e.

Al ser lim m/(im—n)=1y
m—00

m
ma, = —— -+ (m—n) a,,
m—n

se sigue que ma, < 2€ cuando m es suficientemente grande.

El contraejemplo lo tenemos tomando como {a,} la sucesién
1 1111 1 1 1 1

1, —=, —= —=

2; »?; '3': ?, 4:_71 "—"‘4": _T"-
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22. Supdngase p/q<l1/ny p/q>1/(n + 1). Entonces np<gq, y
p 1 pn+p—gq

q n+l1" gn+1)

El numerador pn + p—gq es menor que q¢ + p—¢q = p. (Por supuesto,
puede ser todavia mas pequefio cuando se expresa la fraccién en forma
irreducible.)




CAPITULO 23

1. (i) f(x)= hm fa(x) = 0. La sucesién {f,} converge uniformemente hacia

f (de hecho se hace eventualmente 0) en [a, b] pero no converge uni-
formemente en R.

(iv)
2 1 x=0
= 1- —nz — ’ 4
fx) = im e 3 0, x50
{f»} no converge uniformemente hacia f.
x? x x*

X
2. (ii) 1og(—a)—z—-— -_— —_ —_

2a* , 3a? 4at
m —
(iv) ¥ 1/2 X%,
=0 k

3, (i) 1/(1 + 28).
(iv) Por el problema 10,
1 1 1 1 x? x? xt x5

— — = lim —_
3133733 54 w12 32773 5T

= lim (1 + x) log(1 + x)—x por la parte (iii)

231
=2 log 2—2.
(v) Si
s x‘ x'f xl(!
)=t —— b ——— 5+
entonces para | x| <1 tenemos
f'(x)=1~x’+x“—éc’+...=-i—_l_1—? por la parte (ii)

269
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1 1/3 —x/3+2/3
TTGrD(E—x+ 1) x+1 . PR—x+1’
1/3 1 2x—1 1 1
Tx+1 6 rF—xt1 +7. 2—x+1'
con lo que

x—1/2
—+

1 1 3V3
f(x) = —log(x + 1) ——log(x®—x + 1) + ——t/—arc tan
3 6 16 v3/4

3V 1/2
+ —— arc tan
16 V3/4

1 1 3V3 x—1/2 3y
= —log(x + 1) — —log(x*—x + 1) + — arc tan +
3 6 16 v3/4 16

3
6 .

En consecuencia,

g, 1 1 _ _log2 V3
——Z+-7——E+...— :_I_;l f(x)-—-—3-—+7n.
5. (a)
(1+x)f'(x)=(1+x)°2°n(a)x"“
n=1 n
=3 [n(n)+een(, )7
= Zeo[5) 7m0
(b)

vy (22 f(0)—f(x) a(l 4+ x)=
g(x) = e =0 por la parte (a),

por lo que g es una constante c¢. Asi pues, f(x) = c(1 + x)* Al ser
f(0) = 1, tenemos ¢ = 1.

6. (a) a,=f"0)/n! =0.
(b) a, =f(0) = lim f(x,) =0, ya que f es continua en 0. Asi pues,
n-00
[ee) o

f(x) = :\]o ax* = x ( Y axnt ) =X (Z a,,+1x") = xg(x).

n=0
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Pero g(x,) =0 (para todo x,7#0), con lo que segun el resultado
acabado de demostrar, es q; = 0. Asi pues

f(x) = x* nZ_IO Ay X",

con lo que a, =0, etc.
(c) Apliquese la parte (b) a f—g.
. Si f es par, entonces f™ es impar cuando » es impar, con lo que a, =

= f®(0)/n! =0 cuando n es impar. Si f es impar, entonces f™ es impar.
cuando n es par, con lo que g, = 0 cuando n es par.

. (a) Esta claro que a,_, < a,. De aqui que

an+1 zan
<

a, a,

<2

(b) ,
| @npax” |

m;_l—l<2}x|<l para | x| <1/2.

(c) Tenemos

[oe]
fX)= Y ax*'=14+x+2x*4+ 32+ ...,
n=1

oo

xf(x)= Y ax" = x4+ 2+23+ ..,
n=1
Rl ”
Pf(x) = ¥ apxtt = 24 B+,
a=1

con lo que
f(x) = 1 + xf(x) + x*f(x).
(d) Pongamos a = (—1—45)/2 y § =(—1+ v 5)/2. Entonces

—1 1/ V5 —1/V5 1/V5  1/V/5
) = = __U¥S WS _UVS WY
£2+x—1 —1—¥5 (—1+~/5 X—a x—8§
t——) x—|—=
=) )
_ 1 1 x x _ 1 1 x x°
] S B

En consecuencia,
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9.

10.

1.

Il
S
[ =
|
_
N+
al
A
S
|
_
v |
<
wn
~—
|

1 '(1+ v‘s‘)"__(l—ﬁ)"
NER AU 2
La serie de potencias para f(x) = log(l—x) es }: (— 1)*a,x", donde
2 a,x" es la serie de potencias para h(x) = log (1 + x) Puesto que 2 ax"

n=0

converge solamente para — 1 <x <1, la serie de potencias Z (— 1)"a,,x’l
n=0

converge solamente para — 1 <Cx < 1. Siendo g(x) = f(x)— h(x), sus se-
ries de potencias convergen solamente en el caso de —1<x<1.

Si 0<Cx<C1, entonces x > x2 > x* > ... 2> 0. En consecuencia, el lema de
Abel hace ver que |a,x™ + ... + a,x"| <€ si |a, + ... + a,| < €. La ulti-
ma condicién se cumple cuando m y n son suficientemente grandes. En
consecuencia, |amX™ + @, Xx™" + ...| <€ cuando m es suficientemente
grande y para todos los x de [0, 1]. Esto significa que para todos los x
de [0, 1],

oo
Saxt—(ay+ ... +ap x| < e

n=0

cuando m es suficientemente grande. Esto equivale precisamente a afir-
(o]

mar que ), a,x" converge uniformemente en [0, 1].
n=0

Sea a, = (— 1)* Para 0 <{x < 1, tenemos
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13.

14.

15.

16.
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Yaxrr=1l—x+2—2+ .. =

i

n=0 1 + X
con lo que
. . 1 1
fim_% @ =lm- 2oy =g

Dado € >0, témese N tal que | g(x) —f,(x) | < € para todo x de [a, b].

Entonces
z x
lfa g——fa fn'
z

para todo x de [a, b]. Pero J g = f(x)—f(a) (véase la demostracién

del teorema 3), con lo que |f(x) —f,(x)| < € para todo x de [a, b].

<€

(a) Témese N tal que si n > N, entonces | f(x) —f,(x) | <1 para todo x
de [a, b]. Al ser fy acotada, existe un M tal que |fy(x)| << M para
todo x de [a, b]. Entonces |f(x)|<|fa(x)| + 1M + 1.

(b) Sea f(x) =nx para 0 <Cx << 1/vn, y f(x) = 1/x para vn<a<l.
Entonces lim f,(0) =0 y lim f,(x) = 1/x para 0 <x<C 1.
500

7300

\
\

(
i
}

|
Péngase f.(x) = [f(x + 1/n)—f(x)1/(1/n).

Sea {a,} la sucesién 0, 1, 1/2, 1/3, 2/3, 1/4, 3/4, 1/5, 2/5 3/5, 4/5, 1/6,
5/6, .... Sea f(x)=0si x5 ay, ..., a,, y sea f,(a;) =1 para 1 <j<n

(a) Supédngase que {u, ..., u,} contiene a {f,, ..., t,}. Para cada i te-
nemos

SPIVAK 18



274

= Uy <ty <...<Ug =t
para ciertos u,, ..., tg. Entonces f tiene el valor constante s; en cada

(Ugsj1, Uqy;). Asi pues, Ja suma 2 s{t;—t;_,) es la suma Z s/ (u;—u;_y)
i=1 j=1

donde s/ es el valor constante de f en (u4;— u;_,). Para tratar el caso

general, considérese una particién que contenga a la vez a {u,, ..., Un}

ya{t,..,tL}

(b) Témese N tal que para n> N tengamos |f(x) —s.(x)|<€/2 para

todo x de [a, b].

(c) A partir de | s,(x) —s.(x) | < € se sigue facilmente que

< e€(b—a).

v b
Sp— f Sm
a

(d) Témese N de modo que para n> N tengamos a la vez | f(x) — s.(x) | <

<€/2y |f(x)—sn(x)| < €/2 para todo x de [a, D].

(e) Para cualquier € >0, téomese N tal que si n> N, entonces

¢9)

€
lim f Sp— S | <=,
n-500 a a 3

b b €
limf t"—f t, l <—,
n->00 a a 3

[ sa(x) — ta(x) | <

€
_3(.17——41—)— para todo x de [a, b1.

La 1ultima ecuacién implica que

b b
[ ],
a a

b b
lim f s, — lim t,
a

n—y00 10 a

Se sigue que <e.

Definamos el conjunto

A={y:a<{y< by existe una funcién en escalera s en [a, y] tal
que | f(x) —s(x)| < € para todo x de [a, y]}.

Sea « =sup A. Al ser f continua en «, existe un >0 tal que
[f(x)—f(a)| <€ cuando [x—a|<<é. Existe un y en A con a— o<
<y < a. Asl pues, existe una funcién en escalera s definida en [q, y]
con | f(x)—s(x)| < e para todo x de [4, y]. Definamos s,(x) = s(x)
cuando x estd en [a, y] y s(x) = f(a) cuando y <x < a. Entonces
s, es una funcién en escalera definida en [a, «] con | f(x) —s(x) | < €
para todo x de [a, «]. Esto hace ver que « estd en A. De manera
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andloga, si a < b, témese ¢ lo mismo que antes y sea s una funcién
en escalera definida en [a, «] con |f(x)—s(x)| <€ cuando x estd
en [a, a]. Si s(x) estd definida como s(x) cuando x estd en [a, o] y
como f(a) cuando « <x < a4+ §/2, entonces | f(x) — s,(x) | < e cuan-
do x estd en [a, a + 8/2]. Asi pues, « + §/2 estd en A, contradiciendo
la definicién de o. Es por lo tanto « = b, lo cual completa la demos-
tracion. : ,

[La clase de las funciones regladas puede determinarse de mane-
ra mds explicita como sigue. Una funcién en escalera s tiene la pro-
piedad de que li§a+ s(x) y Lxﬁn;n_ s(x) existen para todo a. No resulta

dificil demostrar que un limite uniforme de funciones en escalera
tiene que tener la misma propiedad (la demostracién consiste en
una sencilla modificacién de la demostracién del teorema 2). La reci-
proca es también cierta: si f tiene limites laterales por la derecha y
por la izquierda en cada punto, entonces f es reglada. Obsérvese que
la clase de las funciones regladas es mads restringida que la clase
de las funciones integrables. Por ejemplo, si f(0) = 0 y f(x) = sen 1/x
para 0 <x <1, entonces f es integrable en [0, 1] (segin el problema
13-14, por ejemplo), pero no €s reglada.]

17. La funcién f, es la que viene indicada en la figura. La longitud de cada
f. es 2, ya que dos lados de un tridngulo equilatero suman una longitud
que es el doble de la del otro lado.

o|—




CAPITULO 24

1 (i) {3447 |=1/]3+4i[=1/5;
¢ = — argumento de 3 + 4i = —arc tan 4/3.

(iv) ]:/3+4i|= ~7/|3+4i|=7~/_5; 6 = (arctan 4/3)/7.

2. (ii) (2224 x*+1=0, con lo que

—1+v1—4
x’——-—z———
— 1+ ¥3i —1— V3
= 2z ° 2
_ . 2a 4= 4x
—cos—3—+zsen? [o] cos?+zsen3—.

Asi pues, x es una de las raices cuadradas de estos nimeros, o sea
que x es uno de los nimeros

7 | 1 v

x _ 3,
cos—3—+zsen?_ —2—+Tt,
4 . 4 1 V3,
cos—§-+lsen-§———-2———Tl,
2 . 2 1 W3,
cos?+zsen—3——2—+—2—1,
5 . 5= 1 V3,
cos-—3-+zsen—3-— ‘2————2—1.
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) 7 4i
W) x=3=3
1
y=§-+21.

(ii) Todos los z con |z| = 1.

(iv) La elipse constituida por todos aquellos puntos cuya suma de dis-
tancias a @y a b es ¢, si c>|a—b|; el segmento rectilineo com-
prendido entre a y b si es |[a—b|=c; ¢ sies |[a—b|>c.

zyVi-zv —ison simétricos uno de otro respecto a la diagonal, ya que
la diagonal se transforma en el eje real al multiplicar por v —i, con lo

que v iz v/ —1 se obtiene girando el plano hasta llevar la diagonal so-
bre el eje real, reflejAndolo después respecto al eje real y finalmente
volviéndolo a girar en sentido contrario el mismo 4ngulo que antes.

(a) Al ser reales a,, ..., a4,_;, tenemos

0=(a+ biy+ a,_(a+ biy**+ ... + q
= (a + bi)* + a,,_l(q + bi)* 1+ ... + a,

(b) Puesto que a + bi y a— bi son raices, " + a,_12*! + ... + a, es divi-
sible por z—(a + bi), por z— (a— bi) y por su producto

[2—(a + bi)]* [z2— (a—bi)] = 22— 2az + (a® + b?).

(a) Supéngase que a+ by c=a +b v/ c Si b=V, entonces es tam-
bién a =a’. Si b b’ tendriamos entonces v ¢ = (a—a’)/(b —b’),
en contradiccién con el hecho de ser # ¢ irracional (problema 2-16).

(b) Las demostraciones son casi exactamente las mismas que las de las
partes (1) —(6) del teorema 1.

(c) Al ser a,, ..., a,_, enteros, tenemos

O=@(@+bVer+a, a+tbvert+..+a
=(@a+bver+a,at+bveyt+.. +a,.

(a) Si 0" =1, entonces (o*)* = o™ = (o")* = 1.

(b) Existen dos raices cubicas primitivas y 4 raices 5** primitivas (en
los dos casos todas las raices excepto una); existen 2 raices primi-
tivas de orden 4, (i y —i) y 6 de orden 9 (si » es la raiz de argumen-
to mas pequeiio, entonces no son primitivas 1, o® y »®).[De un modo
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11.

12.

(©)

(b)

general, el namero de raices primitivas n-€simas es el numero de
numeros desde 1 hasta n—1 que no tienen con » ningun factor
comun.]

Por el problema 24

1 —o"
140+ ..+ol= =0.
l—ow
La verdad del aserto esta clara si la recta es el eje real, pues en tal
caso las partes imaginarias de gz, ..., Z; son, o bien todas positivas o

bien todas negativas, con lo que la suma de las mismas sera positiva
en un caso y negativa en otro. En general, sea ¢ el angulo entre la
recta y el eje real y pongamos w = cos ¢ +'i sen 6. Entonces z,w?,
woy w7t estan todos a un mismo lado del eje real, con lo que
Wl ot wli=(g + ... + W40, de donde g + ... + 7, FO0.

z7! queda por encima del eje real si y sélo si z queda por debajo
del mismo y viceversa. Esto demuestra el aserto cuando la recta es
el eje real. El caso general se deduce después lo mismo que en la
parte (a).

Las hipétesis siguen cumpliéndose si se multiplica cada z; por un mismo
w. Podemos suponer, pues, que z; es real y aun incluso que z; = 1. Si es
asi, z, + z; sera entonces real, con lo que z, = a + b, z; = a— b;. Tendra
que ser, ademas, 2a + 1 =0, o sea a=—1/2; al ser a® + b® =1, tene-
mos b = v/ 3/2. Los puntos 1, —1/2 +iv 3/2y —1/2—i v 3/2 sabemos
que son vértices de un triangulo equilatero.



CAPITULO 25

1. (a) Si|x—x,| <4, entonces | a(x) — a(x,) | < 8. Andlogamente,
si |y—uy,| <9, entonces | f(y) — B(y) | <.

(b) g=foa; h=fop
2. (a) g es una funcién continua de valores reales definida en [0, 1] con

8(0) =f(z) y g(1) = f(w). Asi pues, g toma en [0, 1] todos los valo-
res comprendidos entre f(z) y f(w).

(b) Pongamos f(x + iy) = x + i(y + x*), en [0, 1] X [—1, 0].

3. (a) Por el teorema fundamental del algebra, existe un namero z; tal que
" + a,, 7" + ... + a, = 0. Entonces

P4 A e+ @y = (2—2) (2 + b+ .. + By)

para ciertos numeros b,, ..., b,_, (lo mismo que en el problema 3-7).
Utilizando un razonamiento inductivo podemos suponer que

n
V4 byt .+ b= I (z—2)
=2

para ciertos nimeros 2, ..., Z

(b) Segun el problema 24-7, los nimeros no reales g, ..., Z, de la parte

279
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(a) se presentan en pares de nimeros conjugados uno de otro, y
(z—z2) (z—7;) tiene coeficientes reales.

4. (a) Es evidente.

(b)
(©)

5. (a)

(b)

(©)

6. (a)

Sif= Yh’yg= Y k? entonces fg= 3 Y (hk)>
i=1 i=1 i=1 j=1

Si f(a) = 0, entonces f(x) = (x —a) fi(x) para cierta funcién poliné-

mica f,. Tendrd que ser ahora f,(x) > 0 para x > a, y f,(x) <0 para

x< a. Asi pues, toda raiz de f es una raiz doble, con lo que
k

f(x)= Il (x—a;?g(x) donde g(x)>0 para todo x. Al no tener g

i=1
raices, el problema 3 nos dice que g es un producto de factores
cuadraticos x* + ax + b sin raices. Asi pues, a?>—4b <0, con lo que
podemos poner

b
x’+ax+b=(x+%) + (¥ b—a%/4),

que es una suma de cuadrados. Resulta asi que f es un producto de
sumas de cuadrados y por lo tanto una suma de cuadrados.

Sigase el procedimiento indicado en la ayuda para obtener una su-
cesién decreciente de rectangulos [a, b;] X [¢;, d;], cada uno de los
cuales contiene infinitos puntos de A. Segun el teorema de los in-
tervalos encajados (problema 8-14), existe un punto x en todos los
[a;, b;] y un punto y en todos los [¢;, d;]. Entonces z = (x, y) = x + iy
esta en todos los [a; b] X [¢;, d;]. Si es € >0, entonces para un
cierto i el conjunto [a;, b;] X [c;, d;] estd contenido en {a: |z—a|<
< €}, con lo que existen en {a: |z—a| <€} infinitos puntos de A.

Si f no estuviese acotada en [a, b] X [c, d] existirian entonces pun-
tos a, en [a, b] X [c, d] con [f(a,)| > N. Si z es un punto limite
de {a,: n estd en N}, entonces para todo € > 0 existen puntos g, con
|a,—z| <€, con lo que f(a,) > N. Esto contradice al hecho de ser
f continua en z.

Sea a =sup {f(z): z estd en [a, b] X [c, d]1}; segin la parte (b)
este supremo existe. Si fuese a7~ f(z) para todos los z de [q, b] X
X [¢, d], entonces g(z) = 1/(f(z) — «) seria una funcién continua no
acotada en [a, b] X [c, dl.

Si ¢ = a + pi, entonces z = a + bi satisface 22 = ¢ si y sélo si
a—b = a,

2ab = 8,



(b)

(©)

(d)

7. (a)

(b)

281

que puede resplverse dando

a=V2a+2\/a2+ﬂ2 a=——V2a+2~/a2+ﬂ2‘
' o
b= 4 B = __—lg_____.
2V2a+2~/a2+ﬂ7 21/2a+2~/oz2+ﬂ2

Si n = 2k, entonces toda solucién de z*¥— ¥ ¢ =0 ser4 solucién de
2" —c = 0. (Si k es par, podemos continuar hasta llegar a un niime-

ro impar.)

Para este f tenemos
82)=fz+z)=(z2+2z)—c=(z"—c)+ (nz)z + ....

Supongamos, por ejemplo, que —c¢ =a + pi con «, $>0. Si §*"<a,
entonces |—c—4"|<|j—c|. El mismo tipo de razonamiento es
aplicable para todos los demds casos.

[ ]
e ® o
.
k m1 m —1 mk
f(2) = 21 Mm(z—2z) ot (2—2) " .t (2—27)
13 m T m m
= T m(z—2) L —2) " (2 —12) (T — )
= (z_zl)m1 e (z—z,,)m" Y mlz—2z)™N

a=1

Si z;, ..., z, cayeran todos al mismo lado de una recta pasando por
z, entonces 7 —2;, ..., Z— 2, caerian todos al mismo lado de una
recta pasando por 0. Lo mismo ocurriria entonces con m,~(z—z,),
ey M, (2—12,), ya que m,, ..., m, > 0. Por el problema 24-11, esto
implicaria que g(z) #0, lo cual es una contradiccidn.
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(c) Si z satisfaciera f’(z) = 0, pero no estuviera en la envoltura convexa
del conjunto {z, ..., 2.}, existiria entonces una recta por z que con-
tendria los puntos z, ..., z,. Esto contradice la parte (b).

8. La demostracién es exactamente la misma que para las funciones reales
definidas en R.

9. (a) Sea g, = x, + iy,. Al ser
%+ 2)—f(z
‘b ip =z = lim JAHD—I@)
250 Z
debe cumplirse, en particular, que para un § real tengamos

— 0 0 - h 0 a_h‘ 0
ot i = lim f(zo + 9) f(z)=lim[g({c+6a) gfxo)+l (x+6) (x)]

550 o 50
= g'(x) + ih'(x,),
con lo que a« = g'(x,) y 8 = W'(x,).

(b) Tenemos también

. . . A —_ k —
ot ip = lim flz + 61). f(z) _ lim[ k(y, + 6? (yo)+ ; 2y, + 6). é(yo)]
550 ol 550 ot ol
k' (y,
LA,

i
con lo que #'(y) =ay kK(y,) =—35.

(c) La parte (b) hace ver que u y v son constantes a lo largo de rectas
horizontales y verticales.

10. (a)

e =5

(—1)* k! (—1)*K!
2i )

(x— i)+ - (x + i)+
(b)
arc tan™®(0) = f*-1(0)

(= 1)k —1)! ( 1 1)

2i (—iy  *
— 1)k — 1)1
=S )z(i Y oa i+ (— e,

[Si k es par, entonces arc tan®(0) = 0. Si k =2¢ + 1, entonces
arc tan®+(0) = (2¢)! (—1)..]



CAPITULO 26

1. (ii) Absolutamente convergente.
(iv) Absolutamente convergente, ya que [1/2+i)2|=¥ 2/2<1.

2. (ii) El limite

.|z /(n+ 1) no_
m | zj*/n =1z }nl-lg reriai il

es <1 para |[z|<1ly>1 para|z|>1
(iv) EIl limite
[z (n + 14 21 . n+ 142"
' =|z| lim ——————

- = 1 =
n-l:glo lz|¥n + 2-") . | In_)oo n4 2~ 2|

es <1 para |z|<1y>1 para|z|>1.

3. (ii) Al ser

“/ - '___] z__] =0 (por el problema 21-10),
Lg— a0 N e

v

el radio de convergencia es e,

lim
n->00

(iv) Al ser

2 2
lim alkd =|z]|lim (Vn) = E—‘— (por el problema 21-1),
no>00 - :} 2n n—00 2 2

el radio de convergencia es 2.

283
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4. (a) Al ser lim v |a,|]z]|=1im # [az2"!, el problema 22-7 hace ver que
n—y20 n->00

(o]

Y a,z" converge {absolutamente).
n=0
n
(b) Silim v |a,z"|{ =1+ € para € > 0, existen entonces infinitos n con
n->00

v]a,z2"| > 1+ €/2, con lo que |a,z"| = (1 + €/2)" para infinitos n,
lo que significa que los términos a,z" son no acotados.

n
(c) Puesto que los términos # |a,| son no acotados, lo mismo puede
ﬂ_——
decirse de ¥ |a,z"| para z30. Con mayor razén se cumple esto

oo
para | a,z*|, con lo que } a,z" diverge.
* n=0

5. Si z esta sobre el circulo unidad, entonces |z"/n?| < 1/n? con lo que
oo .

Y | 2. |/n® converge por el criterio de comparacion.
n=1

oo
La serie ), z* diverge ciertamente para z = 1. Si z7 1, entonces por:

n=1
el problema 2-4
N 1—zN

Y=z .
n=1 l_z

N
Si existiera lim ) 2" entonces existiria lim z¥, lo cual es imposible, ya

N> n=1 N->00
que ¢ = lim zV implicaria que z¢ = lim "' = £, 0z = 1.
N> N
oo
La serie ), z"/n diverge para z = 1 y converge para z = — 1.
n=1

6. (a) Esta claro que e’ = 1. Ahora la funcién g(z) = e’e~* satisface g'(z) =
=ee*—e’e?* =0y g0) =1, con lo que e’e~* = 1 para todo z (pro-
blema 259). En particular, e*7 0 para todo z. Pongamos ahora
g(w) = e***/e®. Entonces

ew ez+w — e:+w ew
g(w) = =0,

e2w

y g(0) =¢* con lo que g(w)=e* para todo w, y por lo tanto
e*tv = e’e“para todo w.



(b)

7. (a)

(b)

8. (a)

(b)

9. (a)
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Sen 7 Cos W + cos Z sen w =

ez — g—iz e + e—tw + e 4 ez et s e~
2i 2 2 2i

e‘("f’w) + e—i(l-l-‘w)

= — = sen(Z - W),
2i

COS Z COS W—S€en Z sen-w =

eiz + e—iz eiw + e-iw eiz_ e—{z eiw —_— e-iw
2 2 2i 2i

ellztw) __ p—i(z+w)

== cos(z + w).

Al ser e = cos y + i sen y, el problema no es sino el mismo proble-
ma 15-21. '

| e=+iv | _—Q]e’-e‘”]= |e*|+|cos y +isen y|=]e"|.
Si 2740, entonces z = r(cos 6 + i sen ¢) para un r>0. Entonces
exp(log 7 + i) = z.
Tenemos sen z = w cuando
e{z — e—‘s
2i
(e*)t —2iwe** — 1 = 0,

=W,

_2iwt V—4w + 4
- 2

eu

=iw+ vV 1—w

Esta ecuacién tiene siempre solucién en z, segin la parte (a), ya que
iwtVv1—ws0.

Si es g(x) = u(x) y h(x) = v(x) para x reales, entonces el problema
259 hace ver que f(x) = g’(x) + ih’(x). Asi pues, si ponemos f =
= u, + iv, siendo u, y v, de valores reales y definimos g(x) = u,(x) y
hy(x) = v(x) para x reales, entonces g, =g’ y h = H, con lo que
otra aplicacién del problema 25-9 hace ver que f”(x) = g"(x) + ih”(x)
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(b)

10. (a),

(©)

(d)
(e)
(f)

11. (a)

(b)

12. (a)

para x reales. Procediendo inductivamente, tenemos f*(x) = g*(x) +
+ ih'™(x) para todos los k. Al separar las partes real e imaginaria de

%) + ap f*(x)+ ... + af(x) =0 para x reales
se ve que g y h satisfacen (*).

Si a=>b + ci es una raiz de " + a,_,2" ' 4 ... + a, = 0, entonces, lo
mismo que en el problema 17-31, la funcién f(z) = e** = e cos ¢z +
+ ie" sen cz satisface (*). Asi pues, seglin la parte (a), las funciones
g(x) = e* cos cx y h(x) = e** sen cx satisfacen (*).

(b) e* =e™ = e" (cos y + i sen y) = w significa que e* = |w]|, con
lo que x=1log |w|, e y es un argumento de w. En particular
e=ti = =t e g, e y, son argumentos de w (por ejemplo, e = e*),
con lo que la exponencial no es uno-uno.

Supodngase que existiera una funcién continua logaritmo definida para
|z| =1y tal que exp(log(z)) = z para todo z con |z| = 1. Entonces
podriamos poner log(z) = a(z) + if(z) para funciones continuas a y §,
de valores reales. Tendria que ser «(z) =0 para [z| =1y A(z) un
argumento de z para |z| = 1. Esto contradice el hecho de que no
hay ninguna funcién argumento que sea continua.

Todos los nameros de la forma i(2kx + =/2).
Todos los numeros de la forma e-®kntr/2),

I tiene los valores e = e-%*r ] o0s logaritmos de estos numeros
(reales) tienen los valores — 2kx + 2¢xi. Asi pues, (I') tiene los valores

gi(-2knt2mi) — o=2n

Pero 17! tiene solamente los valores e~® = —= {1,

|+ i|=1+ 4%, y un argumento para x + i es arc tan 1/x =
=a/2—arctan x, mientras que un argumento para X—i €s
arc tan(— 1/x) = —arctan 1/x = — («/2 —arc tan x).

A partir de la parte (a) obtenemos
! [log(x — i) —log(x + i)] = ! ( Zi) Z arctan x
2 W% o8 =2 2

= arctan x —a/2,

que difiere en una constante de la solucién corriente, arc tan x.

Puesto que a,—a, = (b,—b,) + i(c,—c,), tenemos |b,—b, | <
<|a,—an| y lea—c,|<|a,—a,!, con lo que {b,} y {c,} son
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sucesiones de Cauchy si {a,} lo es. Puesto que también tenemos
| @i —an | <|bs—bn| + | ca—cnl, se sigue que {a,} es una suce-
sién de Cauchy si {b,} y {c.} lo son. ’

(b) Si {a,} es de Cauchy, entonces {b,} y {c,} lo son, con lo que {b,}

y {c.} convergen hacia a y g respectivamente. Asi pues, {a,} con-
_ verge hacia a 4+ ig, segtn el teorema 1.

(¢) La indicacién que se da es la solucién. Puesto que las sucesiones de
Cauchy de numeros complejos son lo mismo que las sucesiones con-
vergentes de numeros complejos, existe un criterio de convergencia

oo
de Cauchy para series complejas: ) a, converge si y sélo si
n=1
lim | @, + ... + a, | = 0. Escribanse ahora las demostraciones de las
m,n->00
primeras mitades de cada uno de los teoremas 22-4 y 22-7, interpre-
tando todos los niimeres como numeros complejos.
13.
1 1
-—2-+ cos 4+ ... 4+ cos né =7(e-"‘° + ..+ 14+ ...+ ™
-ing
=—" (1+e®+ ..+ )
e-im | — giten+e
) 1—e®
e—mo — ef(n+lle
T 2(1—eV)
e—itn+1/28 __ ei(n+l/2)0
T T 2(en gt
sen(n + 1/2)6
T 2sen 6/2
14. (a)
a a1+ a a 1
rn+1= n+2= n+4l n:1+ n =1+__'
an+1 an+1 . an+1 T
(b) Si existe r = lim r,, entonces
n-5>00
. ) 1 1 1
r=limr,=1liml4+—=14 — =14—
n->00 500 ¥a lim T r
n-300

con lo que 7 = (1 + 4/ 5)/2 (claramente > 0). Para ver que el limite
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(c)

15. (a)

(b)

(¢)

efectivamente existe, obsérvese que si 7, <(l + v 5)/2, entonces
r—r,—1<0, con lo que

2r, + 1 _
L —7_‘,,—-;1_ = Tago
Asi pues, n<r,<r;<..<2, y por lo tanto lim 7, existe. De
n->00
manera analoga se ve que lim r,, existe. Ad_;més, la ecuacién
n->00

Tusr = (2r, + 1)/(r, + 1) lleva, lo mismo que antes, al hecho de que
los dos limites son (1 +  5)/2.

El limite

]_ an+12"+1l . Qup 14 ‘\/_g
zZ| =

N30 l a," ' - ns0o A, 2 I Zl

es <1 para]zj<2/(1'+ ¥ 5)y >1 para lz]>2/(1 + v 5).

z  z €e€+1 z e+ 1
_7+_2— e—1 _-2—(_1+ e‘—-l)
oz (—(e—1)+e+ 1)
T2 et —1
— z .
Te—1"
e“z+1_(e"+1)e’_—1+e’_ er+ 1
et—1 (e"—1)et 1—e*  e—1
Estas férmulas prucban que z/(e*—1) = —z/2 + h(z), donde % es

par. En consecuencia, la serie de potencias de # contiene solamente
potencias pares de¢ z. Asi —1/2 = b, es el coeficiente de z en la serie
de potencias de z/(e—1), y b, = 0 para n impar y mayor que 1.

Si n>1, entonces el coeficiente de z" tiene que ser 0. Pero este

n-1 '1
. -1
cocficiente es Y |( . ) b..
i

i=0

cos z (e + e )/2
zcot z= =2 — - T
sen 2 (e —e*)/2i
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—ZiZ ew/z + e—zu/s
2 A gwen

% 2 igyn
azm1 (2n)!
C by
- — 1)")mpen
2 Ty TP
(d) Partiendo de la férmula tan 2z = 2 tan z/(1 —tan? z) (problema 15-8)
tenemos
1 1—tan® z tan® z
cot z—2 cot 2z = — = = tan z.
tan z tan z tan z
(e)
tan z = cot z—2 cot 22
o E ( l)n 22n 2n~1 ozo bz ( l)n 22n 2n-1
<2 0 C T ATy
oo bzn
= (— 1)1 2222 _ 1)z2n-1,
51 (2n)!

16. (a) Aplicando (*) a f® obtenemos

< L ©)

fO(x + 1) —f9x) = X
n=1 n!
Asi pues,
= © 2 by fH)

2 = [f""(x +D—fx)]1=%¥ ¥

k=0 - k=0 n=1 k! n!
El coeficiente de f*(x) es b,/0!1! = 1. El coeficiente de f¥(x) para
j>1es

=1 b, 1275 b
,‘Z:o m = F Eo( k ) e =0, por el problema 15(b).
(b)

FO + .+ ) = 55(2 U+ =101 )
= 22 5 G+ D— 0]

SpIvak 19
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= 3 2 %0+ D— RO

(c¢) Sea f una funcién polinémica con f = g. Entonces f(n + 1) — f(0) =

n+l
= J g. Al ser b, = 1, la parte (b) se convierte en
0

n+41

®b
g0) + ... + g(n) =f g(t)y dt+ ¥ -k—': [g*P(n + 1) — g*-1(0)].

0

(d) g®(x) = p! x*»~*[(p—k)! para k< p, con lo que la parte (c), apli-
cada con n—1 en vez de con n, proporciona

n-1 n4l1 P+l b p'
k? = f x? dx + —_— —— Pkt
El 0 ;(21 k! (p—k+ 1)

_ nrt! + El _lz_k_ 4 B
p+1 1 k \k—1

Asi pues,
n . np+l p+1 b p
' kP = P b,n? — p~k+1
PR p+1+n+1n+k21k(k_l)n
_ L i by ( p )n‘""“.
p + 1 k=1 k 1

17. (a) Esta claro que ¢,(0) = b,. Si n> 1, entonces

¢"(1)=§°(:)b,,_,,=2” (:)b,‘, YaQUe(Z)=(n_n_k)

k= k=0

=3 ( : ) b+ b,=b,  por el problema 15(b).
pi(x)= 3 k( n ) b, et
k=1 k
n-1 k n
= k
k=0( + D(k-{-l) bn_14ix
n-1 —_
= 2 n " 1 bn-1+kxk
k=0 k

= né,_(x).

Para demostrar la ultima ecuacién, obsérvese primero que
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1 1
¢2(1—x)=(1—x)2—(1—x)+?=x2—2x+ 1—1 +x+?

1
=x—x +?= $o(x).

Supdngase ahora que ¢,(x) = (— 1)*¢,(1 —x) para algin n>1. En-
tonces la funcién g(x) = ¢,,,(1 —x) satisface
gx)=—¢,/(1—x)=—(n+1)¢,(1 —x)
= (—1)"(n + 1) ¢.(x) = (— 1)1 6,/(x).
Ademas, g(0) = ¢,,1(1) = b,y = ¢,,4(0), con lo que
g(x) = (— 1y"¢,,,(x) para todo x.
(b) Sustituyendo de (*) tenemos
N

b
S o [0+ D— 4]

k=0

N b, N-k f(k+n)(x) N b,
—3 — L Jk R " .
kz=0 k! E—l n! + k2=0 k! N-k (x)

El coeficiente de f(x) en la doble suma es b,/0!0! = 1. Para1<j <N,
el coeficiente de f\(x) es

i-1 bk

z

Wk—)' =0 por el problema 15(b).
k=0 . - .

(c) El término Ry_,*(x) es el resto Ry_,.(x + 1) para la funcién f%,
Asi
z+1 f(k+N—k+1)(t)

Ry i (x) = j '(—N_—k)'

(x+ 1—1) dt.

Por lo tanto

% ka "(x) _ r+1 g‘-‘ bk (x +1 t)" f(N"'l)(l‘) dt
k=0 k! - - fx k=0 k!(N— k)!

z+1 1 —t
f -4)_”({:;1]—-—_)_ f(N'('l)(t) dt.

(d) De las partes (b) y (c) obtenemos

N b,
)+ ... +fx+n=3% i [f%(x + n + 1) —f¥(x)]
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fNHI(E) dt.

oo gu(x 4 f + 1 —1)
Zf N!

i=0 T+

Aplicando esto a g = f* obtenemos la férmula deseada.
(e) Sitestden[x+j x4+ j+ 1], entonces x—testaen [—j—1, —jl.
Por lo tanto, por definicion, yy(x —1t) = ép(x + j + 1 —1).
18. (a) Apliquese el problema 17(d) a g =logy x =1, con n—2 en el lugar
de n. Al ser g¥x) = — 1/x* obtenemos

log (n—1)! =log 1+ ...+ log(n—1)

= " b, * (t) 1
-f log ¢ dt + 2+ [log n—log 1]+(_1)af we
1 1
" 1 1)
= —=1 dt
fl log t dt 3 og n+ 28
1 Boape(t
= n log n—n+1—710gn+ fl %%dt.

(b) En consecuencia

* %(t)

S

1
log n! = log(n—1)! + log n=(n+7)logn+l+f

Asi pues,
n! " oy(t)
lOg(W)=l+ . —z—tTdt.
oo
(c) Al ser y; periddica, es acotada. Asi pues, w(t)/2t* dt existe, pues-
1

[ee]

1/t dt. Pongamos g =1 + f wy(t)/2t% dt. Entonces

1

n! ®yy(t) -
log (—n+1/ze—n) =p— f ET dt

= lo a__f Wz(t)
€ 20

W2(t)
IOg nn+l/2e—n - f 2!2

(d) La parte (c) implica que

oo
to que existe f

con lo que
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0 (t n!
0 = lim w—z(z—)dt:lim log{ ————},
300 " 2t ns00 an™H2e—n

con lo que

n!
o lim ——=1.
nl_l)log ann+l/2e-n

Asi pues,

. (n!)?
nl_l>2 atppntle—on = l'

o emt
”1_1?0 a(2n)1/2g-2n -

de donde
— (nl)yr 2

¥V x=lim —
50 2n)! W n

a2n2n+1 e—2n22n

= lim —
550 g(2n)rtlle-tn \/ p

nE Ty 2o
= a lim

nsc0 2n ~/Tnznh/z 47

a

= ./_2'.

(e) ¢x0) = (1) =b,=1/6. Si 0= ¢,(x) = 2x— 1, entonces x = 172, v
$,(1/2) = 1/12. Asi pues, 1/12 < | #(x) | <<1/6 cuando x est4 en [0, 1].
Por la parte (c) tenemos
-——1 <l s < ——1
T Tm S8 (V—Z—:; nn+1ﬂe-n.) ST’

lo cual proporciona el resultado deseado.
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CAPITULO 27

Estd claro que a4+ b = b + a, ya que la tabla de + es simétrica. Esta
a la vista que a + 0 = a para todo 4, y la condicién 2(ii) se satisface,
puesto que cada fila de la tabla contiene al 0. Para comprobar que
(a+ b)+ c=a+ (b + c) basta considerar solamente los casos en que
a, b y ¢ son distintos de 0. La ecuacién se cumple ciertamente cuando
es a=c por ser x + y =y + x. Con esto quedan sdlo los casos

(I1+0)+2=1+(b+2),
Q2Q+b)+1=2+4+(+1),

mutuamente equivalentes, cualquiera de los cuales puede demostrarse
dando a b los valores 1 y 2. Las condiciones (4) —(6) se comprueban de
manera analoga. Finalmente, (7) estd claro si a es 0 o es 1. Para a =2
podemos suponer b, ¢ 7 0 y la condicién claramente se cumple sib = c=1.
Con esto quedan solamente tres casos, el a=2, b=2,c=2,¢el a=2,
b=1,c=2,yela=2,b=2,c=1, de los cuales los dos ultimos son
equivalentes.

F no puede convertirse en cuerpo ordenado, puesto que 1 = 1% tendria
que ser positivo, siendo asi que 1 + 1+ 1 =0.

F no sera un cuerpo, puesto que tendremos 2+2 = 0.

Lo mismo que en el problema 1, las condiciones (2), (3), (5) y (6) se cum-
plen claramente. La condicién (1) puede comprobarse caso por caso. Para
comprobar (5) podemos suponer que a4, b y ¢ son distintos de 0 y de 1.
Con esto quedan solamente los casos (a*f)* a=a*(f*a) y(a*p)* =

=a*(f*h)

(a) a+a=a1+1)=a0=0.
(b) 0=a?' 0=a¥a+a)=1+1.

(a) EIl aserto resulta evidente cuando n = 1 Supdngase que se cumple
para n. Entonces

294
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ad+.+0H 0+, +D=d+ ...+ [1+..+1]1+1)

m veces (7 4 1) veces m veces n veces
=1+..+D'AQA+...+D+A+...+1D
N N
m veces n veces m veces

=1+..+D)+A+...+ D=0+ ..+1).

mn veces m veces mn +m=mn+1)
v veces.
(b) Si m no fuese primo, o sea que m = k¢ para ciertos k,/ <m, en-
tonces
o0O=(1+..+D)=0+..+1)1+...+1)=a-+b.
N ——————
m = k¢ veces k veces ¢ veces

Por lo tanto, o bien es a =0, o bien b =0, en contrad1cc1on con lo
supuesto acerca de m.

6. (a) Si esto no se cumpliera, entonces F tendria infinitos elementos dis-

1.

8.

tintos, a saber, todos los de la forma
14+...4+1

" n veces
para todos los #.
(b) Supdngase m > n. Entonces:
14 +l=0+. . +D—1+..+1)=0.

m—mn veces m veces - n veces

Las soluciones son

ad — b
= dd—oc
aC — fa
“bc—ad

(a) Una sélo, que es 0.

(b) Por supuesto, a podria no tener ninguna raiz cuadrada (por ejem-
plo, si F =R y a = — 1). Pero si a tiene una raiz cuadrada b, enton-
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9. (a)
(b)

10. (a)

(b)
(c)

11. (a)

(b)

ces tiene una raiz cuadrada — b; ademas, si ¢* = a = b?, entonces
(c—Db)(c+b)=0, con lo que ¢ =b o ¢ =—2>b. En consecuencia b
y — b son las unicas raices cuadradas; éstas son distintas precisa-
mente cuando 14 150,

Se trata de una comprobacién directa.
En la parte (a), el simbolo 2 significa 1 + 1, Io cual es 0 en F;; la
solucidén de la parte (a) es correcta solamente cuando 1 + 1%£0.

Casi todas las condiciones se pueden comprobar directamente. Para
verificar 5(ii), obsérvese que si (x, )0, con lo que x40, y5£0,

. entonces x*—ay?#0, ya que a carece de raices cuadradas. En-

tonces
x -
—ay’ ®—ay

(x, y)@( - ):(1, 0).
X

Se comprueba directamente.

(0, 1) es una raiz cuadrada de a.

El inverso de (a,, a, a,, a,) es

a a a, a,
(=2 —7=7)
donde y = a?* + a2 + a’ + a2

Cada valor de la tabla es el producto a- b, donde a es el elemento
que encabeza la fila y b el que encabeza la columna.

i i k
i| —1 ko —j
il —x —1 i
k i =i =1

[Si denotamos 1, i, j, k por v, v, v, v,, entonces la definicién de mul-
tiplicacién puede ponerse en la forma

4 4 4
(}: aivi) . (2 iji) = ¥ abivv)).
i=1 i=1 ij=1

Esto permite una demostracién mas sencilla de que la multiplica-
cién es asociativa, comprobando primero que es asociativa para =+ 1,
i, £, £ k]



CAPITULO 29

1. (a) £(0) = f(0 + 0) = £(0) +> f(0), con lo que £(0) = 0. Al ser f un isomor-
fismo y 0541, se sigue que f(1)% 0. En consecuencia, la ecuacién
f(1) =f(1+1) = f(1)* f(1) implica que f(1) = 1.
(b) 0=1(0)=f(a+ —a)=f(a) + f(—a), con lo que f(—a) = —f(a).
Anilogamente, 1 = f(1) = f(a* a™') = f(a) * f(a™?), con lo que f(a!) =
= f(a).

2. Vamos a dar, a modo de ejemplo, una demostracién para (a). Si
o+ 1 =0 para algin « de F,, entonces, por el problema 1, 0 = f(0) =
=fla*+ 1) =f(a* a) + f(1) = f(a)* + 1, con lo que f(a) es una solucién
de la ecuacién x*+ 1 =0 en F,.

3. (1) Si x£y, entonces f(x)7~ f(y), con lo que g(f(x))5 g(f(y)), y por
lo tanto (gof)(x) £ (gof)(¥).

(2) Si z est4 en F;, entonces z = g(y) para cierto y de F,, e y = f(x) para
cierto x de F,. Entonces es z = (gof)(x).

(3)

(gof)(x + y) = g(f(x + ) = g(f(x) + f(y)) = g(f(x)) + g(f(y))
=(gof)(x)+ (gof) (),

(gof) (x+9) = g(fix ) = g(f(x) - (7)) = g(f(x)) * g(f(y))
=(gof)(x):(gof)(y).

(4) Si x<y, entonces f(x) <f(y), con lo que g(f(x)) < g(f(y)), es decir,
(gof)(x)<(gof) (y).

4. glof es un isomorfismo de R a R, con lo que g'of =1, y por lo tanto
g="7 ,

5. Pongamos f(x + iy) = x —iy. [Puesto que es # = —1, debemos tener
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f(i? = f(—1) = — 1, con lo que f(i) = i o — i, lo cual sugiere la solucién,
Este isomorfismo particular es el unico que es de todos conocido, aparte
de la identidad, pero hay en realidad otros infinitos isomorfismos. Este es
uno de los hechos para cuya comprensién se requiere, junto con ciertos
conocimientos de algebra, algunos de los elaborados teoremas de teoria
de conjuntos que pueden encontrarse en las referencias [8] y [9] de las
Lecturas Aconsejadas.]
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