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SURFACES ALGEBRIQUES COMPLEXES
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INTRODUCTION

e

Cet exposé comprend deux parties. La premifre est un survol assez rapide
de la classification d'Enriques des surfaces algébriques. On s'est inspiré,
bien entendu, de la littérature classigue sur le sujet, et en particulier du
séminaire Chafareviteh [Ch.2]. On a essayé d'&tre aussi &lémentaire que possi-
ble, en supposant toutefois connue la cohomologie des faisceaux cohérents.

On renvoie & [Be) pour une exposition plus détaillée ainsi que pour .des exem-—
ples.

La seconde partie comprend des indications sur la démonstration par
Chafarevitch et Piatechki-Chapiro du +théorZme de Torelli pour les surfaces

K 3 ([Ch.P]).



PREMIERE PARTIE

§1. Notations et rappels.

Nous dirons simplement surface au lieu de surface projective et lisse
sur C.

Soit S une surface, D, D' deux diviseurs sur S . On note :

-DED' si D et.D' sont linfairement &quivalents (i.e. D-D' est le

diviseur d'une fonction rationnelle sur S).

C%(D) le faisceau inversible associé & D .

H (S, GS(D)) » Oou simplement El(D) s'il n'y a pas de confusion possible,

les espaces de cohomologie dufaisceau 5S(Q} .

- hi(D) = dimw Hi(D)

_{6g(0) = 1°(0) - ® () + 5¥(0)
- o\ = espace projectif des diviseurs effectifs linéairement &quivalents
& D.
= espace projectif associé & E°(D) .
(si 1°(D) =2, on dit que \D} est un Eiﬁceau).

- KS ou K = diviseur canonique = un diviseur tel que GS(K) = ﬂg .

Pic(8) = groupe des diviseurs modulo dquivalence lindaire

n

groupe des classes d'isomorphisme de faisceaux inversibles



En vertu de théorémes généraux,.on & :
Pic(s) = u'(s, 0% = Hks,hes*)
ol hOS désigne le faisceau des fonctions holomorphes sur S , considérée
comme variété analytique. Cette dernidre interprétation permet de considé-
rer la suite exacté :
0= Z —> hesi’-‘ﬂ———a hog-—-ao

d'old 1l'on déduit la suite exacte importante :

0 —>H'(s,2) —> H'(s, 0g) —> Pic(s) —>12(8,2) — Ho(S, 6g)  (a)

Posons : Pic’(s) = H’(S, GS)/H1(SzZ)

NS(S) = Ker(Hz(S,Z) ->H2(S, es))
Le groupe Pic(S) apparait comme une extension :
0 — Pic®(8) — Pic(s) —> NS(S) — 0

de deux groupes de nature différente:

- le groupe Pic®(8) est un groupe divisible; la théorie de Hodge montre
que Hj(s,z) est un réseau dans H1(S, BS) , autrement dit Pico(s) a
une structure naturelle de tore complexe - et méme, en fait, de varidté
abélienne.

- le groupe NS(S)e= HZ(S,Z) est un groupe de type fini.

Le cup-produit sur H2(S,2) induit sur NS(S) une forme bilinéaire
symétrique & valeﬁrs dans Z , le produit d'intersection; si D et D'
sont deux diviseurs, on note (D'D') le produit de leurs classes dans NSs(s).
On obtient ainsi une forme bilindaire symétrique sur le groupe des diviseurs
qui joue un rdle fondemental dens la théorie des surfaces. Si C, C'

sont deux courbes irréductibles distinctes, on & :

(C.C') = nombre de points d'intersection de C et C' , comptés avec

leur multiplicité.
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Rappelons quelques théorémes fondsmentaux :.

Théoréme de Riemann-Roch -: )(OS(D)) = X(Os) +1/2 (0% - D.X)
ez i 2-i .
Dualité de Serre : h (kK-D) = n° ~(D) , 0sic2 .

On utilisera trés souvent Riemann-Roch sous la forme suivente, qui
utilise la dualité de Serre : h°(D) + h°(k-D) > % ( &) + 1/2 (0° - D.X)

Formule du genre : Soit C wune courbe irréductible sur S .

one: dimH'(C,6,) =1+ 1/2(c% + C.K)

Ce nombre est le genre de C , noté g(C) . Si C est singulidre, son
genre est strictement plus grand que celui de sa normalisée; en particulier,

on e g(C) =0 siet seulement si C‘é’!?1 .
Invariants numérigues
On pose :
q(S) = dim g (s, eé) = aim 8°(S, Q.;) (par théorie de Hodge)
pg(S) = dim (s, 6,) = din (s, 22) = aim B°(K) (per dualité de Serre)
Pn(S) = aim E°(nK) pour n=21.

On noters simplement q, Py Pn s'il n'y a pas de confusion possible.

Tous ces inveriants sont des invariants birationnels. On a :

1(08)=1—q+pg

On pose b, = dimc E*(X,€) ; per dualité de Poincaré, on a

bh=bo=1 et b, =Db

3 4 « De plus, il résulte de la théorie de Hodge

que b1 = 2q .

On pose Ytop'S) = S(-1? b =2-2b, + b,
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Ces invariants sont reliés par *la :

Formule de M. Noether : 124 (0.) = K2+ '} (s)
X 5 top

Nous utiliserons la vari&té d'Albanese d'une surface S ; rappelons iei

les propriétés qui nous. intéressent :

Rappel : vé riété d'Albanese,

Tl existe une variété abflienne Alb(S) ,-de dimension q , et un

morphisme o : S —3 A1b(S) +tels que :

-8i aq21 , o« (S) n'est pas réduit 3 un voint;

- 8i «(S) est une courbe B , cette’courbe est lisse de genre aq _et-

la fibration p : S ~—> B =& ses fibres connexes.

On dira que p est la fibration d'Albanese de S .

Nous utiliserons également le théoréme classique suivant :

"Théoréme de Bertini" : Soient S une surface, C une courbe, gq : S ~—C

un morphisme surjectif. Il existe une courbe lisse B et un diagramme
rp. J

commutatif:

tel que le morphisme p : S—3 B gait ses fibres connexes.

Notons que la fibre géndrique du morphisme p est selors lisse et
irréductible, puisque la fibre générique d'un morphisme de variétés lisses

sur € est toujours lisse (théordme de Sard) .

Enfin la remarque suivente est triviale mais extrémement utile :
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Remargue utile :

Soient C une courbe irréductible sur S , telle que 025 0, D un

diviseur effectif. Alors (D.C)>0 .

Démonstration : on Berit D = D' + nC, ol D' ne contient pas C ,
et n20 ; alors (D.C) = (D'.C) + n(c®) >0 .

§2. Applications birationnelles.

~

On peut classifier: les surfaces & isomorphisme prds, ou, plus grossidre-
ment,d isomorphisme birationrel prés. Le problime ne se pose pas pour les
courbes, puisque toute application biratidmnelle d'une courbe lisse dans une
autre est partout définie. Pour les surfaces, on va voir que toute spplication
birationnelle s'obtient & partir de transformations "€lémentaires”, les &écla-

tements.

: A
Reppel : Soit S wune surface, peS . Il existe une surface S 2t un mor-

phisme birationnel £ : §—>s s Tels que :

~ £ restreint & P (S-p) est un isomorphisme sur S-p ;

- 5-1(1!) ='E  est une courbe isomorphe 3 P’ , qui s'identifie naturellement

3 1'ensemble des directions tengentes 8 S en D .

On dit que £ est l'6clatement de S en p , et E la droite excep-

tionnelle de l'éclgfement. On a :

Pic(§8) £ Pie(s) @ z[E]

Ns(8) 2 1§s(s) ® z (E] (v)
La forme 4'intersection sur § &tant donnge par les formules :

(¢*D . &*D') = (D.D*) D,D' diviseurs sur S
(¢*D.E) =0
B = -1
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De plus on a :
K@ =g* KS + E

Soit C une courbe irréductible sur S , passant par p avec multipli-

A
cité m . On définit le transformé strict C de C comme 1'adhérence

dens § de 2-1(d~p) . On vérifie immédiatement que :

gtc=0_+nE
d'ol 1'on aéauit : 6 2= ¢% - n° et
A A
Ck=cxXx+n (c)

Nous admettons sans démonstration les théorimes suivants (ef. par

exemple {Ch.1] ) :

Théordme d'élimination des indéterminations.

Soient S une surface, V une variété algébrigque, ¥ : S~->V

-~
une application rationnelle. Il existe un morphisme 4 : § —3 S5 , composé

d'une suite finie d'éclatements, et un morphisme I : § >V tel gue

le diagramme :

soit commutatif.

Théordme de structure des morphismes birationnels.

Tout morphisme birationnel (d'une surface dans une autre) est composé

d'une suite finie d'éclatements.

Corollaire

Soit W: S —=-=->S' une application birstionnelle. Il existe une

surface S et un disgramme commutatif :
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g
v\
s ¢

S— —m=To - 55

—

ol ih » W, -sont des composés ‘d'un nombre fini d'éclatements.

Soit f : S =3 S' un morphisme birationnel. Le nombre n d'éclatements
dont il est composé est déterminé par la formule NS(S) 2 NS(S')® Z° % en
particulier, tout morphisme birationnel de S dans elle-méme est un isomor-

phisme.

Pour toute surface S, notons B(S): 1l'ensemble des classes d'isomorphis-
me de surfaces birationnellement isomorphées & S . Si 8y » Saé B(S) , on dit
que S1 domine 82 8'il existe un morphisme birationnel (i.e. un composé

d'éclatements) de S1 dens S, . D'aprds ce gui précide, on introduit ainsi

2
une relation d'ordre sur B(S) . On dit gqu'une surface S est minimale si
elle est minimale dans B(S) , c'est-3-dire si:.tout morphisme dbirationnel

de. S dans une surface S' est un isomorphisme.

Propésition

Toute surface domine une surface minimale.

Démonstration : Soit S une surface. Si. S n'est pas minimsle, il existe un
morphisme birationnel S — 84 qui n'est pas un isomorphisme. Si 8, n'est

pas minimale,il existe de méme S — 82 , et ainsi de suite; comme :
rg NS(S) > rg .NS(S1) > Xg NS(Se) S e (formule (b) p. ¢ )

on arrive nécessairement 3 une surface minimele dominée par S .

Disons gqu'une courbe E& S5 est exceptionnelle s'il existe un éclate—
ment £ : S —> 8' (S!' surface lisse) tel que E soit la droite exception-
nelle de ¢ 3 il résulte du théordme de structure des morphismes biration-

nels qu'une surface est minimale si et seulement si elle ne contient pas de
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courbe exceptionnelle.

. . - ; .
Les courbes exceptionnelles sont caractérisées par le théorime suivant

que nous admettrons :

Critére de contraction de Castelnuovo

Une courbe E est exceptionnelle si et seulement si E:.'P1 et E2 = -1

L'ensemble B(S) sera en principe connu d8s que l'on connailtra ses é1é-
ments minimaux - tous les autres €tant obtenus & partir de ceux-12 par des
éclatements. Deux cas peuvent se présenter : il y a un seul mod&le minimal,

ou il y en a plusieurs.

Définition 1 : Une surface S est réglée si elle est birationnellement iso-

morphe & CxP1 , 00 C est une courbe lisse. Si de plus C =!P1 , on dit

gue S est rationnelle.

Théordéme des modéles minimaux

Soient S, S' deux surfaces minimales, (: S —2 S' une application
birationnelle. Si S n'est pas réglée, Y est un isomorphisme.

En particulier, B(S) a un seul &lément minimal, et tout automorphisme

birationnel de S est un sutomorphisme.

La dfmonstration utilise le lemme fondamental de la théorie des surfaces:

Lemme-cl€ (Enriques-Castelnuovo)

Soient Sune surface minimale non réglée, C une courbe irréductible.

Alors : K.C >0 .
Ce lemme sera démontré plus tard ( §8) .

Démonstration du théordme : Par le théordme d'élimination des indétermina~
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tions, il existe un diegramme commutatif :

/\

S-—-..-

ol 4= f_n- cee® &y, estun composé de n éclatements et f wun morphisme
birationnel.

Parmi tous les diagrammes possibles, choisissons—en un tel que n soit
minimals il s"agit de montrer que n =0 . Soit E la droite exceptionnelle
de 1l'éclatement £1 . Si £(E) #était réduit & un point, le morphisme ¥
se factoriserait en £' o°g, et l'on contredirait la minimalité de n .
Donc f£(E) est une courbe C . Comme f -est un composé d'éclatements, il

'

résulte de la formule (c) p.7 que :.
(C.Kg:) & (B.K) = -
S
d'ol une contradiction avec le lemme-clé.

La classification des surfaces se divise donc en deux branches :
d'un cdté les surfaces réglées, qu'on peut considérer comme connmues du point
de vue birationnel, mais dont on cherchera les modé€les minimaux; de 1l'autre
les surfaces non réglées, pour lesquelles la clessification "biréguliZre"

revient essentiellement au méme ghe la classification birationnelle : il

suffire de classer les surfaces minimales.

§3. Surfaces réglées et _rationnelles

Définition 2

Soit C une courbe lisse. Une surface g€ométriguement réglée de

base C est. une surface S , munie d'un morphisme lisse, p ;: S —= C _dont




oy . s !
_les fibres sont isomorphes. & P .

1 n'est pas &vident a priori qu'une surface gfométriquement réglée

est réglée (Déf.1); cela résulte du :

Théoréme 3 (Noether-Enriques)

Soient S wune surface, p un morphisme de S sur une courbe lisse C.

. . .- -1 ey s -
On suppose qu'il existe x€C _tel que la fibre p (x) soit isomorphe a.ll’1 .

Alors il existe un ouvert U de 'C , de la forme U =C REEIIREE xn’S

(xi # X) et _un isomorphisme de p‘T(U) sur UxP' , commutant avec les pro-—

jections sur U .

Pas 1 : pg(S) 0

Notons F = 39".1 (x) .Ona Fo=0 et F.X=-2 (formule du genre),
donc si De |K| on doit avoir D.F = -2 mais aussi D.F> 0 par la

remarque utile (p. ¢ ) ,et par suite |X] =g .

Pas 2 : il existe un diviseur H sur S tel gque (H.F) = 1,

Comme pg(S) =0 , la fl8che Pic(S) — HQ(S,Z) e;t surjective ((2)p.3).

I1 suffit donc de montrer qu'il existe une classe h ¢ H (5,2) telle que

h.f‘ =1, en notant £ la classe de F dans HE(S,Z) . Pour & wvariable
dans HQ(S,Z’) » llensemble des entiers (a.f) est un idéal dé Z , de la
forme d.%Z (d»1). L'application & > 1/d (a.f) est une forme lindaire
sur HQ(S,Z); par dualité de Poincard, il existe un &lément. f£'c H?(_S,Z)

tel que :

(a.f') = 1/4 (a.f) pour tout ac Ha(s,z)

et done f = d.f' modulo torsion dans Hz(,S,Z) .

Mais comme f2 =0, ,f.[i{}= -2 et que i"2+ £'{X] est pair, on voit qu'on a
4 =

nécessairement 1, d'ol le résultat.
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Pes 3
Considérons la suite exacte :
0= O (H+ (r-1) F) — O g(BrF) — © (1) —0 (rea)
On en déduit la suite exacte longue de cohomologie :

a
H°(s, o 4 (H+rF)) = 8%, 6p(1)) — n'(s, &4 (E+(r-1)F))
b

= H1(S€ O (B+rF)) = 0

La suite des espaces gquotients H1(S, OS(H+rF) doit €tre stationnaire
pour r assez grend; donc il existe un r tel que br soit bijectif et par
suite &, surjectif. Choisissons un sous-espace vectoriel V de
HO(S, @S(H+rF)) , de dimension 2 , tel que ar(V) = HO(F, BF(1)) ; notons P
le pinceau correspondant. Il peut avoir des composantes fixes, mais elles

doivent €tre contenues dans certaines fibres Fx seees F de p dis-
1
tinctes de F (puisque P n'a pas de points fixes sur F) . De méme les

points fixes de la partie mobile de P sont conteniis dans des fibres

seres F distinctes de F . Enfin notons F yeeoy F les
x X, x X
k+1 1 1+1 t i}
fibres de p: qui ne sont pas irréductibles. Posons U = C ~{x1 see xm} s
et notons P'’ la restriction de P 3 p-1(U) . Le pinceau P' est sans
points fixes; toute courbe Ct de P' est réunion d'une section de p et
éventuellement -de certaines fibres; mais en fait Ct ne contient pas de fi-
bres, sans quoi on aurait Cy N Cin #¢ pour t.# t' . Donc le pinceau P'

est forné de sections (Ct) ; de la fibration p . Comme il est sans

‘ tep _ -
points fixes, il définit un morphisme g : p 1(U) - P1 , de fibre g 1(t)=Ct;
on en d4duit un morphisme h = (p,g) de p—1(U) sur Ux P1 . Comme

D ((x,%)) = Fa ©

L h est un isomorphisme, d'ol le théoréme.

Remargue k4

Lorsque p est lisse, S est donc un fibré en droites projectives au-
dessus de C , localement trivial (pour la topologie de Zariski). L'ensemble
des classes d'isomorphisme de tels fibrés s'identifie 2 1'ensemble

Hl(C,PGL(Z, ec)) . Or on déduit de la suite exacte :
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1— 6 — oL(2, &) — PGL(2, 6,) — 1

la suite exacte de cohomologie :
Pic(C) —> H'(C,cL(2, o)) — i'(c,poL(2, 6)) — ¥ (c, 9‘5)

Or HZ(C, 92) = 0 , par exemple parce que C est une courbe; donc tout fibré
en droites projectives sur C est le fibré projectif IPC(E) associé & un
fibré vectoriel E de rang 2 sur C . Les fibrés CE‘C(E) et E’C(E') sont
isomorphes si et seulement si il existe un fibré inversible L sur C tel

que E' 2 EgL .

La classification des surfaces géométriquement réglées sur C est donc
<

ramenée & celle des fib:és vectoriels de rang 2 sur C . Celle-ci est loin

d'étre triviale, mais peut &tre cohsidérée comme bien comprise - cf. [R] .

Lemme 5

Soient S une surface, C une courbe lisse, p : S—>C un morphisme

dont la fibre générique est isomorphe & P’ . Si une fibre de p n'est pas

irréductible, elle contient une droite exceptionnelle.

Démonstration : Soit F une fibre réductible, F = 3 n, C:.L . On a C? <0

. 2 S -
i - - - 3 - .

pour tout i (cgr ni Ci Ci (F el nJ CJ)< 0), donc par la formule

du genre K.Ci>/ -1, 1'4galité.n'ayant lieu que si Ci est une courbe excep—

tionnelle. Par suite si F ne contenait pas de courbes exceptionnelles, on

trouverait X.F 20 , ce qui contredirait K.F = -2°,

Théoréme 6

Soit C une courbe lisse non rationnelle. Les mod&les minimaux de

C,MP1 sont les surfaces géométriquement réglées de base C .’

Démonstration : Il est clair qu'une surface géométriguement réglée ne contient

pas de droites exceptionnelles, car celles—ci devraient s'envoyer surjective-—
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ment sur C , ce qui est impossible. Soient “S une surface minimsle, f wune
application birationnelle de S sur Cx[}?1 , D la projection de Cx P1.
sur C . Considérons l'application rationnelle pef : S -.—5C ; par le théo-

réme d'élimination des indéterminations il existe un disgramme commutatif :

7
Y

S~ - =l 5C

Im

ol les’ f_i sont des éclatements, et @, un morphisme. Notons E_ la droite
exceptionnelle de 1l'éclatement fn . Comme C n'est pas rationnelle,

qn(En) est réduit & un point, de sorte gue 4, .se factorise en oy aEn .

En continuant le procédé, on voit finalement que pf- est un morphisme, de

fibre générigue isomorphe & e’ .

Diaprds le lemme 5, les fibres de pf sont irréductibles, donc ration-
nelles lisses (puisqu'elles vérifient ¥ =0 , F.K=-2, d'od g(F) =0) :

par suite S est une surface géométriquement réglée de base C .

Nous nous contenterons d'énoncer sans démonstration le  résultat analogue
pour les surfaces rationnelles. On sait que tout fibré vectoriel sur P est
somme de fibrés inversibles; il en résulte que les surfaces géométriguement

réglées de base IP‘1 sont les surfaces :

F, =P . (6 ,® 0 .(n). pour n 20
n (P1 PT (P‘

Théoréme

. . s 2
Les surfaces rationnelles minimales sont £ et les surfaces Fn pour

n#1.
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Remargue T

Il est facile de celculer les invariants numériques des surfaces réglées :

si. S est birationnellement &quivalente 3 Cxl‘P1 , on trouve :
- PI;(S) = 0. pour tout n
- a(s) = g(C) .

Si de plus S est minimale # 92 ,ona:

Kes = 8(1-q) 'bg(S) =2

tandis que K22 =9 et bQ(P’a) =1.
i

Nous allons voir qu'inversement l'annulation des Pn caractérise les surfaces

réglées.

§4. Caractérisation des surfaces rationnelles et réglées.

Rappelons que nous démontrerons plus loin (§8) le :

Lemme-clé : Soit S _une surface minimele non reglée, D un diviseur effec-
tif sur S . Alors D.K2 O .

Lemme 8

Soit S une surface minimale_avec K2< 0 . Alors S est réglée.

Démonstration : Soit H une section hyperplane de S . Si (H.K)<O , on
applique le lemme-clé; de méme si (H.K) = O , en prenant D = nH+K qui. est
effectif pour n assez grand. On peut donc supposer (H.K)>0 .

Posons r =§—'—I-<- . On a:
o —K2

2
(H+r° K)2 = H2 + {H.K)7 >0 et (H+r°K).K = 0 , de sorte que si r



22

est un rationnel > g et suffisament voisin de r s ona:

(H+rK)2_> 0 (H+rK).K < O (H+rK).H > 0
Posons D_ = m(H+rK), pour tout m tel que mr € Z . Par Riemann-Roch,
on a : ho(Dm) +.h°(K-Dm) —> » quand m—3 .

Corme (K.—Dm).H devient négatif pour m grand , on voit que pour m
grand le systéme ‘Dm“ est non vide; comme Dm,.K<O , on conclut encore

par le lemme-clé.

Théoréme 9 (Castelnuovo)

Soit S wune surface avec q = P2 =0 . Alors S est rationnelle.

Démonstration : On peut supposer S minimale. Si <K2< 0 , on applique le
lemme 8 . Si K2_>,0 , le théoréme de Riemann-Roch (compte tenu de P, = 0)
donne : hO(—K); 1+ K2,>,1 donc si H est une section hyperplane, on a

(K.H) < 0 , d'ol le résultat par le lemme-clé.
Notre but est maintenant de caractériser les surfaces réglées par 1l'an-
nulation des plurigenres Pn .81 g=0, 1l'anmlation de P2 suffit;

8i g»1 , celle de p8 n'est pas loin de suffire :

Lemme 10

]

Soit S - une surface minimale avec P

2

0, q@21.0naalors
K°<'0 (et donc S est réglée) sauf si q =1

;Ba=2, K2='O.

Démonstration : la formule de Noether (p. 5 ) stéerit ici :

. 2
10 - 8q =K + b,

Il -suffit donc de vérifier qu'on ne peut avoir q =1, b2 =t . On consi~
d3re pour cela la fibration d'Albanese p : S—+B , ol B (= A1b(S)) est une
courbe elliptique; il est clair qu'une section hyperplane de 8 et une fi-

bre générique de p sont linfairement indépendantes’ dans NS(S) , de sorte
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que b2 2 2.

Proposition 11

Soit S une surface minimale non réglée avec pg =0, g=1,

Alors S = (CxF)/g, ol C et F _sont des courbes lisses de genre 21, G
un_groupe fini d'automorphismes de C , opérant sans points fixes sur C xF

(de maniére compatible avec la projection sur C) , C/G est elliptique,
et C ou F est elliptique.

1

, I
Démonstration (rapide): On considére la fibration d'Albanese ‘p : S = B,
ol B = AIb(S) est une courbe elliptigue. On désigne par F’b la fibre
p’1(b) pour beB , et par F une fidbre générique de p . On pose

(Fy, ) 7

= F,

g g 3

Pas 1 : 81 g»2, p est lisse; si g =1, les fibres de p sont soit

lisses, soit de la forme nE , ol E est une courbe elliptique lisse.

En premier lieu le fait que b2 = 2 entraine que les fibres sont irré-

dquctibles, On utilise ensuite la formule topoiogique suivante :

Foop(S) = 7"00_‘9(3) “ FooplFn 1.t 1%3 ”top(F‘o) Yo o(F4 ) (@)

Lorsqu'une fibre générique F‘1 se spécialise en une fibre singulidre
(irréductidble) F‘b » un certain nombre de 1-cycles sur F " (les "cycles
évanescents") disparaissent dans l'homologie de Fb 3 autrement dit, on a

bl(Fb) < b1(F’J) , et donc '}top(l“b)> ltop(FV ) . Or par hypothSse
)Ltop(s) = }top(B) =0 ; la formule (d) montre done qu'il ne peut y avoir

de fibres singuliéres. Enfin si Fb = nC , on *rouve :

(B) = Ny () = 27 (00) = (€.K) = 1 (R.K) = HFy .K) =%

X =
topt b Xtop

donc }top(Fb)> ",(top(Fy) ) sauf si ’\}‘top b 7(top(Fv] )=0.

Pas 2 : Si p est lisse, il existe un revEétement €tale C —> B tel que la

fibration image réciproque =5 xBC — C soit triviale (i.e. §zc x‘Fy’ ).
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La fibration p d&finit une femille de courbes de genre g sur B .
Quitte & passer & un revétement étale C de B , on peut "rigidifier" la
cohomologie (mod n) de cés courbes, c'est-3-dire rendre constant le systdme
localement constant des H1(Fb' Z/n2) et en choisir une base symplectique.
Si n3»3, on sait" ([G]) qu'il existe une famille de courbes de genre g
P : Un,g -—>Tn’g , & cohomologie (mod n) rigidifide, qui est universelle;
'c'est—i—dire qu'il existe un morphisme f : C—> Tn,g telle que la fibra-
tion S —» C se déduise de P par image réciproque. Or le revétement univer—
sel de C est € et celui de 'I‘n’g est l'espace de Teichmiiller T qui est
un domaine borné , donc le morphisme f est trivial (i.e. f(C) est un point),
ce. qui Amplique que la fibration S — ¢ est triviale. On peut supposer
le revetement C — B galoisien de groupe G , de sorte que S = (C xF)/G,
avec C elliptigue.

(Au lieu d'utiliser le thBordme difficile de structure de 1'espace de
Teichmilller, on peut considérer 1'espace ’R'n,g des.modules des variétés abé-
liennes principalement polarisées, & cohomologie (mod n) rigidifiée; son
revétement universel est l'espace de Siegel Hg , qui est un domaine borné

pratiquement par construction. Il faut alors utiliser le théoréme de Torelli.)

Pas 3 : 8i p a des fibres multiples (done g = 1), il existe un revétement

~
ramifié C —>B tel que si S d&signe la normalisée de S *oC 5 la fibra-

tion § —>C déduite de p soit triviale.

Soit B' une .courbe lisse sur S , telle que p(B') = B ; notons S'

la normalisée de S *g B' , Alors S' est lisse; on montre due pour un

choix convenable de'B', la projection S'-—>85 est &tale. La fibration
p' : S' —> B' déduite de p posséde une section :elle n'a donc pas de fi-
bres multiples; autrement dit p' est lisse. Quitte & passer & un revéte-
ment étale C de B' , on a alors comme précédemment un morphisme
f:¢— Tn,T(n >3) . Or Tn,1 est une courbe affine (c'est un revétement
ramifié de C , via l'invariant j) , donc f est-trivial et la fibration
sur C déduite de p' est triviale. On peut supposer le revétement

C —> B galoisien de groupe G , de sorte que S = (CxF“ /G, avec
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Fy elliptique.
La proposition est donc démontrée.

Corollaire 12

Soit § une_surface minimale non réglée avec P, = 0, aq=1.

(i) Il existe un entier n»0 tel que Pn #0 3

(ii) si s = (ETF)/G ,ol E et F sont elliptiques, on a nK = O ;

(iii) 81 S n'est pas du type précédent, les Pm ne sont pas bornés.

Démonstration : Il résulte de la proposition qu'il existe un revétement
étale de degré n w: CxF— 9, avec g(C) ,g(F) > 1. On a
pg(CxF) = g(C).g(F)> 1 , donc il existe un diviseur effectif Dg'[Kan\ ;

comme T est étale, on sait que K Er(*'xs , de sorte que @

CxF
* - ~

x, De |m, o w Kg] =|nkg] aod P (S)>1 .

Le méme argument montre que Prn(S)>, Pr(C =xF), ce qui montre que les Pn
sont non bornés d8s que g(C) ou g(F) > 2. Enfin si C et F sont ellip-

tigues, on a K =0 ; donc s1 D& (nKSl , le diviseur W'D est

CxF
nul, ce qui signifie que D =0 , i.e. n.KS =0 .

Du théoréme de Castelnuovo, du lemme 10 et du corollaire 12 résulte le :
Théoréme 13 (Enriques)

Une surface § est réglée si et seulement si P =0 pour tout n?>0 .

Remargue 1h

Une étude plus approfondie des surfaces du type (CxF)/G. donne la
condition d'Enriques : S est réglée si'et seulement si J?12 =0 .

Les surfaces du type S = (ExF)/G , o E et F sont elliptiques et
p_ =0 , sont appelées surfaces bielliptiques (ou parfois hyperelliptiques,

g
mais cette terminologie préte 3 confusion). On peut en donner une classifica-
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tion compléte.

§5. Dimension de Kodeira

Les résultats qui précé&dent montrent 1'importance des PIl dans la

1
classification des surfaces. Ils conduisent & poser la :

Définition 15

Soit S wune surface; pour n 0 , notons an 1'application rationnel-

le de S dans un espace projectif (éventuellement vide) définie par le

systime |nK| . La "dimension de Kodaira" de S , notée K (S)(ou simplement

Ik ) est la plus grande dimension des images des anK pour ny0 .

(On_convient de poser dim(@)= -1).

Explicitons la définition :

- kK (8) = -1 Pn = 0 pour tout n & S réglée (par le théorime
d'Enriques).

- K(S)=O{.‘——->Pn=0 ou 1, et il existe N tel que PN=1.

- K(S) = 14> Il existe N tel que Py»2 ; et pour tout n , 1'imege

de QnK est au plus une courbe.

-~ Kk(S) =2 4> 1I1 existe N tel que l'image de C?NK soit une surface.

Une définition analogue peut &tre donnée pour les courbes; on voit aussi-
t0t que K ((91) = -1, ’(C) = 0 si et seulement si C est elliptique,
et k(C) =1 si et seulement si g(C) > 2.

Exemple 16

1/ 8 =CxC' . On vérifie immédiatement que :
-si C oou C' =B, K(s)=-1;
- si ‘C et C' sont elliptiques, Kk(S) =0 ;.
- si C est elliptique, et g(C')32 , k(8) =13
-si g{c) et glc')>2, K(s)=2.
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2

3 : -~ +
2/ =V = intersection compléte dans/ pT de r hypersur-

Apseensd,

faces de degrés Ay seees dr .

Un calcul facile montre que Kg = (% 4 - r- 3)E, ol H est une
section hyperplane de S . Il en résulte que :

K(s) =-1 pour § = Vo s Vas Yy
K(s)

0 (et en fait Ky = 0) pour S = v, s V2,3 s V2,2’2

K(S) =2 pour les autres.

3/ Toute surface telle que n-K = O pour un entier n , en particulier
toute surface bielliptique (remarque 14) ou abélienne, a dimension

de Kodaira zéro.

§6. Surfaces avec k =0 .

Ce sont les surfaces avec Pn =0 ou 1 pour tout n , et

Pn =1 pour au moins un n .

Lemme 17

Soit S minimale avec K=o,

a/ On__s K2>/0
b/ ona X(Og)> 0

e/ 8i Po=P =1,¢t d = (n,m), on a Pg=1.

- . 2
Démonstration :+ a/ On a K2>/O par le lemme 8 ; supposons K> O, On a
par Riemann-Roch :

1°(nKk) + n°((1-n)K) =3 e quand n % o .

Pour ny2 , le systéme |(1-n)k)| ne peut contenir un diviseur E ,

»
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sans quoi on aurait (E.K)2>0 (Lemmé-clé) et done K2 £ 0 ; on trouve
7

donc que Pn e quand n-oeo , ce qui contredit K =0 .

b/ Comme K% =0 , la formule de Noether s'écrit :
12 )(-(es) = xtop(s) =2 - Lg + b,

soit : 8y(@g) = -2 -l4p, +b,> -6 (puisque p,41)
d'oll le résultat.

c/ Soient Delnkl , Ee |mK) ; posons m =m'd, n = n'd. Comme an =1,

en a m'D=n'E € 111;2_ Kl , @0l D=n'4 , E=n'a pourundivise%r
effectif B . Posons & = A -dK dans Pic(S) ; ona m'€ =n'€. =0,

7

d'odl £=0 puisque (m',n') =1 ; done 4 € ‘dKi et Py=1.

Théordme 18

Soit S wune surface minimale avec X = 0.. Une des 4 possibilités

suivantes est réalisée :

1/ p,=0, @=0 .Alors 2K=0.On dit que S est une "surface

g
d'Enriques”.
2/ Py =0, q=1 : S estune surface bielliptique (remarque 1k)
3/ Py = 1, q@=0 .MAors K=0 . On dit que S est une "surface K3".
L/ g = 1, q@=2 . Alors S est une surface abdlienne.

Démonstration : 1/ 8i Pg =0, q=0,o0ona P >1 par le théoréme de

Castelnuovo, d'ol par Riema.nnERoch :
n°(-2k) +n°(3K)>1 .

Comme pg =0 , on doit avoir P3 =0 par-le lemme 17. ¢/ , donmc
h°(-2K) » 1 ; par suite 2K = O .

2/ Les surfaces minimales avec p‘g =0, q21 ont été’
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classifides (§l4); il résulte du corollaire 12 que celles
qui vérifient K = 0 sont les surfades bielliptigques.
— Supposons maintenant pg =1 . Par le lemme 17 b/ , on

a ¢g=0, 1 ou 2.

3/ Si q = 0 , Riemann-Roch donne n°(-x) + n°(2K)> 2 ,
dtod h%(-K) =1 et K=0,

3'/8i q=1, il existe un diviseur &£ tel que £ # 0
mais 2§ = 0 . Appliquons-lui Riemann-Roch :
(&) +2%(k-€) 21 a'od n(k-2)21 .
Soit D€ [K-£], K € [K] ; puisque P,=1,o0na
2D = QKO et donc D = go , ce qui contredit' e £o.
Il existe donc pas de surface minimale avec K= 0 ,

p =1, a=1.

4/ I1 reste & démontrer. qu'une surface vérifient k=0 ,
p =1, q=2 est une surface abélienne. C'est l'objet

de la proposition 20.

Lemme 19

Soient S une surface, B une courbe lisse, p : S —>B un morphisme

surjectif & fibres connexes, C1 seees Cr les composantes irr&ductibles d'une

£i e F = .
fibre F de p, D 2. n; C, (nié Z)

Alors Des 0, et D% = 0 si et seulement si D = r.F, (req).

Démonstration : Posons F, =5 m. C,, m > O.Ona:
e e b i7i i
D2=Zn? 22 = n.n,(C..C.)
11 1 1< 1J 1 g
Eliminons les C? en utilisant.le fait que (Fb'ci) =0 :

m,
0° = e, &~ L.c,) +2 2 . n.(c..c.)
[ e S P m icg 717§
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m, m,
2 2 -
= X (c..c) (-n2 A-n2 E
oy (Cl C,]) (= nf = nj ey 2 n; nj)
n. n.
=- 2o (c..c)mm (- -d)2¢0
1€y LT3 TL Ty 'm, m.
z J
. n. n,
Comme UCi est connexe, on n'a égalité que si ;]'- = ;‘l pour tous 1i,J
d'ol le lemme. 1 J
Proposition 20
Soit S une surface minimale avec =0, p =1, q=2 . Alors

S est une surface abélienne.

Démonstration : Notons A = A1b(S) et « : S —3 A le morphisme d'Albanese.
On distinguera quatre cas, suivant que “o((S) est une courbe ou une surface,

et KS est trivial ou non.

1/ K, #0
Notons K 1le diviseur effectif de lel . Ecerivons K = z n, Ci B
comme K2 =0 et K.C’ia 0 pour tout i s ona K.C, =03 par suite :
0=X.C, =n, ¢+ Z¢ n.(C..C,)
1 Jd 1 3

i 71 J#i
donec ou bien C? = -2 et Ci est rationnelle lisse (car K'Ci =0) , ou
bien Ci =0, Ci.Cj =0 pour tout j#1i.

On conclut gue si l'on &crit K4= 5: D, ol les D_ sont des diviseurs
effectifs & supports connexes et disjoints, on a’ Do< = 0 pour tout «
et :

- ou bien D, est une courbe irrédductible de genre 1 (i.e. une courte

elliptique lisse ou une courbe rationnelle avec un point double)

- ou bien D, est réunion de courbes rationnelles lisses.

1a/ K#0 et «(S) est une courbe.
R e N e U U
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On considére la fibration d'Albanese p S ~—) B . Comme B est

de genre 2 , les diviseurs Dy sont contenus dans des fibres de p ;

par le lemme 19 , on doit avoir D, =r, F’b pour tout « , avec
+ =3

r, € Q et bd'éB . Pour n convenable on aura donc :

- . +
K = ndeu( -p*(ZnO"bD() avec 1n€Z

dés que n est assez grand on-aura Pn>2 , ce qui contredit ¥ =0 .

15/ XK£0 et «(8) = A .

Comme A ne contient pas de courbes rationnelles, toute composante D,

de K contenant des courbes rationnelles est contractée sur un point; or
par un théoréme de Mymford,tout diviseur effectif D tel que w (D) soit
un point vérifie D2< 0 . Les seuls ‘D, possibles sont donc de la forme
nE, oif E est une courbe elliptique lié:se, telle que « (E)' soit une
courbe. On sait qu'd translation prés, tout morphisme de E dans A est
un morphisme de variétés abéliennes; de sorte qu'en choisissant convenable-
ment l'origine de A on peut supposer que o(E) = E' est une sous-variété
abélienne de A. Posons A' = A/E' , et considérons la fibration

f: S -—3A' ., Par le théoréme de Bertini (p. S -) , il existe un diagramme

commutatif :

s £ > A

p /7

B

ol B est une courbe lisse, et oll les fibres de p sont connexes. Comme
p(E) est réduit 3 un point, et B =0 , on d&duit du lemme 19 que
E =(1/qub , Q€& 7. On conclut alors comme précé&demment que Pn>/2 pour

n assez grand.

2a/ K=0 et o(S) est une courbe.
e P B S R D Ml U

Posons o (S) = B , et choisissons un revétement étale de degré> 2 B' —> B

Soit 8' =8 x, B' 3 §' est connexe, et munie d'un revétement étale



32

Ty S'"—5S.0na 7'(‘95')"'0 et KS,ER*KS =0, d'od
pg(S') = 1; on en tire q(S') =2, Mais ona g(B')23 et q(S')xg(B')
(par exemple parce que la fl&che (s, 52}13,) — B°(s*, Q;,) est injective),

d'ol contradiction.

Il y a donc une seule possibilité
2b/ K20 et o&(S)=4.
R i M i

Pour démontrer la proposition, il suffit de montrer que o est étale, puisgue
tout revétement &tale d'une variété abélienne est lui—méﬁé une variété abé-
lienne; autrement dit, si w est une 2-forme partout # 0 sur A , il
suffit de montrer que «* w est partout # 0 sur S . Comme o est géné-
riquement étale, la forme «* . n'est pas identiquement nulle; puisque

Kg =0, elle est donc partout #0.

§7. Surfaces avec K =1 et K =2,

Proposition 21

Soit S une surface minimale. Les conditions suivantes sont &ouivalentes.

a/ K= 2

b/ X 2) 0 _et S .non rationnelle

c/ Il existe un entier n, tel gue tout nzn , l'application rationnelle

x : S—-> BY  est viretionnelle.

Démonstration : Il est clair que ¢/ => a/ . Montrons que b/ =>e¢/ : soit H
une section hyperplane de S . Comme K2> 0 , le théor2me de Riemann-Roch
donne : h°(nK - H) + 2°((1-0)K + H) —> & quand n — e'.

Puisque ({(1-n)X + H).X devién’c négatif pour n grand, il résulte du
lemme-clé que le systdme |(1-n)K + H| est vide, donc pour n2> n

Ink - H] contient un diviseur effectif - En :ona nk=H-+ En . I1 est
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s =
slors clair que l'application raticmnelle ?‘nK . -restreinte 5 3 - =
4
est un plongement.

L'implication . &/ => b/ résulte aussitdt du :

Lemme 22

2

Seoit S une surface minimale avec K 0 . Supposons gque pour un

g
n»i ., le systéme ani ne soit pas r3duit & un seuwl divissur, de sorte gque

K =7+ M , ol Z estla partie fixe de |nK| et [M! n'a pas de compo-

: 2 “ 2
santes fixes. On a alors K.Z =K.M=2" =ZM=M = 0; le systdme M

n'a pas de points fixes, et définit un morphisme (gel 2 ({’HK) de 5

sur une courbe.

Démonstration : S est non réglée, donc K.Z et K.M sont > O
(Lemme-c18); comme : aK? = K2 + KM '

on a K.Z2 =KM=0 . Puisque le diviseur M est mobile, on & M2>,O
et MZ20 3 or:

M = M(nK .- Z) = -M.Z dgone M =MZ=0
et par suite 22 = 7.(nK-M) =0 .

Comme M2 =0 , le systdme [M! est sans points fixes, et ‘aéfinit
donc un morphisme ¢ : S ~—~)tPN ; si  Q(S) était une surface, on surait

M >0, done @(3) est une courbe .
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Remarques 23

1/ On peut améliorer notablement l'assertion ¢/ : si S est une surface
minimale, le systéme |ni(| est sans points fixes d8s que n2k ; a3s que
n>»5 , le morphisme qu est un isomorphisme en aéhors de certaines courbes
rationnelles, qui sont contractées en des points singuliers d'un type trds
simple ("singulerités rationnelles"). On renvoie & [B] pour une &tude trds

compléte de la situation.

2/ Malgré le peu qu'on en a dit,les surfaces avec K= 2 (appelées
aussi "surfaces de type général" sont celles que 1l'on rencontre le plus

fréquemment; il suffit pour s'en convaincre de regarder gquelques exemples

- Toutes les surfaces intersections camplétes, sauf les Vo V3,"Vh, Vy os
’

V2’3, V2’2’2 sont de type generé.l {exemple 16.2) ;

- Tout produit de courbes de genre,»2 (plus généralement, toute surface fi-
brée sur une courbe de genre y 2 , avec fibre.générique de genre >-2). est

de type général (exemple 16.1);

- Toute surface contenue dans une variété sbélienne est de type généralj;
-S8i £:8"'=>s eét surjectif, et si S est de type général, alors
S' est de type général.

Passons maintenant ‘aux surfaces avec K =1 :

Théorime 24 ‘

. . . 2 .
Soit 'S une surface minimale avec K=1 .-Alors K =0, et il

existe un morphisme surjectif p : S —> B, ol B est une courbe lisse,

la fibre générique de p &tant une courbe elliptigue lisse.

Inversement, soient S wune surface minimaile, B une courbe lisse,_

p : S—B un morphisme surjectif dont la fibre générique est elliptique.

Alors 1'une des 3 possibilitds suivantes est réalisée :




(i) S est une surface réglée de base elliptique.

(ii) 8 est une surface avec K. =0 .

(iii) ona K =1 ; alors dans Pic(S)® 2@

K= Z r; Fbi R riGQ R 0 avec Fbi= p*'(bi)

Démonstration : Soit S une surface minimale avee K = 1 ; il résulte

du lemme 8 gt de la proposition 21 que K2' =0 ., Soit n. tel que Pn>/2;
notons Z la partie fixe du systéme |nKl , M sa partie mobile. Le
lemme 22 montre que M dé&finit un morphisme ¢ : S =>C D'aprés

le théoréme de Bertini (p. S ) , i1 existe une factorisation :

ol ' B est une courbe lisse, et oll la fibre générique F de p est lisse
et irréductible. Comme F est contenue dans un diviseur de |M\ et que
K.M= 0 , on déduit du lemme clé que K.F =0 , d'od g(F) = 1

puisque F2 =0 .

Inversement, partons d'une fibration p : S —> B dont la fibre géné-
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riqgue F est une courbe elliptique. Soit D =Zni c; € Ink! (nez, ni>/1)

Comme (D.F) = n(K.F) =0 , les C; doivent E€tre contenus dans les fibres de

Dp; on a donc Deé 0, 1'égalité n'étant réalisée que si
D= 3. T F.bi

Examinons maintenant la place de S dans la classification. 81 S

» ‘avec ri€Q+ (lemme 19)

est réglée de base C , la fibre F s'envoie surjectiyement sur C , donc
C est elliptique ou rationnelle. Si S &tait rationnelle on aurait

K2 = 8 ou 9 (remarque 7), a'ol |-K|# @ per Riemann—Roch; mais alors
on trouverait (—K)zs 0 d'aprds ce qui préc&de, ce qui est impossible.

Si S n'est pas réglée, on a nécessairement K% =0 , donec Jcc¢2.
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La derniére assertion résulte de ce qui précdde.

Corollaire 25
Ve

Soit S _une surface minimale avec K =1 . Il existe un entier 4 21

tel que le syst3me [dK| soit sans points fixes.

Démonstration : Soient n tel que Pn #0, et De |nK]; on a vu que
+
D=3 . Fb , » Bvec T, €@ . Soit e un entier > 1 tel que
i
er. =m; soit entier pour tout i ;-alors :
= =p *
enk > m, Fbi ) (Z m, bi)

Pour e assez grand, le systime ]Zmi bi\ sur B est sans points

fixes. Il en va donc de méme pour le systéme [dK] , avec - 4= en.

§ 8. Démonstration du lemme-clé

Soit S une surface minimale, C une courbe sur -S -telle que

(C.K) < 0 . La formule du genre montre que C%)/ o .

a/ On a Pn(s) =0 pour tout n>0 ; car si D€ |pK} , on aurait
D.C > 0 par la remarque utile (p. 6 ) , d'odl X.C 2 0Q .

~
b/ Si @>1 1l'image de S dans sa variété d'Albanese est une courbe :

car si C' @était une surface S' , on pourrait trouver une 2-forme holo-
morphe sur Alb(S) ayant une restriction & S' non identiquement -nulle;

par image réciproque, on en déduirait une 2-forme holomorphe non nulle sur S.

Si q21, il existe donc une fibration p ¢ S—>B , ol B est une

courbe lisse de -genre q .

Premier cas : K2.<- o .

On va supposer que S n'est pas réglée, et arriver & une contradiction.

¢/ Il existe une courbe C telle que C.K< 0, |C+k] =6 .

En effet le produit (C+nK)}.C devient négatif pour n assez grand,

donc par la remarque utile il existe un n tel que :
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lc+nx| #¢ [c+ (n+1)K | = 8
si p="2 nicié\ci-nKl ,ona DX«cO ets|D+k] =0 ; donc il

existe une courbe Ci vérifiant Ci'K <0, et ona lCi + K|= ¢- .

d/ Soit C une courbe vérifiant C.K<O , |C+#K|=¢ . Alors g(C) = a3

si @»2 5 C est une section de la fibration p : > B ;3 si =1 ,

C est un revétement étale de B .

|

Appliquant Riemann-Roch, on trouve en effet :

0 = n°(c+K) > 1-q + 1/2 (c2+c.x) = g(c) - q
c'est-a-dire g(C)<aq

Si q =0, on trouve g(C) =0 . Si, q>1 , C ne peut €tre contenue
dans ! ' une ;‘ibre F, de D , sans
quoai on aurait F‘b = nC (puisque c2>/o : lemme 19) E d'ol g(F,1 )< 0
par la formule du genre, et S serait réglée. Donc C est un revétement ra-
mifié de B , de degré 4 , avec K points de reamification. La formulé
de ‘Riemann-Hurwitz :

2g(C) - 2 = d(2g-2) + r

montre alors que r =0 , et d=1 saufsi q=1.

e/ Il existe une courbe € sur S vérifiant C.K<-1, |C+K] =6 .

C'est clair si g = O , car pour toute courbe C telle que C.K< O ,
fc+k| = ¢ -, on a g(c) =0 par &/ , donc C.K# -1 sans quoi C serait
exceptionnelle. Supposons donc q 21 .

Soit C telle que . (C.K)< O , |C+K| = '¢.. On voit comme en ¢/ qu'il
existe un n tel que :

{2C + nK | contient un diviseur effectif D ; |D+k| =0 .
r
On a D.K< -1 . Posons D = Z. n, C, 3 on peut supposer que tous les

i=1 i1
Ci vérifient Ci.K<0 . On a aussi [Ci +K)=0¢ , et par suite g(Ci) =q
(par 4)) .
Supposons qu'il existe un 1 tel que ni>2 3 alors lK+2Ci] =@ , d'ol

par Riemann-Roch :
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0= h°(K+2Ci) 2 1-q + 1/2 (hc? +2C;.K) = 3(a-1) - (C;.K)
ce qui est impossible.
Supposns que r»2 ; alors lK+C1+C2\ =¢, d'ol :
= 1° =n! D 2
0=nh (K+c1+02) =h (x+c1+cz) +'1-q + 1/2(c1+c2) + 1/2(C1+C2).K
. _
=h (K+C1+C2) + g-1 +(c1.02) .

Ceci entraine CT"Cz =¢ et h‘(K+C +02) = 0 ; mais la suite exacte :

1

0 — es(—c1-c2) — eS. — 601 ® ece — 0
donne h1(—C1—Cé) = h1(K+C1*C2);.1 , d'ol contradiction.
Ainsi le diviseur D est une courbe irréductible C , qui vérifie

(C.K)<-1 et |C+K] =90 .

£/ O4 l'on arrive & une contradiction

Soit C une courbe vérifiant (C.K)<-1 et [C+K|=¢ . On a :

R(C)21-q + 1/2 (C°-C.K) = = (C.K) , i.e. ho(C)p2 .

Si q =0, on a donc sur S un pinceau de courbes rationnelles : on
conclut par le théordme de Noether-Enriques que S est rationnellé.
Dans le cas g2 1 , supposons d'abord que C soit une section de la fibration
d'Albanese. Sa trace sur une fibre générique F est donc un point, et ce
point doit bouger linéairement sur F : ceci entraine gque F est rationnelle,
donc que S est réglée.

Reste enfin le cas ol g =1 et C est un revetement étale de B ;
dans' ce cas on considére la surface S' =8 xBC et la fibration p' : S'->C
déduite de p . Elle posséde une section naturelle e : C —>S' ;
la projection T: S' — S est étale,de sorte que :

(e(c).xs,) = degc(e*xé,) = degC(KS) lc = (C.K) < -1 et

Y(Oge) = deg(w). X (0g5) =0 .
Le théoréme de Riemann-Roch donne alors comme précédemment h (5',e(C))>2,
de sorte que S' est réglée et donc aussi S .
Deuxiéme cas : K2> 0

g/ Le lemme 10 montre elors que gq = O . Comme P, =0, le théordme
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de Riemann-Roch donne
12(-K) 3 1+K° » 2

Supposons que {—K‘ contienne un diviseur réductible R . Comme
R.K<O , on peut écrire R = C+E , oll C est une courbe irréductible telle
que (C.K)<O et E un diviseur effectif; mais slors IC+tK| = |-El=¢ et
on conclut comme en f/ que S est rationnelle.
On peut dogc supposer désormais que tout diviseur de x| est irréductible.
)

Comme (-K)© > 0 , la remarque utile montre que pour tout diviseur D
! -

effectif sur S il existe un n tel que :
Ip+ x| #¢ D+ (n+)K | = 0@

Soit E&|D + nK|, et supposons d'abord, E # 0 . Soit C une courbe
irréductible contenue dans E ; on a |C+kl=¢ , et C.K<O puisque 1-x |
contient au moins un pinceau de courbes irréductibles. On en déduit comme
précédemment que S est rationnelle.

Reste le cas ol quel que soit le diviseur D sur § , il existe un n
tel que D + nK = 0 ; autrement dit, bﬁ_ Pic(§) = 7.(K]. Comme pg =0,
la suite exacte((a) p. 3 ) mbntre qu'on a alors Hz(_S,Z) = 2.[K]; la

dualité de Poincaré entraine alors K2 =1 . Mais on a :

‘Atop(s).-—- 2-2b, +b, =3

2
&) =1

et i1 y a donc incompatibilité avec la formule de Noether.
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DEUXIEME PARTIE .

§1. Structures de Hodge .

Pour tout Z-module I', on notera FR =T @z R et Tc =T @z c .
L'espace vectoriel’ complexe TC est le complexifié de TR; il est donc muni 4'

une conjugaison canonique, notée x —> x .

Définition 1 : Une structure de Hodge de poids n sur un Z-module de type fini

I' est une décomposition :

I‘C = P+g=n HP’q (p,q > 0)

od les HP*? sont des sous—espaces vectoriels complexes -de Pc, vérifiant

HISD = FP>Q |

Soit X une variété projective et lisse sur €; pour tout n, la théorie de
Hodge définit une structure de Hodge de'poids n sur Hn(X,Z). Le sous-espace
HP>2 ge H™(X,€) est alors canoniquement isomorphe 3 HY(X,0P); en particulier
on identifie H°(X,Q§) 3 un sous-espace de H(X,€) (égal 3 H®>°) via la coho-
mologie de de Rham : les n-formes holomorphes sont fermdes, donc définissent

des classes de cohomologie dans HU(X,€):

Exemple 1 : Stiucture de Hodge de poids 1.
Rappelons que si V est un espace vectoriel réel, il est éduivalent de se

donner une structure complexe sur V (i.e. un endomorphisme J de V tel que

2 eps
JT = —1V) ou une décomposition de V ®R C en deux sous-—espaces complexes con-

Jugués : si V est muni d'une structure complexe, on décompose V g € suivant
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les 2 sous-espaces .propres de J relatifs aux valeurs propres +i et -i; inver-

sement, si Ve_ €C=We W, on aérinit J sur V par ld formule J{(w+w) = i(w-w)

R
pour tout w e W.
I1 en résulte que la donnée d'une structure de Hodge de poids 1 sur I' est
équivalen%e-a la donnée d'une structure complexe sur PR’ ou encore sur le
tore réel Tﬁ/ﬁ .81iT = H1(X,Z), le tore complexé ainsi obtenu est la variété

de Picard associée a X.

Exemple 2 : Structure de Hodge de poids 2 .

C'est une décomposition FC = g2° su

1 = . . y eis . P
g = i1 . on ne sait pas associer & cette décomposition un objet géomdtri-

=0,2

® H°’2 , avec H2’°-= H et

que aussi simple qu'un tore complexe.

Définition 2 : On appellera polarisation d'une structure de Hodge de vpoids
n (T,82°%) 1a donnée d'une forme bilinfaire non dégénérée sur Tc, symétrique
si n est pair, alternde si n est impair, prenant des valeurs entidres sur T,

et vérifiant

1 A
(a.B) =0 siaen?, penP :q, et ptp' #n ;
(a.a) >0 siae B, npair ;
i(a.&)‘> 0 siae H?® , n impair .

Si.X est une variété de dimension n, le cup-produit définit une polari-

sation sur la structure de Hodge de H™(X,Z) .

Exemple 1 : (suite).

Une polarisation correspond 3 une forme alternée sur I', qui étendde 2 T
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vérifie :
s
(Jo..JB) = (0.B) et (Ja.a) >0 opour a,B ¢ Tg -
C'est ce .qu'on appelle une forme de Riemann (ou une polarisation) sur le tore
complexe T = FR/F . A partir d'une telle polarisation, la théorie des fonc-
tions théta fournit un plongement projectif de T, qui est donc une variété

abélienne .

Exemple 2 : (Suite)

Soit (F,Hp’q) une structure de Hodge polarisée de poids 2, de sorte que

Ta = H2’O ® H1’1 @ H°’2. Les 'sous-espaces Hg’o et Ho’2 sont isotropes; comme

[
(a.a) > 0 pour tout a e H2’°, la restriction de.la-forme bilindaire 3

2,0

H o B°*2 est non dégénérée, de sorte que H1’1 est 1l'orthogonal de

12° H°’2 dans FC. I1 en-résulte que la donnée sur ', muni d'un produit sca-

laire, d'une structure de Hodge polarisée (par le produit scalaire donné) &-

>

quivaut 3 celle du sous-espace isotrope H2’° dans FC, vérifiant (o0.c) > O pour
tout o e 52°

Notons G(rc) la grassmannienne des sous-espaces isotropes de dimension
12° ge Tgs c'est une varidté algébrique projective. La condition (a.a) > 0
pour tout a e H2’° définit un ouvert (analytique) G°(Pc) de G(Tc), dont les
points correspondent bijectivement aux structures de Hodge polarisées sur T
(muni d'un produit scalaire fixé).

Soit X + T un morphisme lisse de variétés algébriques, dont les fibres
sont des surfaces, et soit O un point de T. Posons I' = HZ(XO,Z), muni de la

forme d'intersection. Supposons que l'action de ﬂ1(T,O) sur T soit triviale;

il existe alors pour tout t ¢ T un isomorphisme canonique I' -+ HQ(Xt,Z),
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respectant les formes d'intersection. En transportant par cet isomorphisme la
structure de Hodge polarisée deAHQ(Xt,Z), on obtient, pour tout t une structure
de,quge polarisée de poids 2 sur I', d'oll une application T + GO(TC). La théo-
rie de Hodge pérmet de prouver que cette appliéation est analytigue; on dit
que c'est/l'"application des périodes" de la famille de surfaces X - T,

Cette terhinologie est justifiée par la raison suivante. La structure,de
Hodge d'une surface X est déterminde par la position de B2+° dans HQ(X,C); or
si.l'on identifie HZ:© 3 H°(x,s22) et HZ(x,c),au dual de Hg(x,c), la flé&che
i HO(X,Q2) > He(x,c)* correspondant 3 1'inclusion est donnée par
<i(w),y> = fym pour w € HO(X,Qz), Y € Hy(X,Z). Si 1'on fixe une base (wy)

J
-

de_Hd(X,Q?) et une ﬁase (Yi) de H2(X,Z), la structure de Hodge est déterminée
par la "matrice des périodes" (Iy;wa)

'8i par exemple pg(X)'= 1, la_variété G(TC) est la quadrique dans
P(HE(X,C)) définie par 1l'annulation de la forme quadratique sur Hz(x,c); si
l'on choisit une base (Yi) de H2(X,Z), le point de-cette quadrique correspon-
dant 3 la structure de Hodge de HE(X,Z) a pour coordonnées fy'm , ol w est une

i
2-forme #0 sur X.

Probléme de Torelli .

R. Torelli a démontréd (tTJ) que la donnée, des périodes d'une surface de
Riemann X (i.e. de la structure de Hodge polarisée sur H1(X,Z), ou encore de
la jacobienne polarisée JX) caractérise X i isomorphisme pré&s. On appelle
maintenant "probléme de Torelli" la question de savoir si les structures de

Hodge polarisées sur la cohomologie d'une varidté déterminent la variété. lLa

solution de ce probldme trds difficile n'est.connue que dans de rares oas.
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Le cas des surfaces K3 a été résolu récemment par Chafarevitch et Piatechki-
Chapiro ([Ch-P]); on va donner ici une indicatioﬁ/de leur démonstration.
On renvoie pour les détails (et des compléments) & 1'article [Ch-PJ.

Etudions d'abord le probléme de Torelli pour les surfaces abéliennes.
La structure de Hodge de poids un d'une telle surface A détermine sa variété
de Picard, c'est & dire 14 varidté abdlienne duale A; il est bien connu aque
1'on récupdre A comme variété abdlienne duale de A. On a &galement un théord-

me de Torelli pour les structures de Hodge de poids 2 :

Proposition 3 :

Soient A, A' deux surfaces abéliennes. Si les structures de Hodge vola-

risées sur H2(A,Z) EE'H2(A’,Z)‘sont isomorvhes, A et A' sont isomorphes.

Démonstration : Rappelons qu'il existe un isomorphisme canonigue de A2H1(A,Z)
sur HQ(A,Z); avec cette identification, la décomposition de Hodge de HQ(A,C)
est donnde par :

B2(A,¢) = A%H'(a,0) = A%1"°° o (1'°%x") & A%°>]
I1 faut donc montrer que la position de 1'°° dans H1(A,€) est caractérisée
par celle de A°E1° dans A2H1(A,€); or, c¢'est 13 un résultat bien connu: il
exprime que le "morphisme de Pliicker", qui va de la gressmannienne des droi-

3

tes de P~ dans PS, est un plongement.
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§2. Surfaces de Kummer et surfaces K3 .

Rappelons (Théor&me 18;1ére partie) qu'une surface K3 est une surface
vérifiant K =0, q = 0. Les intersections complétes Vy» V2’3, Va,e,e sont des
surfaces K3 (cf. exemple 16, 18re partie); plus généralement, pour tout g 2 3
i1 existe une [famille de surfaces K3 de degré 2g-2 dans P%, Nous allons indi-
quer une construction particulidre de surfaces K3, & partir de surfaces abé-
liennes.

Soit A une surface ab8lienne. L'involution 6 de A, définie par 6(a) = -a,
admet 16 points fixes isolés ByseeesBygs qui sont les points d'qrdre 2 de A.
Notons € : A+ A 1'éclatement de ces 16 points, Ei le diviseur exceptionnel
€_1(ai) (1 < i < 16). L'involution 6 se prolonge en une involution o de A.-

On désigne par X la variété quotient ﬁ/o, par T : ' 1l'application canoni-

. = B
que; on pose L; W(El; .

Proposition 4, Ia -surface X = A/0 est une surface K3, appelée surface de

Kummer asssocife & A.

Démonstration : Montrons d'abord que X est lisse. C'est clair en dehors des
Li; socient p € Ei , 4 = w(p). On peut trouver des coordonnées locales (x,y)
sur A au voisinage de ag telles que :

efx'= -x 0%y = ~y
et que x et t = % forment un systéme de coordonnées locales dans K au voisi-
nage de p. Comme ot = t; on conclut que t et u = x2 forment un systéme de

coordonnbes locales sur X au voisinage de q; en particulier X est lisse en q.

Soit w une 2-forme holomorphe non nulle sur A. La forme e*w est inva-
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riante par 0; elle est donc de la forme 1*6, ol o est une 2-forme méromorphe
sur X. Il est clair que o est holomorphe et partgut #0 en dehors des Li; au
voisinage de a;, ona @

w=%kdx A dy ketC€
d'old, esu voisinage de p : ew = k dx A a(tx) = kx.dx A dt = % m(au A at),
ce qui montre que’a = %-du A dt est holomorphe # O sur L. Ainsi o est une
2-forme holomorphe partout # 0 sur X, donc Ky = 0. S'il existait une 1-forme
holomorphe non nulle sur X, on en déduirait une 1-forme holomorphe # O sur A
invariante par 6, ce qui est impossible : donc q(X) = 0 et X est une surface
K3 .

Le surface de Kummer X contient 16 droites rationnelles LT""3L16; vé-

rifiant Li'Lj = 0 pour i#j. Inversement :

Lemme 5. Soient X une surface K3, L1"”’L16 16" courbes lisses rationnelles

telles que L; n L3‘= ¢ pour i#j. Supovoscons qu'il existe 1 e Pic(X) tel que

21 = ZLi.dans Pic(X). Alors X est une surface de Kummer.

Démonstration : Notons L le fibré en droites de classe 1; soit s une section
au £ivré 12 dont le-diviseur des zéros est IL;.
Posons : A= {xelL, 2 =5} .
La projection de L sur X 3éfinit un rev@tement doudle T : A + X, ramifié le
long des L:., On a W*Li = 2Ei , ol Ei est une courbe rationnelle lisse; de
plus :

hE§=(n*Li)2=2L = -4 a'od E§=—1.
Le critére de contraction de Castelnuovo montre qu'il existe un morphisme bi-

. -~ .
rationnel € : A » A qui contracte les E; . Prouvons que A est une surface
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abélienne. On a :

*o = . * i - .
€K, + IE; =7 Ky + ZEi , dfol K, =0.

1

kz
Calculons X(UA) = X(GK)_. On vérifie facilement que ™, 05= Gk oL 3 par

2

suite x(dk) = x(ﬁx) + x(L.1) =k + % 1% par Riemann-Roch.

or 12 =,% (ZLi)a =~ 8 ; on a donc X(BA) =0, d'ol q(A) = 2.,
La classifichtion ées surfaces (Théorsme 18, fére partie) montre que A est
une surfaqe‘abélienne.

Notons 0 1l'involution qui &change les deux feuillets du revétement rami-
fié m; comme U(Ei) =E; , e.le provient d'une. involution 6 de A. Soit
a; = E(Ei) 1'un des points fixes de 8; € opére sur 1l'espace tangent & A en
a; par multiplication par -1. On en d8duit aussitdt que 0 est 1'involution

a +*> -a de A, pour la structure de groupe de A pour laquelle a; est l'origine.

Par suite, X est la surface de Kummer associe & A.

Lemme 6. Avec les notations précédentes, désignons par Ly le sous-groupe

de HQ(X,Z) engendré par les L;. Le sous-groupe q*e*Hg(A,Z) c‘Hz(X,Z) est 1!

orthogonal de Ly dans ne(x,z).

Démonstration : Au cours de la démonstration, on notera pour abrégef
Hi(T) = Hi(T,Z) pour toute variété T.

I1 est immédiat que ﬂ*e*Hé(A) c (LX)L; montrons 1l'inclusion contraire.
Soit x € (Lx)l; comme T x est orthogonal aux E;, il existe & ¢ HZ(A) tel que

T'x = €*a. Comme x = %—w*w*x, il suffit de prouver que a = 2a' pour un

a' e H2(A); ou encore, par dualité de Poincaré, que (a.b) est pair pour tout

b e HO(A).
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- - .
Posons A7 = A ~ UEi’ =X~ ULi 5 nofons W' : A' + X' le restriction

. I3 - e
de 7. Considérons le diagramme de suites exactes *

16 {ri) 2 2
0 ———— 30 —— 2 s g(X) (XY —— 0
|« Vo
2 lw lﬂ’*
16 (E;) 2., 2.,
0 ——> I —_— 7(4) ———— H(A'}) ——= O

On ve montrer plus bas que T'* est surjectif; on en déduit que HQ(E) est en-
gendré par To(m™) et les E;. Posons v = 1ty + In;E,, avec y ¢ EQ(X),
n; e Z; on & :
(a.b) = (e*a.e™p) = (s*a.ﬁ*y) = (r'%.1y) = 2(x.y)
d'ol le résultat.
I1 reste & montrer que T'* est surjectif. Puisque 7' est un revétement étale
de degré 2, il existe une suite spectrale :
5% = 57(27(2),5%A")) ~>#*"x")
Notons 0 1'action de 1'involution o (restreinte & A') sur HY(A'), et
e_= (-1)P.14 . La théorie de la.cohomologie des groupes finis donne :
P HA(A')
E?q = Ker(cq-ep)‘/ Im(cq+ep) pour p # 0 .
Pour g < 2, la restriction H3(A) + H3(A') est un isomorphisme; par suite
o, = eq pour q <2, Oﬁ eﬁ déduit en p&rticulier'E§%1 = EZ’O =0 ; il en ré-
sulte que 1'"edge-homomorphisme” BQ(X') +.Eg’2 de la suite spectrale est sur-

jectif. Mais cet homomorphisme n'est autre que 7'*; ceci achdve de démontrer

le lemme .

Proposition 7. Soient X et X' deux surfaces de Kummer, 9 :

2 2 . . . . . .
H°(X,Z) » E°(X',Z) un iscmorphisme de siructures de Hodge volaris
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?(LX) = Lyi . Alors X et X' sont isomorphes.

Démonstration : Notons A,A' les surfaces abéliennes associfes & X,X'. Il est
immé&iat que (n*sfa.n*e*b) = 2(a.b) pour a,b ¢ HEKA,Z); en particulier W*S*
est injectif.” IT résulte alors du lemme 6 que ¥ induit un isomorphisme ¥ de
H2(A,Z) &u‘H2(A',Z); respectant le cup-produit. Il est clair que ¥ induit un
isomoréhisme de structures de Hodge; la proposition 3 montre alors que A et

A' sont isomorphes. Elles sont par conséquent isomorphes comme variétés abé-

liennes, ce qui entraine que X et X' sont isomorphes.

§3. Surfaces de Kummer spéc.iales.

On dit qu'une surface de Kummer assocife & une surface abélienne A est
spéciale si A est réductidle, i.e. s'il existe une suite exacte de variétés
abéliennes :

0 —E — A 25 E—0.
ol E et E' sont des courbes elliptiques.
Notons R la courbe (rationnelle) quotient de E par l'involution x ++ -x; on

a un diagremme commutatif :

i

———)

X
€ lq
— Y . R

4 »
g ol

On dira que la fibration q : X = R est une "fibration de Kummer" pour X. Il
est cleir que g est lisse en dehors des 4 points de ramification TiserssTy

de u.
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Proposition 8.

Soient e un point 4'ordre 2 de E, 81s.0058) les 4 voints d'ordre 2 de A

tels gue p(ai) = e; on pose r = ule). On a :

*
Qr=2F +Ly+1,+ L+ 1,

ol F_ est une courbe rationnelle lisse et Fr'Li =1(1<1is<h).

Démonstration : On a : .
. L

* 1 * * * * ~
Qr=5TTQr=TmEpe=m (Fe + i£1Ei) ,

ol §e est le transformé strict dans A de la courbe elliptique F, = p—1(e).
L'involution ¢ induit sur ?e une involution du type x +*> -x; par suite,

bt - ~ I . ~ 1
mF,=2F ,olF = Fe/(c) est isomorphe & P .

Corollaire 9.

Soient X (resp. X') une surface de Kummer svéciale, f (resp. f') la fibre

générique d'une fibration de Kummer. Soit @ un isomorvphisme de HQ(X,Z) sur

HZ(X',Z), induisant un isomorphisme des structures de Hodge polarisées, trans-

formant cycles effectifs en cycles effectifs, et tel que P(f) = £'. Alors

X et X' sont isomorphes.

Démonstration : Compte tenu de la proposition 7, il suffit de prouver que

= = ol i * 3t r = 20 Wy,
W(Lx) Ly, - Ona f=2F + i£1Li dans Pic(X), d'od £' = 2¢(F ) + I¥(L,)
dans Pic(X'). Comme les seules décompositions de f' en somme de diviseurs ef-

NS
, d'ou

fectifs sont de la forme f' = 2F , + ZLs , on en déduit que ?(Li) = Ls

le résultat.
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Pour f € Pic(X), on notera ék(ﬁ) le soﬁ%—groupe de Pic(X) engendré par
les élements x tels que x2 = -2, x.f=0; sife¢ g%(f), on pose
Sx(f) = §X(f)/Z.f, et on le munit de la forme quadratique induite. Supposons

que f soit la fibre d'une fibration q: X ~+ E’1

, & fibres connexes; soit x un
é1ément de Pic(k) tel que x2 = -2 et x.f = 0. Le théoréme de Riemann-Roch
montre que l'une des classes x ou -x contient un diviseur effectif, qui est
nécessairement une somme de composantes des fibres de q. On en déduit que
dans ce cas%le module §X(f) est _engendré par les composantes des fibreg de q.

R i
Notons par ailleurs D), le module Zh muni du produit scalaire défini par:

ey-e; = 1 pour 1<1i<3 7/
e? = -2 pous 0 <1i<3
ei.ej =0 pour 1 <1< J<3.

I1 résulte aussitdt de la proposition 8 que lorsque f est la fibre d'une fi-

bration de Kummer, Sx(f) est isomorphe comme module quadratique & (Dh)h.

Proposition 10.

Soient X une surface K3, q: X > P1 un morvhisme surjectif & fibres con-

nexes, f la classe dans Pic(X) d'une fibre de q. Supposons que Sx(f) = (Dh)b;

alors, X est une surface de Kummer snéciale,»g&_q est une fibration de Kummer.

Démonstration : Il résulte aussitdt du lemme 19, 18re vartie, que la forme

quadratique sur Sx(f) est négative non dégénérée. Le module quadratique
SX(f) se décompose donc de manidre unique comme somme de sous-modules irré-
ductibles; chacun de ces sous-modules est engendré par les composantes d'une
fibre réductible.

Sous 1'hypothése de 1'énoncé, on conclut que q admet quatre fibres ré-
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ductibles, de type Dy; c'est 3 dire que chaque fibre réductible s'éerit :
= ' 3 = . .
Fk 2Fk + i§1 Lhk+1 k=0,...53
On obtient en particulier 16 courbes rationnelles lisses L;, deux d deux sans
point commun, et telles que ZLi = —2(2?&) + Lf. On déduit alors du lemme 5

~

que X est la surface de Kummer associe & une surface abélienne A.

Considérons 1é revétement ramifié TR X, et posons E} = ﬂ—T(Fé) .
C'est un revétement double de P1 remifié en 4 points, donc une courbe ellipti-
que, qui coupe transversalement les droites exceptionnelles E1""’Eh' Par
suite;'s(Eé) = E' est une courbe elliptique sur A; en choisissant une Qrigine
convenable sur E' et A, on peut considérer E' comme une sous-variété ab&lién-
ne de A. Notons E la courbe elliptique A/E'; on a un diagramme commutatif :

m s X

q

r

b e > e )

>1?1
N - s ot . 1
ol r est un revétement doudle, ramifié au-dessus des It points de P au-dessus

desquels q n'est pas lisse. On en conclut que q est une fibration de Kummer

pour X.

Lemme 11 .

Soit X une surface K3, et soit f e Pic(X) une classe orimitive (i.e.

f=mf' pour m entier entrafne m=t1), telle aque £P=0 et (f.x) = 0 pour tout di-

. . . . 16 .
viseur effectif x. Alors f est la fibre d'un morvhisme q: X + P & fibres con-

nexes.

Démonstration : Comme (f.h) > 0 si h est la classe d'une section hyvervlane,
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-f ne peut &tre la classe d'un diviseur effectif. Le théoréme de Riemann-Roch
montre alors que h®(f) > 2, Ecrivons f = Z+M, oll Z est fixe et M n'a pas de
composantes fixes. L'argument du lemme 22, 18re partie, montre que Z2=M2=O.
On en déduit que Z=0 (sans quoi Z serait mobile par Riemann-Roch) et que [M]
est un pinceau sans points fixes. Tl définit donc un morphisme q : X -+ P’,
qui Se factorise (thBordme de Bertini) en: q : X <R+ ¢ P1, ol p est &
fibres connexes. Comme g(X) = 0, la courbe C est isomorphe & Pi. On & donc

| : £ . :
f=4.f', ol f'lest la fibre de p et d le degré du morphisme r. Msis 1‘*hypo-

|
thése entraine d=1, d'od le résultat.

Théoréme 12.

Soient X une surface de Kummer svécimle, X' une surface X3, P :

HQ(X;Z) > Ha(X',Z) un isomorphisme de structures de Hodge polarisées, trans—--°
-

formant cycles effectifs en cycles effectifsﬂ Alors X et X' sont isomorphes.

Démonstration : Notons f la classe dans Pic(X) de la fibre d'une fibration de
Kummer; considérons 1'élément f' = ?(f) e Pic(X'). Il vérifie les hypothises
du lemme 11; il @&finit donc une fibration gq: X - P’, a4 fidbres connexes, et
on a Sx,(f') = (Dh)h. T1 résulte alors de la proposition 10 que X' est une
surface de Kummer spéciale et q une fibration de Kummer. On conclut avec le

corollaire 9.

Remarque 13. Soient X, X' deux surfaces K3, ¥: Fie(X) =+ Pic(X') wun isomor-
phisme respectant le cup-produit, h la classe dans Pic(X) da'une section hy-
perplane de X. Les conditions suivantes sont &quivalentes :

a) P transforme les cycles effectifs en cycles effectifs;



b) W (h) est la classe d'un diviseur ample.
En effet, cela résulte facilement du fait que les tlasses de diviseurs effec-

tifs sur X sont les sommes d'&léments x € Pic(X) tels que : X2 > -2, (x.n)=0.

Théoréme 1L.

Soient X (resp. X') une surface K3, h {resp.h') la classe d'une section
hyperplane. On suppose qu'il existe un isomorphisme P : H2(X,Z) > H2(X‘,Z),
induisant un isomorphisme des structures de Hodge polarisées, tel que Y{h)=h'.

Alors, X et X' sont isomorphes.

Tdée de la démonstration : On construit un espace analytique Mg, qui est un
espace des modules grossier pour les surfaces K3 munies d'une "polarisation™
h telle que h2 = 2g-2. Pour eéla, on,considdre le schéma de Hilbert qui vara-
métre les surfaces de degré 2g-2 dans p8 qui sont des surfaces K3, et on le
divise par l'action des automorvhismes de P&,

Soit d'autre part I' un module quadratique isomorphe au H2 d'une surface
K3, n un élément de T tel gue ne = 2g~2, On désigne par Gn(TC) la sous-varié-.
té de G?(Tc) (§1)‘forméé des sous~espaces H2’° de Tc qui sont orthogonaux
‘d.n. Notons D le groupe (discrét) des automorphismes de I' qui fixent n et P
1l'espace analytique quotient Gh(Tc)/D. En choisissant arbitrairement, pour
toute surface K3 polarisée (X,h), un isomorphisme u de He(X,Z) sur T tel que
u(h) = n , et en transportant sur I' la structure de Hodge de HQ(X,Z) par cet
isomorphisme, on obtient une application-des périodes v : Mg + P, qui est a-
nalytique.

L'énoncé du théordme signifie que p est injectif. Or, le théoréme 12

(joint & la remerque 13) montre que p—1(p(x)) = {x} lorsque le point x de Mg
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correspond- & une surface de Kummer spéciale. On montre alors que l'ensemble
des p{x), ol x correspond & une surface de Kummer spéciale, est dense dans

P. L'injectivité de p en résulte aussitdt.
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METHODS OF ALGEBRAIC GEOMETRY IN CHAR. p AND THEIR APPLICATIONS
TO ENRIQUES' CLASSIFICATION
Enrico Bombieri
Scuola Normale Superiore, Pisa
I. The ai% of these lectures is to illustrate some of the algebraic
techniques needed for algebraic geometry in char., p, with a particular view
to the theory of algebraic surfaces and Enriques' classification, We shall
study the new char, p features of Kodaira's vanishing theorem, the complete-
ness of the characteristic system and the theory of the Picard variety,
together with the study of elliptic and quasi-elliptic fibrations, the study
of Enriques' surfaces in char, 2 and the characterization of abelian surfaces
by means‘of their numerical invariants,
Our basic list of notations will be as follows:
X = an algebraic variety
Alb X = Albanese variety of X
Pic X = Picard scheme of X
Pico X = connected component of 0 € Pic X
= dim Pic X = dim Alb X, the irregularity of X

q
K= Ky = the canonical class of X
th

B, = 1" Betti number

P2 = gim HI(X,0P)

Py = 292 2 120 if simx=2

wy = Oi if dim X =2 and X 1is smooth = in general, the

dualizing sheaf for Gorenstein varieties

hU(F) = dim HYU(X,F)



II. The Kodaira vanishing theorem,

The origin of Kodaira's vanishing theorem goes back to the theory of
Riemann surfaces: the problem there is the comstruction of meromorphic
functions with prescribed zeros and poles, For example, it is a well-known
fact in the theory of elliptic functions that a meromorphic non-constant
doubly periodic function of a complex variable must have at least two poles or
& double pole, that is a non-constant meromorphic function on a curve of
‘genus 1 has at least two poles,

Let us consider in more detalil the case of a projective non-singular
curve C over an algebraically closed field k. Suppose g = genus (C) and
let Pisece, Py be r points on C, and let ml,..;,mr be arbit;ary inte-
gers, We ask what is the dimension of the vector space of meromorphic
functions on C, regular outside PiseeosP, and having their poles of multi-
plicity at most ml,...,m;. The Riemsnn-Roch theorem shows that if
m + ces +m is sufficiently large then
(2.1) dim=m +esc +m +1-g
and in fact sufficiently large means here my +oees +m > 2g - 2, In old-
fashioned language, one says that Emi + 1 - g is the postulated dimension of
this space and eq. (2.1) is referred to as a postulation formula, The problem
arises: when 1s the dimension of this space actually equal to what it is
postulated to be?

This is better stated in terms of invertible sheaves, If D is the
divisor D = ZmiPi s and if we set deg D = Emi and if L is the invertible
sheaf

L =@(D) = sheaf of germs of functions on € with poles not.
worse than «D
& sheaf of germs of sections of the line bundle [D]
determined By D

then clearly our vector space is HO(C,L) and our postulation formula becomes
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dim H(C,L) = deg D+ 1 - g
=degL+1-~-g,.
As we have seen, this is not universally true; what is true is
(2.2) dim HO(C,L) - dim Hl(C,L) =degL+1~-g.,
The question of the validity of the postulation formula now becomes that of
the vanishing of the cohomology group HI(C,L), In order to handle this group,
the Roch ﬁart of the Riemann-Roch theorem comes to help., The point is that
the 'dual of thg vector, space Hl(C,L) is isomorphic (via differentials on C)
to the space HO(C,uk:QD L;l), so that we ask about the vanishing of this last
space, Now recall that a non-zero meromorphic function on a curve C (pro-
jective!) has as many zeros a: poles, If f € HO(C,uh ® L-l) we thus obtain
deg div(f) = 0 if £ # 0,
but also the assumption £ € HO(C,uh ® L-l) shows that
deg div(f) 2 - deg (w, @L'l)
=deg L - (2g - 2) .
This is a contradiction if deg L > 2g - 2, hence in this case every section
of w,®L™' is 0. This shows indeed that
(2.3) HIKC,L) =0 if deg L > 2g - 2;
the result (2,3) is a form of Kodaira's vanishing theorem for the curve C,
Another form of this result can be stated as
(2.4) Ho(c,L'l) =0 if degL>0
and it is indeed (2,.4) that we proved with the previous argument.
In the case of surfaces, we deal with functions having zeros and poles
along given curves, Assuming X a projective non-singular surface, L an
invertible sheaf on X, we have the Riemann-Roch theorem

2
€2.5) (1) = £ (-1 din wh(x,1)

i=0 '
101y - nlw) + n(r)

%(L. (L - K)) + -1-21-(13": + cz[X])"‘
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where (A¢<B) denotes the intersection number and where

¢,[X] = value on X' of the second Chern class of the tangent bundle

4o 1
T (~1) Bi = Euler class
i=0
= self-intersection of the diagonal in X X X,
The additional basic results used together with the Riemann-Roch theorem are:
A. Serre's duality., If n = dim X then Hi(X,L) is dual to
- -1
Hn i(x’meL );
B, The theorem of Enriques-Severi-Zariski-Serre. If L is ample (i.e,

if there is an integer Vv such that y > 0 and ﬁgY £ ©(p), D hyperplane

section of VX in some projective embedding) then for every coherent sheaf F
we have

(X, FOL™) = 0
for all sufficiently large m, i,e. m> mO(F,L), and all i3> 0,

C. Kodaira's vanishing theorem., (char = 0)

(first form) If L is ample then
ni(x,wxG»L) =0 for i>0.
(second form) If L is ample then
Hi(x,L’l) =0 for i<dimX,
More generally, we have

C'. The theorem of Kodaira-Akizuki-Nakano, (char = 0)

If L is ample then
HYX,0P®L"Y) = 0 for p+q<dimx.

If we compare B and C (first form) we see that Kodaira's vanishing
theorem is the sharpést form of the theorem of Enriques-Severi-Zariski-Serre
in the special case in which F = Wye On the other hand, the condition
char = 0 is really required and additional conditions are needed in char % 0
for ‘the validity of C.

Now we shall give Ramanujam's proof of the result of Kodaira-Akizuki-

Nakano,
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Let us consider first a special case: L' is very ample, hence there is a
section s € HO(X,L) with D = div (s) = a smooth hyperplane section of X.

We choose local coordinates XjysesosX oD X such that KpseeesXy
are local coordinates on D and x = f(xl""’xﬁ-l’xn) = 0 is a local
equation for D, at a point P € D. We have the exact sequence of sheaves
on X

q-1
(2.6) L 0—a ® J,@0,—> o0, —=>qnl—0
| . i 2 D(. v

where gD is the sheaf of ideals of D (thus ‘7D ¥@(-0)), @D @x/yn,

i
1
LN is the multiplication by df and res is the restriction map, It is

- a useful exercise to verify the asserted exactness, and the fact that the map-
pings above are weli-defincd (i.e. independent of local coordinates and patch-
ing well together), We do this as follows, Since the sheaves in question
are supported at D, we need verify exactness only at points P € D. First
of all, we check that the map df is well-defined, If {fi’Ui} is a set of
local equations for D, f; = gijfj on Ui A Uj’ so that [gij’Ui n Uj} is
a l-cocycle defining D, we see that the ideal sheaf 3{D is an invertible
sheaf with transition functions {g ,U nu, } Now

dfi‘= gij_ dfj mod fj
hence the map
odle @0, s lea,

'is well-defined, To verify exactness, we have that Q; P consists of germs
. t]
of differential forms E@I dx;, I ='(i1’°°"iq)’ 1< iv <n,
= 9 ¢ s 4 s fs .
dx; dxilA cee AdX; (Qx® @D)P is identified with elements

. T
E(cpI mod (xn))dxl, and the kernel of the restriction map is made up of'

elements T (q;L mod (x_))dx.Adx_ which via —-if—-:» is identified
ngl - n 1 n
card I=q-l
with by (qﬁ mod (x_))dx i.e. with (ﬂq-1®‘7 O0.) and the
ngl I n 7 D D p'p’
card I=g-1

result follows,
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As we are dealing with algebraically closed fields of definition, of
char, O we shall suppose that k = C, Now, since D is a hyperplane section
of X, the Lefschetz theorem shows that the natural map H (X,C) —> Hi(D,C)

is an isomorphism if i <n - 1 and injective if i = n = 1. By the Hodge

decomposition
i
H(e) ¥ o 0
ptg=i
one deduces that
(2.7) P (x,0)) —> 1P (p,0)

is an isomorphism if p+ q<n -1 and is injective if p+ q=1n - 1,

If we set Ll-)l = @D® {ID then L is a very ample invertible sheaf on

D
D, being associated with the hyperplane section of D, By an induction
hypothesis, we thus have
Ps/v ~Q-1 -1
(2.8) H (X:QD ®LD )=0
if p+ q <n. The exact cotomology sequence of (2,6) (which we write as
q-! o ;-1 _df q res q

0—> QD (2] LD —_ (B(@@D-—-—» 0y —> 0) now yields
(2.9) HP(x,08® @) —> 1P (x,0))
is an isomorphism if p+ q<n - 1 and is injective if p+ q=n = 1. Since
_the restriction map ﬂ;l{——-> ng factors through Q; —> Qg@ @, —> Qg from
'(2,9) and (2.7) we conclude that the natural map
' ' P(x. 08 P(x.o8
(2.10) H (x,nx)-—> H (x,oxe @D)
is an isomorphism if p+q<n -1, Finally we look at the cohomology
sequence of

0—lerl—sl-—s>nleg— 0

0—> o} f— e g,
and deduce from (2,10) that

wxle L™ = o
if ptq < n-1, The last piece of the cohomology sequence for p+q = n-l yields
-1
0—> HP(X,D; ®L)—> HP(x,n;?() — HP(X,();1(® ()

and the last arrow is injective by (2.7) and (2.9). It follows that

Hp(X,O§® L-l) =0 if p+q=mn -1, and the proof of C' in case L is
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very ample is completed by induction on n = dim X,

In the general case in which L 1is ample but not very ample we use the
method of branched coverings, already introduced by Mumford in this type of
questions,

Say " is very ample and let D € leI be a smooth divisor of zeros

of & section of L. With respect to a suitable affine covering {U{} of X

5

- . :
let L be determined by the l-cocycle {gij’ui n Uj} and let (fi,Ui] be a -

system of local equations for D, hence fi = g?jfj on U1 n Uj‘ We con-
. . 1 s e
sider now the variety X'C A" x X defined by

m _ 1
2y = fi on A x Ui

1 1
zi/zj = Eij .on A" X Ui NA X Uj .

First of all, X' is a smooth projective variety, since at a singular point

we have
m
Zi-fij-_o
m
d(zi - fi) =0
hence z; = 0, fi =0, dfi =0 and fi = 0 is not a smooth divisor, contra-

dicting our assumptions,
Let 7 ¢ X'—> X be the covering map, Then L' = L is ample, If
we consider n*f then locally. n*fi = fi = z? and z; = gijzj’ hence
z = {z;} 1is a section of mL satisfying z° = m"f. The section z defines
a smooth divisor D' on X', as one can see by taking local coordinates
Xjreee,X, 0N X such thgt fi =X, 'and;noﬁ Zy XyreesrX, are correspbnd-
itz local coordinates on X', Finally D' is very ample, because
(i) D' belongs to an ample system
(ii) D' 1is smooth
(iii) dim X' > 2
(iv) L™ is very ample on X;

however, we will not prove this fact here, If L' 'is the invertible sheaf

*
L' =n L, we see that by the special case considered before we have



#(x',0d,erh) =0
if p+ q <n. Everything now follows from the fact that Hp(x,n; ® L-l) is
a direct factor of the previous group. To show this, we have to produce a
splitting of
ol 1l (0, @ 't
which in turn will follow if and only if
o >
splits, In order to exhibit the required splittiag, we use a trace map. Say
U is open in X and-let
we€ r(n'l(u),n§. ol .,
Let g : X'—> X' be the autcmorphism of X' determined by z; —> ez,

where em =1 and let

there is a unique element
Tr(w) ¢ r(u,ﬂ%@ L”
such that
e (Tr w =,
and finally
® —> %:Tr w
is the required splitting. To see this we ha&e to check that n = % Tr(ﬂ*n),
which is easily done with a computation in local coordinates.

We coﬁclude with the remark that the conditicn char = 0 has been used
twice: the first time, to prove (2,7) and'the second time, allowing division
by the integer m to define the splitting, It is, however, the fail;re of
(2.7) already when dim X =2 which is responsible for the failure of
Kodaira's vanishing theorem in char % 0.

Now we analyze in more detail the situation in case dim X = 2. Here
the crucial cohomology group to study is HI(X,L'l). If there is a divisor -

D€ [LI, s is a section of L with div (s} = D, we have an exact
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sequence
(2.11) 0—> ), > 0,—> O —> 0.
It is clear that HO(X, yD) =0 (the only regular functions on X are the
constants') hence the cohomology sequence of (2..11') yields
(2.12) aim 1M (x,17h = -1+ 1@
+ ain ker{n' (X, O) —> H (D, ¥)) .

We are led’to

Problem 1, Compute -ho((DD).

Problem 2, Compute ° .

a(p) = dim ker(H'(x, ©,) —> H'(D, @)} .

Lemma (Ramianujam), If either char(k) = 0 or the Frobenius cohomology
ogeration F is injective on Hl(X, @x), we have
) .

red’.

Proof., We show that if D, <D, < 2Dy then a(Dl) = a(Dz); the lemma

will follow by induction on the multiplicii:ies of the various components of D,

a(D) = a(D

If char(k) = 0, we use a truncated exponential sequence as follows. Since
the ideal sheaf 7 is of square O (because D, <D, < 2D,) the map
D 2 1 2 = 1
g—> 14+ ¢ 1is a group homoemorphism 7 (9 —_ (9 which fits in an
2 2
exact sequence
* *

° ‘7‘)1@”2 @Dz 0)01——

and we get a cohomology sequence
" .
0o, 0" )25 1o, @ )~ pic(d,) —> Pic(D)) .
1 Dl 2 Dl l)2 2 1

We shall show that the kernel of Pic(Dz)-——> Pic(Dl) has no torsion, In
fact, say a € ker[Pic(Dz———> Pic(Dl)] and m@ = 0 (we use additive notation

* . .
except for HO(DI,@D )). ‘There is B € Hl(Dz,yD @D ) such that

1 1 .72

p(B) =
and now
p(mg) = m = 0

hence
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o8 € 6H°(D1,60D ).
1
%*
If y € HO(DI,GDD ) is such that
1
Yy = m8 ,
then a(yllm) = 8 provided we can take an m-th root of y with
yllm € HO(DI,GDE ). In this case however
1
*
B € BHO(DI,(OD ) = ker p
1
hence @ = p(B) = 0 and there is no torsion in ker{Pic(Dz)-——> Pic(Dl)].

: *
Now vy, being a global section of G?D , 1is written uniquely as
1

Y=y te
where YO is locally constant and non-zero on Dl’ while ¢ is nilpotent of
order N < max multiplicity of components of Dl' In order to take m~th roots,
we may suppose Y, = 1 and, as we are in char = 0, we may use the bincmial
series (¢ is nilpotent)
N-1
1 (1 j %
aG+ol/m- g ( gm) ¢ e 1o, 0 ).
j=0 1
Now look at
. 0 a .
Pic (X)———> P1c(D2)
;\\\\\ﬂ \Lres
Pic(Dl)
and let
K(D;) = ker{PicO(X)——é Pic(Di)} .
Since ker{Pic(DZ)-—> Pic(Dl)} has no torsion, we also see that K(Dl)/K(DZ)
has no torsion either, If A, is the connected component at 0 of K(Di)

. 0
then A, is a subgroupscheme of the abelian variety Pic (X) and, as we are

i
in char = 0, A is reduced and is an abelian variety by Cartier's theorem,
Now Al/A2 has only torsion of finite order, since K(Di)/Ai is a finite
group aﬁd K(Dl)/K(Dz) has no torsion, hence AI/AZ is a finite group and
dim A = dim A,. Finally, as we are in char = 0, we see that
ker{Hl(X,()x)«—q> Hl(Di, GODi)} is the tangent space at 0 of A, {recall
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that K(Di) is reduced, being a groupscheme in char = 0) hence

a(n ) = dim A;

If char(k) = p we proceed in a different and much simpler way. We have

and a(D;) = a(D,).

the exact sequence
0-_>~7D @DQQD—_%@D —>0
1 "2 2 1

hence a cohomology sequence

1 1 1

H'(x, %I@DZ)—> H (00 ) —> H (0,4 ) -
If we apply the' Frobenius cohomology operation F to this sequence we obtain
the exact sequeﬁce

D

0—> FHI(DZ,@D ) —> ml(nl,0 )

1 2 1 _

because FH (X, (9 ) =0, In fact, F acts on H (X,/ (9, ) by raising
D Dl Dz .

cocycles to the p-th power, and now p > 2 while y (9 is of .square 0,

Thus we have proved that F kills the kernel of H (D (0 )——9 H (D @D ).
1

Now look at
1 a 1
H(X,0) ————> H (nz,(ﬂD )
‘ 2
B res
H (n1,0 ) -

If u is an element of Hl(x @) with a.(u) % 0 and B(u) = 0, then
a.(u.) € ker{Hl(Dz,@ Y—> HI(DI,Q )} and Fa(u) = 0 by our previous remark,
hence a(Fu) = 0 wh11e a(u) ={= 0. Since F ker(a) C ker(a), we see that F
cannot be injective on H (X,(ﬂx). This completes the proof of Ramanujam's
Lemma,

The next result is very important and useful in dealing with curves on a
surface,

Proposition 1, Let C.> 0 be an effective divisor on a smooth surface
X and let L be an inyertible sheaf on C with HO(C,L) =} 0.

Then there is a decomposition

C=¢, +C

1+ €

120,C,>0

such that
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(C1~Cz) < degCZ(L®(9c2) .
Moreover, this will hold for every (‘.1 such that there is a section s of L
vanishing on C, but not on any C' with ¢, < c' <,

Proof., let s € HO(C,L) be a non-zero section of L, If the restriction
of s to am irreducible component of C is never identically 0, then the
degree of L on this component is non-negative and a fortiori degc L>0.
Now suppose that 0 < C; <C 1is a maximal divisor such that s vanishes on

C,. Then we have two exact sequences of sheaves

1
0—> (@ —> L —> L/s@) >0
C2 C
Q0 —=> F —> L/s(DC——> L®0c—-—> 0
i [ 1

where F is supported at finitely many points, Taking Chern classes on X
we find

e(L) = c(@cz) C(L/sUc)

’

= c((ﬂc ) c(L®®, ) c(F)
2 G
whence the equation
l+c+ (c? - deg, L)
=(l+C,+ cg)(; - length F)(1 + C;

in the Chow ring of X. The equation in degree 2 is simply

2
+Cf - degcl L)

(Cl‘Cz) + length F = degcz L
and Proposition 1 ié_proven.

Definition, An effective divisor D on a non-singular surface X is
numerically condected if for every decompo.sition D =Dy + DZ’ D, > 0 we
have (D1=D2) > 0,

Now we can solve Problem 1 as follows,

Proposition 2, If D is numerically connected, then’ ho({DD) =1,

Proof., We apply Proposition 1 with C=1D, L =(. Now

D

and if D=C, + C, with ¢ > 0 we cannot

2 2
have (Cl'Cz) < 0. It follows that, by the last clause of Proposition 1, we

degcz(@CZ) =0 for all C
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must have Cl = 0 hence no section gf @D can vanish on components of D,
;I'his shows that HO(D,(QD) consists only of constants and the required con-
clusion follows.

Now we prove

Ramanujam's vanishing theorem, Assume that char(k) = 0 or the Frobenius

cohomology-operation is injective on Hl(X,@X). Let D be a numerically con-
nected divisor on X and let L = @x(D).

Supposé also that for large’ n the linear system ILn! is not composite
of a pencil-and has no fixed components, Then we have

il = 0.

Proof. The assumptions about L imply that there is N > 0 such that
ILNI has no base points and determines a birational map & : X —> Y where
Y is a ﬁormal surface, We shail show that, taking a larger N if necessary,
we have HL(X,L™N) = 0, hence (2.12) yields &(C) = 0 for every ¢ ¢ |LV].
Since ND € ILN[, we have @(ND) = 0 and now Ramanujam's lemma shows that
a(p) = 0, ~ Using (2.12) again we get hl(L-l) = -1+ ho((DD) + a(D)

= -1 +1%@) = o,

by Propdsition 2, and our theorem is proven,

It remains to check the vanishing of HI(X,L"N) for sufficiently large
N, If L 1is ample, this is a consequence of the Enriques-Severi-Zariski-
Serre theorem, In the general case we proceed as follows, Let $:X—Y
be as before. We want to show that HI(X,Q;Q LNn) = 0 for all large n and
the required result will be a consequence of Serre's duality., Now the Leray
spectral sequence for the map & shows that HI(X,sz( ® LNn) =0 if
Hl(Y,<§*(D§ ® L") = 0 and if Rlé*(0;® ") = 0. The vanishing of the H
for large n 1is a consequence of the Enriques-Severi-Zariski-Serre ti‘xeorem,
because

K'Y, 0 1) = 1(%,5,000) © 0y() .

In order to check the vanishing of Rlé*(ﬂ)z(® LNn) we note that, since this
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sheaf is concentrated at the finitely many points P ¢ Y such that Q-I(P)
has dimension 1, it is sufficient to prove that (RIQ*(Qi €>LNn))P = 0, By
Grothendieck's "Théoréme fondamentale des morphismes propres" it is sufficient
to prove

n' (o, (k@ U™ 0k = o
for all effective divisors D with support §-1(P). Now the dualizing sheaf
on D is :Valoi/ﬂi hence by duality we have to show that

o, ™Mo o) = 0.
By Proposition 1, if this last group were non-zero, we could write
D=0D

+ D2, D1 > 0, D, > 0 and get

1 2

(00, 5 degy (A0 N0 6 Op)

(D-'Dz) - Nn(L*D,)

]

whence
Nn(L-D,) 5 (D) .

Now (L-Dz) = 0, because § contracts D to a point, and (Dg) < 0 because
the intersection quadratic form of a contracted divisor is megative definite;
this contradiction proves what we wanted.

Finally we mention the following very precise result,

Theorem, Let L be an invertible sheaf on X, char(k) = 0, and
suppose

@ ah>o

(ii) (L-C) > 0 for all C >0,
Then we have Hi(X,L’l) =0 for i<2,

Conversely, assume (Lz) > 0 and that Hi(x,L-n) =0 for i< 2 and
n sufficiently large, Then we have (L-C) >0 for all C> 0.

This theorem, due to Ramanujam, gives a necessary and sufficient condi-
tion for the vanishing of Hl(X,L_l) for invertible sheaves with (Lz) > 0,

in terms of numerical intersection properties of L.
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III, The completeness of the characteristic system. The idea of char-

acteristic system is intimately related to the concept of deformations of a

curve on a surface, Intuitively speaking, if {Ca] is a continuous family of
curves on X, it deﬁnes a ;ection of the normal bundle N of Co in X as
follows, Tﬁe normal bundle of C,o in X 1is nearly isomorphic with a neigh-
borhood of C0 in X, and for small ¢ the curve Ca is a section of this
neighborhdod; as o —2> 0, the curves Cc, will be more and more identified

with a section of the normal bundie N of CO" In terms of divisors of Co,

211 o = 14
Cct n ¢y will be a certain divisor Yy o0 Co and Yo = ;i;no Yy is the
divisor of the section of the normal bundle of Coe If § is a family of

deformations of C what we have is a characteristic map

B
{tTangent space ? <] HO(CO,N) .

0)

o S at a =20
2

The fundamental question is now whether p is bijective and, even better,
whether dim S = dim ﬂO(CO,Nj.

In order to put this in rigorous form, let 1 = Spec k[e]/:-:2 and iet D
be a curve on X, One defines the normal sheaf of D in X by

N, = G (/e
if D is nonm-singular, it is also the sheaf of germs of sections of the
normal bundle of D in X,

Proposition, The set of curves P C X X I which extend DCX is
naturaily isomorphic with HO(X,ND).

Proof. Let [fi,Ui} define D, ,If & extends D, local equations for
£ are given by {fi + egi’Ui} where ez = 0 and (fi + egi) = (unit,)(fj -'- egj)
on Ui n Uj. Now let

o (£j.+ egg) = (aij.+ eb; ) (£, + egy)

on U, N Uj s this gives

-
fi 24555
B = %158 * Pij
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hence

g = aijgj mod (fj)
which shows that {gi mod £, Ui} transforms by means of the l-cocycle
{2;U; N U5}, d.e. is a section of the sheaf ©(D)/ ¥ Ny It is also
clear that every section of ND gives rise in this way to a unique Hcxx1
and our result follows.

Corollary. Given a family of curves HCX XS and a closed point s €S

there is a canonical homomorphism

Zariski tangent p HO(X N
s M

space Ts to S at
Moreover, ifDCX xS is a universal family, p is an isomorphism.

ThF proof of the corollary is obtained by noting that given t € Tgs
there is a canonical morphism £ : I—> S witﬁ image s, By base extension
to I, we obtain egk C X x I which extends D, and apply the previous pro-
position, Linearity of p can be checked direcﬁly.

The above corollary shows that if S is the universal family of deforma-
tions of D, then

aa g e L
and the problem of deformation becomes that of the smoothness of S at D.
The fundamental theorem is the following.

Theorem (Grothendieck-Cartier), If Hl(X,@(D)) = 0, the following are
equivalent:

(i) S 1is non-singular at D

(ii)" s ig reduced at D

(iii) Pico(x) is reduced

(iv) Pico(x) is non-singular,

Moreover, Pico(*) is reduced if char(k) = 0 (Cartier) or if p.=0
(Mumford),

We shall not prove this result here and refer to Mumford's book for proof.



75

IV. Elliptic or quasi-elliptic fibrations,

We are interested in surfaces X containing a one-parameter family of
elliptic curves or more generally curves of genus 1, By blowing up the base
points of the family, taking a-Stein factorization and blowing down exception-
al curves of the first kind which appear as components of a fibre, we are led
to study

Relatﬁvely minimal fibrations, A fibration £ : X—> B of a smooth

surface over a non-éingular curve B, with f*G% = a%, with all fibres of
arithmetic genus 1 and such that no exceptional curve of the first kind is a
compoﬁentvof a fibre, is called a relatively minimal elliptic fibration or
quasi-elliptic fibration,

Since the function field k{X) is separable over k(B), almost all
fibres are generically smooth, and since we deal with the case in which
f*é& ==G% we see that almost all fibres are irreducible, It follows that
they can be only of the following kinds:

(a) non-singular elliptic

(b) rational with a node

{¢) rational with a cusp.

Now case (b) cannot occur, and case (c) may occur only in characteristics 2
and 3, We shall distinguish between (a) and (c) by talking about elliptic

fibrations and quasi-elliptic fibrations respectively.

A curve D =% niE{ on X 1is said to be of canonical type if

]

(K°Ei) = (D-Ei) 0 for all components Ei' If D is not a multiple of
another curve of canonical type, D 1is said to be indecomposable, Now every
fibre of f : X—> B 1is of canonical type. In fact, if C is a general
fibre we have

(D-Ei) = (C-Ei)_= 0

because C and the fibre D =g niEi are disjoint; to prove that (K-Ei) =0

too, we note that if D is reducible then (Ei) 570 "because
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ni(Ef) = (E;) - I n-(Ei-Ej)

s d
=~ % n(EE,))<0
j*i Ui j =
2 .
as E; and I'I‘1 are distinct for i, j, and in fact (Ei)-<0 if D o4 has

two or more components, because D .4 is connected and hence (Ei-Ej) >0
for at least one index j =f i, Now we cannot have (K-Ei) < 0, for otherwise
2
-2 5 2p(E;) - 2 = (K-E;) + (E]) < -2
and we must have (K-Ei) = -1, (Ef) = =1 and Ei would be
an exceptional curve of the first kind, against the hypothesis
that our fibration is relgtively minimal, It follows that (K-Ei) >0
for all components Ei and finally the assumption p(D) = 1 together
with (D?) = 0 yields
0'= (kD) + (0%) = (K-D)
=% n(KE) 20
and all (K.Ei) must be O,
At finitely many points bj,...,b_€ B the fibre f-l(bx) is multiple,
i.e,
b)) =m P
S Wb
with my 22 and P

We need:

"\ indecomposable of canonical type.
Lemma, Let D= E n, Ci be an effective divisor on X with each Ci
irreducible, Assume that (Ci-b) <0 for all i and that D 1is connected,
Then every divisor 2 =g m.C, satisfies 2.2 <0 and equality holds if and
only if D> =0 and Z =D, A € Q.
Proof, Write X, = mi/ni. We have
2
2°=3 x:l_x:i ninj(ci Cj)
2 2 1,2 2 .
S T xni(c;-¢;) + iij 5 O+ xj) ninj(ci cj)
2 .
=g xini(ci'n) <0.

If equality holds everywhere we have either X = xj or (Ci-Cj) = 0 for all
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i, 3} and since D is connected, x; is constant, i,e, m, = xni,‘x € Q.
Corollary., If D is indecomposable of canonical type, then D 1is

numerically connected, hence dim HO(D,G%) =1,

2 2 2
%) - (0} - (o))

2 2
-(p}) - (D;) >0

Proof, Let D = D, + D,, D; >0, Now 2(D1-D2)

1

I

by the previous lemma and the fact that D is indecomposable, hence Dy D2
cannot be proportional to D. The last clause of the corollary now follows
from Proposition 2 of Ch, II,

We return to the question of the nature of the fibres of f, We have
(3.1) R'5,g =101

where L 1is an invertible sheaZ on B and T is supported at the points

b € B with

w

(3.2) dim H°(f"1(b),@_ )>2;
£

(b)
in fact, by EGA III 7,8, le is locally free at b if and only if cﬁx

%
is cohomologically flat at b in dimension O, In vicw cf the preceding
corollary, the fibre f—l(b) must be decomposable and, in particular, is a
multiple fibre. Since not every multiple fibre verifies (3.2), this suggests:
Definition, The multiple fibres over supp T are called wild fibres,
A fundamental result in the theory of elliptic or quasi-elliptic surfaces
determines the canonical divisor on X in terms of the fibres of £. We have
Theorem 1, Let f : X—3> B be a relatively minimal elliptic or quasi~
elliptic fibration and let le*“& =L@® T, Then
(3.3) = £07® 0@ O aP)
where

(i) m P, are the multiple fibres

XA
(ii) 0 < ak < m)s
(iii) ay = m)k -1 if PK is not wild
(iv) deg(L-léE wB) = 2p(B) ~ 2 + x(@&) + length T

where o(B) is the genus of B,
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Proof, For any non-multiple fibre f-l(y) we have

~ ~
O-1, ®%=w_ =0,
£ () £y £ (y)
hence if Yyseeesy, are distinct points of B the cohomology sequence of
T r
0— o, — uefd(:x £y n— o o —>0
X i -1
i=1 i=1 - £ “(y;)
ylelds
L |
din|e, & (9(151 £y N z0
provided we take r large enough, If D is in the linear system above, we
have (D-f-l(y)) = 0 therefore D cannot have components transversal to

fibres and we can write

(sum of fibres) + A

%

where A > 0 is contained in a sum of fibres and does not contain whole
fibres of f. If AV is ‘a connected component of A, by the previous lemma
we have Ai < 0 with equality if and only if AV is a rational submultiple
of the fibre containing A, It follows that
2
w) = 0H =1 @) g0
and each (Aé) < 0, Moreover, we have 0 = (KX~AV) = (A-AV) = (Ai), hence
2 . ss T : _
(AV) = 0, the fibre C, containing 4, is multiple, C, =mpP., and
AV = aVPv for some integer 0 g a, <m, We have also shown that we must
have. (Ki) = 0,
We have proved that
*
w = £ ,(A)® O(x ax?x)
for a suitable A ¢ div(B) and we deduce
£ = @B(A) .
Now the duality theorem for a map says that
1
f*wx = Hom(R f*€&, wB)
-1
=1L " ® wy
because the dual of a torsion sheaf is 0, and it follows that
*, -l
o= 0@ 80 47 .
The spectral sequence of the map f yields



79

(G = X, - x(&'£,8)
x(@B) - x(L) - length T
= =deg L - length T,

by the Riemann-Roch theorem on B. Since deg wg = 2p(B) = 2 we obtain state-
ment (iv) of our theorem,
It remains to prove (iii), and this follows from

Proposition 3, Let m)\, P)‘, a bé as in Theorem 1 and let

-1
v, = order (Q, ® )
A %k‘ ny

where y}, is the sheaf of ideals of P be the order of the normal sheaf
A

x’
of P)‘. Then we have:
(i) v)\ divides n)\ ang - a, +1
0 0 .
(1i) n (O, )z 2, (@
(v #)p) 7 = © Vy By

(iii) ho(@rp)‘) is non-decreasing with r,

)=1

In particular, if ay < m - 1 then 'Vl <my end this is equivalent to
the multiple fibre m)LPk being wild,

Proof. In what follows we drop the suffix & everywhere for simplicity
in writing, If r© > s> 1 the restriction map @7rP—-—>(95P is surjective,
hence h1(©rP) is non-decreasing with r., Since X(@IP) = 0, this proves
that ho(@rP) is non-decreasing too,

We have an isomorphism

geHV? o,
and via this isomorphism we get an exact sequence

0> Q> Oyyyp = > U —> 0
where rtes is the restriction, Since constants in HO(P?@(VH.)P) are mapped
into constants in HO(P,@\JP), the cohomology sequence shows that
dim HO(P’@(\H-I)P) 2.2, Finally v divides both m and a+ 1, because
(%@ﬂ-m Q@P (trivial) and
0@ ¥y -0, .

In order to check the isomorphism w, g@P’ we note that since X(\’Dp) = 0 and
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P P

tion s. Now w, has degree 0 on every component of P and P 1is numerical-

ly connected. By Proposition 1 of Ch, II, we see that s cannot vanish

0 0
h Q@P) =1, we have h (wP) = h1(¢7) =1, hence w,_, has a non-trivial sec-

identically on any component of P, Also, s cannot have isolated zeros,
because o, has dégree 0 on each component, We deduce that s never vanishes

and hence multiplication by s.1 yields the required isomorphism wP::¥> @7P.

This proves Proposition 3.

Corollary, If in addition hl@@x) <1 we have either ak +1= m or
v, +a +1=m,
A A A

Proof, Since X«ZQV+1)P) =0 and ho(ék ) = 0, using duality we

VHL)P
find
dim K(p, 0 ) > 2
PHwl)p’ = C 0
Now the cohomology sequence of
' V-1
— W

0 ~—> x——arﬁ ® u —> O(yp1yp > O

ylelds
-v=1 .
dim HO(X, ﬂ ® mx) > dim HO(X,wx)

since dim Hl(X,uk) = dim Hl(X,Ga) < 1 by hypothesis, This increase in
dimension is possible only if v+ a+ 1>m or 1+ (atl)/V 3> mAL There-
fore (atl)/V =m/NN or m/y - L,

In some cases it may happen that there is a multiple fibre mP such that
v=0, i,e, P has a.trivial normal sheaf, By the results of Ch, III we now
see that the universal deformation space of P consists of a single point but
with Zariski tangent space of dimension 1l; although there are non-trivial
first-order deformations of P, we find obstructions to extend these deforma-
tions to higher order,

The occurrence of wild fibres is a phenomenon peculiar to char, p. In
fact Kodaira has shown that in char. 0 we must have VX = mx, ak = mk -1

and more generally Raynaud has proved that ml/vl is a power of the character-

istic p.
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Now we shall examine in more detail the case in which B = Pl, the pro-

jective line,
If B = Pl, all fibres are rationally equivalent and the canonical
bundle formula takes a simpler form., We have
Theorem 2, If B = Pl' then
K = rf-l(y) + 5 alP.
)\ A
where r = =2 + X((DX) + length T. Moreover
a
A
I+g==>0
AT
unless X is rational or ruled and the plurigenera of X are then given by

the formula.

na
P_ = max|nr + z[a-{lfl, 0

n
AL A
where [] denotes the integral part,

Proof, The first formula is obvious, because all fibres are rationally

equivalent, i,e, invertible sheaves on Pl are classified by their degree,
a
A

The inequality r + % =z 0 also comes from (‘S('H) > 0 for all ample H

unless X 1is ratiomal or ruled (Castelnuovo, Enriques, Mumford), Since
NS( = nr f-l(y) + T na,P
: N AA
we have

nal -1
n.KX = |nr +-§ q f (y) + E bl(n)PA
where 0 < b)\(n) < @y hence

din HO(x,0(nK,))

0 na
= dim H B,@B(nr + 5 m—*J
; ALA

na
=nr + 3 ——)i] + 1
A
na,
provided nr + % -[;1——] > -1, and our result follows.
ALA

In any case, we have that Pn cannot grow more than linearly with n,
If one defines the Kodaira dimension to be
o
K= tn degy @ HO(x,0(rK)) - 1
n=

we have
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%
If # = -1,
while if A
If % =0,
However, if

theorem on

= =1 <= all plurigenera P, vanish

=0 @Pﬂgl for all n, and Pn%o for some n

=1 <———>Pn~7n, some Yy >0

= 2 <=>Pn~ Ynz, some ¥ >0

then X 1is rational or ruled (Castelnuovo, Enriques, Mumford),
=1 then X is elliptic or quasi-elliptic (Enriques, Mumford),
the situa'tion is more complicated, since X need not be elliptic.,

X is elliptic the canonical bundle formula and the Riemann-Roch

B shows that PDN ¥Yn where: Y2 0
a

Y=r+72—
o)

We deduce that

Theorem 3, Let ‘X be an elliptic or quasi-elliptic surface with # =0

or 1, Then

if f : X—> B 1is a relatively minimal fibralion we have that
a_.
2p(B) - 2 + length T + § &
A

_does not depend on the fibration f,

Theorem 3 is meaningful, since some surfaces may have more than one

fibration,

Going back to surfaces with # = 0 or 1 we see that minimal models of

them all have ( z) =0, In fact, if ( 2) > 0 then
% &

dim.lnls(l + diml-(n-l)ls(] —> ® as n—> o, by the Riemann-Roch theorem,

quadratically with n, This implies that either P = 0 for all n (hence

2

X = -1) or P ~ YT, ¥ >0 (hence * =.2), so that we deduce that if

N =0orl

then (K)Z() < 0. If (KJZ() <0 and X is minimal then, as proved

by Mumford in all characteristics, we have that X is ruled and K o= -1,

This being done, the Riemann-Roch theorem for the sheaf @X yields

0 1 2
12(h (cox) - h ((ax) +h (@x))

=c2[x]=ao-51+32.-33+34

=2-24q+32

and we obtain the
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Basic formula, If (K;) = 0 we have
10 + 12p, = 8 dim 1 (X,6,)
+ 2(2 dim HI(X,@X)' - 29) +B, .
It is known that

dim Hl(x,@x) =

|
o

if char(k) = 0 and more precisely
dim Hl(x,@x) >q

in any characteristic, with equality if and only if Pic(X) is reduced; we
have also (Bombieri-Mumford)

dim Hl(X,@%) <q+ Py
If we give an upper bound for P the basic formula shows that we have only
finitely many possibilities for hl«Z%), B, and 4= 2h1«3k) - 2q. In
particular we have

Table of Invariants if (KZ) = 0, P,

nA
&

] 1
B, B, <y X&) h(O)

Pg )

22 0 24 2 0 1 0
14 2 12 1 1 1 0
0 0 0

10 0 12 1 {1 {1 {2
6 4 0 0 2 1 0

2 2 0 0 {; {2 {g

The first four invariants are deformation invariants, since
they are determined by the Betti numbers, while the last three
are not always deformation invariants if char(k) 4 0. This suggests
‘that Enriques' classification by means of plurigenera should be replaced in
char(k) = p by means of a classification using the Betti and Chern numbers,
together with the Kodaira dimension,

We mention here a new phenomenon of char, p. If char, = 0, then a
classical theorem of Castelnuovo shows that if X«? ) <0 then X 1is ruled.

This is no longer true in char, p, and Raynaud has constructed non-ruled
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surfaces with Pg >0 and XGZ&) < 0. These surfaces admit fibrations
f : X—> B with fibres of positive arithmetic genus having cusp singulari-
ties, The following result of W. Lang shows that this is intimately related
with the failure of Kodaira's vanishing theorem in char, p.
Theorem 4, Let f : X—> B be a fibration such that all fibres are
irreducible and have positive arithmetic genus, admitting a section C., Let
NC = G&(C)/ﬁ& be the normal sheaf on C (and C = B since C is a section),
Then if G2 >0 we have that
(1) H=0(c)® £, is ample
(15) Hix,u7Y) +0.

Now we shall consider surfaces with X = 0, We cannot have Py > 2, for
. . . i n-i
if s} S, are linearly independent sections of Qj(KX) then S1S, s

i=0,1,,..,n are linearly independent sections of @(nKX) and P >n+1

nw

for all n, hence %> 1. Thus surfaces with % = 0 have invariants accord-
ing to the previous table, Let X be such a surface and suppose that

fV: 3{-—e> X is an étele covering of degree n, We have wy = f*wx and also
WX, 0(nkg)) ¥ HO(X, £,0(nks)) ¥ HO(X,0(mK,)), hence * =0 for X too.
Now X«?ﬁ) = HXGDX) and x«Dg) < 2 and from the table of invariants we see
that n=1 if x(@&) =2, ng2 if x«Dx) =1 or x@Z&) = 0, This shows
2 cannot occur if % =0

at once that the case in which B, = 14, B

2 1°
because B1 =2 1mplies dim AIb(X) = 1, hence X has connected étale
coverings of arbitrarily high order, obtained by pull-back of étale coverings
of Alb(X). This leads to the following preliminary classification of
minimal modéls,

(a) *»
(b) *

0. The surface is called a K3 surface,

"
L
s

1

=22, B,

= 0. We call these Enriques' surfaces.

n
L
w
n
—
)
$
=]
-
I

(¢) =0, B 6, B, = 4, We shall prove that this characterizes

abelian surfaces,

(d) » =0, B2 = 2, B1 2. These surfaces are called hyperelliptic or
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quasi-hyperelliptic,

We shall not deal here with surfaces in (d), but mention only the follow-
ing facts. If X 1is as in (d), then f : X —> Alb(X) is an elliptic fibra-
tion and there exists a second structure n : X —> Pl of X as an elliptic

or quasi-elliptic surface, For a detailed analysis of these fibrations and

the corresponding finer classification we refer to Bombieri-Mumford.

V. Enriques' surfaces in char, 2, In this chapter we study Enriques'
qu in P y Enriq

surfaces, Classically, they are defined by means of plurigenera: pg = 0,

P2 =1, q=0, # =0, Inour table, we find however two distinct types, one
with Py = 0, q =0, hlabx) = 0 and another with Py = 1, g =0 but

hl(G&) = 1 (hence Pic(X) is not reduced and char(k) % 0). 1It.is reasonable
to keep the name Enriques' surfaces for both types, because it can be shown
that deformations of classical Enriques' surfaces in char, 2 may lead to
surfaces of the second type,

Theorem 4, Non-classical Enriques' surfaces (i.e, with pg =1) can
occur only in char, 2,

Proof, Let X be a non-classical Enriques' sucface., Since X =10, a
theorem of Mumford guarantees that Ky = 0 (in fact, by the Riemann-Roch
thgorem we have dimIZKXI + dimI-le >0 and dim[Zle = 0 because % =0
and din([K [ = Py = 1 =0, hence dim[-K, | > 0; since both [K| and [-Kj]
are non-empty, we must have Ky = 0). We have dim Hl(X,G&) = 1; hence let

aij} € Zl(C&) be a non-trivial l-cocycle and consider the Ga-bundle
nm ¢ W—> X defined locally as Al X Ui’ coordjnate z; on Al, .and
glued by
zg = zj + aij .
There is a nowhere vanishing 2-form w on X and 7= dziA w is a regular
3-form on W, because daijA w =0 identically, Clearly n never vanishes

and we conclude that = 0, Now consider the Frobenius cohomology operation
P



F on HI(X,G&). At the cocycle level, we start with {aij]/ and obtain the
p s 1 .
new l-cocycle {éij}’ Since {aij} is non-trivial and H (X,@&) is one-
dimensional, there is a constant A ¢ k such that agj}, {aij} are coho-
mologous, hence we can write
p= -
a5 Xaij + bi bj .
Now
- P i
f= z; = Az bi
defines a global functiom on W, because z; = zj + aij and
p-— - = v
ajy = Aaij + by bj. Let Y be the surface £ =0 in W, If % 0 we

may assume A = 1 and zir———> z, + 0, a € Fp shows that the projection

i
m: Y—>X is an étale p-covering, of Artin-Schreier type with group Fp.
Hence Y is a non-singular (connected) surface, If ) = C we cannot have
b, € €7§ for all i, otherwise {aij} would be trivial, hence df is not
identically 0., Thus Y is reduced and a complete intersection in a smooth

3-manifold, hence a Gorenstein surface, Now Kw = 0 and the normal sheaf of

Y in W 1is also trivial and we see that in any case

vy = Oy
is the trivial sheaf. We deduce that
0 2
x©,) s b'(O) + 2O

0 0 _
W) + hi(e) = 2.
On the other hand, m : Y—> X is finite and flat and n*€§ is filtered by
subsheaves
2
(ox clo, e 20,1 C [y 20, @ 2;0,1
eee C n*ﬁ%
because z; - zj'E @, and we have p quotients all isomorphic to @?x.

Finally

£ x(X, quotient sheaves)

x(Y,6) = x(X,m,5)

p x(X,0,) = p

and p <2 follows from the previous inequality x«?&) < 2. Hence p =2
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as asserted.

Y Y

is non-singular then Y is a K3-surface while in any case it is K3-like,

We also deduce that X(@Y) =2, w, @, and hl((OY) =0, i.,e. if Y

Theorem 5. Every Enriques surface is elliptic or éua‘si-elliptic.

_lir_o_q_{. We shall not deél with the classical case, since the known proofs
in char, 0 extend easily to char, p, So assume that X is non-c‘lassical.

Everything follows (&s in char, 0) from the following result,

Propositi¢n, Let C be an irreduciblé curve on X with (Cz) > 0.
Then the lineat system [Cl contains a reducible divisor D which is not
the sum of two non-singular rational curves,

‘We postpone the proof of this result and go first to the proof of our
theorem,

Let p =%- (Cz) + 1 be the smallest genus of irreducible curves with
(CZ) >0, and let D be as in the Proposition,

'Step 1. If E 4is an irreducible component of D then p(E) < p(C)
hence p(E) =0 or 1,

In fact, let D =E + D', We have (I:°D') = (CeD'") > 0 because C is
irreducible and .(czv) > 0,  hence (D*E) 5‘((:2). Now (D-E) = (E2) + (E+D')

and D .4 is connected, hence either (E-D') > 0 or (Ez) <0 and in both

cases (EZ) = (DeE) = (E-D') < (¢2), i.e. p(E) < p(C).

Step 2, Either X contains a curve of camonical type or D= 1Z m E,
where Z mi‘g 3 &and the Ei are non-singular rational <l:urves with
(E)) = -2 and (E;°E) 2 for all 4, 4.

In fact; if p(Ei)»= 1 then E; is of canonical type, hence we may
suppose (Ei) = -2 and E; non-singular rational, Also I m > 3 by the
previous proposition., Finally, (Ei-Ej) <2, For if (Ei-Ej) >3 "then

E, +E has self-intersection > 2 and the Riemann-Roch theorem yields

3
dim]Ei + Ejl > 1. Note also that the general element of ]Ei + Ejl is

irreducible, On the other hand
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IEi+Ej|+(D-Ei-Ej)C lc]

and D - Ei - E > 0, because I m, > 3; this clearly contradicts the result

J
ia Step 1,

Final step. X contains a curve of canonical type. Consider D =X miEi
as in Step 2. If (Ei-Ej) = 2 then E; + Ej is of canonical type, Hence we
way agsume (Ei-Ej) <1 for all i, j. Consider the connected graph with
vertices E; and edges conmnecting E,, Ej if (Ei-Ej) = 1, If this graph
contains a complete Dynkin diagram 2;, ﬁ;, %%, %%, E% (e.g. 2; is a loop)
then by attaching suitable multiplicities to the vertices of this subgraph we
get a curve of canonical type, Otherwise the graph itself is a Dynkin diagram
and the associated self-intersection quadratic form is negati?e definite,
which contradicts (D2) > 0, Finally X is elliptic or quasi-elliptic since
it contains a curve of canonical type,

It remains to prove the Proposition,

Let Ll be an invertible sheaf on X, L %'@§ and [L] % g. I1f
s € (L) and C = div(s) we have the exact sequence

0—>0y = L—%©c®.]"—> 0
and we define 1“(L)0 as the vector subspace of I'(L) consisting of those
sections s € I'(L) such that
Hl(x,@x)—-s—e- uh(x,L)

is the zero map; ]LIO .will be the associated (possibly non-complete)

linear system,

Lemma 1, Assume that there exists C € [L] with hoﬂ?c) = 1, Then we

have:
either
1 . . 1,2
a) h(L) =0 and dim|L| = din|L[) =5 (L7)
or
b) B'(L) =1 and dimfi|y =% D).

Moreover, in case b) we have D € [L[o if and only if hoﬂb ) = 2, hence
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every element of lLlo is reducible and is not the sum of two rational curves,
Proof. The Riemann-Roch theorem yields
dim|L| =-;- a?) +nk) .
The cohomology sequence of
0——>@X S5 — ub-—-> 0
where D = div(s) gives
Hl(x,@x)—i> Hl(x,L)_-——> Hl(D,wD) —_— Hz(x,@x)-» 0
and now chooding D = C, hence with hl(wD) = hOQDD) =1 we see that
Hl(D,wD)——~> HZ(X,@&) is an isomorphism, therefore Hl(X,@ ) —> HI(X,L) is
surjective and hl(L) = 0 or 1, The same exact sequence, for any D, also
yields
hlL) = -1 + ho(@D) + dim Im{Hl(X,(QX) - uhx,19)
and a), b) follow at once,
Lemma 2, If (LZ) > 0, hl(L) =0 and ILI contains an irreducible
curve C then hl(ﬁ§2) =0 and dimlﬂszl = Z(LZ).
Proof. Let ¢ = div(s) € ]L[ be irreducibla, Clearly
Hl(x,@&)-—iiﬁ> HI(X,ﬂsz) is the O-map, since it factors through multiplica-
tion by s alone and HI(X,L) = 0, hence s2 € F(ﬂaz). On the other hand,
C is irreducible and C2 >0, thus 2C is numericﬁlly connected and
h°«zgc) =1, Now Lemma 2 follows from Lemma L,
In the proof of our proposition, by Lemma 1 we may assume
'Ly = n'(*?) = o,
(% = 20> 0, din|L| = 0, din|1°?] = 4n .
Let [aij] € Zl(a&) be a non-trivial l-cocycle, We have already seen
that the Frobenius cohomology operation yields a relation
aij - laij =b, - bj
with A € k; we shall fix once.for all such a datum {bi}'. Now let

%
{fij} € Zlﬁbk) be a l-cocycle representing the class of L im Pic(X), If

{si} is a section of L, the image of the class of {aij} by
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Hl(x,@&)-—§4> H'(X,L) 1is represented by the l-cocycle {siaij} and since
hl(L) = 0 this is a l-coboundary:

sy aij =0; - fij oj o
The corresponding datum {oi] is uniquely determined modulo sections of L,
and we fix it by choosing it on a basis of T(L) and extending by linearity,

We use b and 0 to construct sections of ﬂDZ as follows: if s,t ¢ (L),

if o,7 are associated data,then st + ot and cz + AOs + bs2 are sections
of ﬂDZ. The verification of this fact is straightforward but clearly uses
in an essential way the fact ‘that we work in char, 2.
Now consider sections of the form

(A') 02 + \os + bs2 + sT + ot
(a") sT + ot
in T(ﬂsz). There are some obvious cases in which (A') and (A") vanish
identically, namely:
(A'): if s=0=0 or s=0,0=t
(A"): if s =put, 0 =pur with | €k,

or s=t =0,

or t=17=0,

We call these the trivial relations, Now one shows that there exists a non-

trivial relation, by a simple dimension argument and the fact that the set of

sections we have defined forms a closed subvariety of the vector space

P(ﬂsz). Let (A') =0 or (A") =0 be a non-trivial relation; then div(s)
satisfies the conclusion of our proposition, First of all, s # 0 otherwise
s =0 =0 and the relation would be trivial, Suppose for example that the
relation is
2 2
0" 4+ A0s + bs" + sT+ 0t =0
and suppose div(s) irreducible, We have

s(T + A0 + bs) = o(t + 0)

and since div(s) is subposed to be irreducible we easily see that we may
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deduce that O, = s;8; for suitable regular functions g;+ Now

siaij =0; - fijoj yields siaijv= $;8; = fijsjgj

aij =g - gj’ i.e, {aij} would be a l-coboundary, contradiction. A

similar argument applies for a relation of type (A"). Finally, if

= si(gi - gj) and

div(s) ='E' + E", with E' # E" and E', E" irreducible curves we see
that if s = s's" is a corresponding decomposition we may assume that
HI(X,C&)——§L%> Hl(x,@(E')) is the zero map. This however can never happen
if E' 1is non-3ingular rational, as the cohomology sequence ‘
HO(x, N ) —> 1%, 0) —S—> 1 (x,0(E"))

sho&s? because the normal bundle of E' is negative, hence HO(X,NE,) = 0.
This completes the proof,

We shall not dwell further on the study of these interesting surfaces
and refer to Bombieri-Mumford for the construction of explicit examples and

for additional results,

VI,. Characterization of abelian surfaces,

We have encountered in Ch., IV minimal surfaces with 2 = 0, B, =6,
B, = 4, We now characterize these surfaces by
Theorem 6, A minimal surface with % = 0, B, = 6, B; = 4 1is abelian,
In order to prove this result Qe shall make use of still different
char, p techniques,

1, so that Pico(X)

‘The surface X has invariants hl(ek) =q=2, Pg
is reduced and Alb(X) is then 2-dimensional, Morecver, pg =1 shows
dim [KYf = 0, hence either Ky = 0 or there is on X a curve of canonical

. In this case however X would be elliptic

type, namely the curve in [KX
or quasi-elliptic and the canonical bundle formula would show again that

KX =0 or X =1, Hence Kx = 0; we deduce that the same holds for every
étale covering of X,

‘Let £ : X—> Alb X be the Albanese mapping, First of all, if f were
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not surjective then f would factorize as ® 3 X—=> C with C of genus 2,
Now C has étale coverings T ¢ C'—> G of arbitrarily high degree prime to
p and X' =X X, C' determines an &tale covering X'—> X together with a
surjective map X'—> C'. Now X' "is again a surface of the same type as X
while since X'—> C' is surjective we certainly have

q = dim ALb(X') > g' = dim AIb(C'). Now q = 2 by the Table in Ch. IV, while
certainly g' increase to o as the degree of the covering C'—> C.
increases, This shows that f ;3 X—> Alb X 1is surjective, A similar argu-
ment now shows that f 1is a finite map, Suppose E is an irreducible curve
with £(E) - pt. Then we must have (Ez) < 0 and considering étale coverings
X'—> X induced by étale coverings of Alb X we obtain X', still in the
same class, with arbitrarily many curves Ei with - (Eg) < 0 and the E,
disjoinﬁ. This contradicts BZ(X') = 6,

4

Let Alb X—%> Alb X be multiplication by g, let X Alb

¢ = X X

and consider

X é—-£~——€> Alb X

f, and hence fA’ are finite morphisms and deg fi = deg £, if (2,p) = 1,
which we shall henceforth assume, X,—> X and Alb Xx—%5 Alb X are &tale

£

maps of degree‘ 24. If f is a separable map we can argue as follows. Let
n be a translation invariant regular 2-form on Alb X. Since f 1is
separable, f*ﬂ is a‘regular 2-form:on X and f*n never vanishes because
KX = 0, It follows at once from this that £ : X—=>> Alb X 1is everywhere an
&tale morphism; since every &tale covering of an abelian variety is an
abelian variety, we conclude that X is abelian,

In char, p there is the unpleasant possibility to consider that f may
be inseparable; now f*ﬂ is identically 0 5nd the previous argument breaks

dbwn. In this case we use the following powerful char, p technique,
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The surface X lies in a smooth and proper algebraic family of surfaces
defined over a finite field and, if we can prove that the surfaces over the
closed points are abelian, X itself will be abelian; this is essentially a
specialization argument.

Now suppose that k is a finite field, Fix L ample on Alb X, Then

*
LL = f L is ample on X

4 with Hilbert polynomial

@n
X(Lz. )

4

(deg £,) x(L°™)

(deg £) x(©2™

which is independent of f. By a fundamental result of Matsusaka-Mumford
there is N, depending only on the Hilbert polynomial, hence independent of
4, such that ﬁiN is very ample for all 4. Therefore the infinite set of

k-varieties XL can all be embedded in a fixed PM, with fixed degree. Now
since k is a finite field, there are only finitely many varieties in PM
with fixed degree, and it follows that all the pairs (Xﬁ,ﬁiN) are isomorphic
over k to finitely many of them, . Now we have:
(i) given X and an ample L, the group of automorphisms £ of

X with f*i,AJL is an algebraic group, hence with only finitely Many com~
ponents (Matsusaka};

. (ii) the group A, of translations by points of order {4 acts on

4

: *
and each g ¢ A, has gL, ~ 1L,

4 £ 4 2
ON s . PP ®@N

Let (xn’Ln ) be isomorphic to infinitely many (Xﬁ’LE ). Then A,
acts on Xn. Let G, C Aut(Xn) be the group of automorphisms g of X
such that g Lnfu Ln“ Then Gn is an algebraic group and AL C Gn for
infinitely many 4. A first consequence is that the connected component Gg
of Gn is positive dimensional., Now Gg cannot contain a non-trivial linear
subgroup for the action on Xn would make Xn ruled, and KX = 0, Hence

n

g

Gg is abelian, Also AL (Z/.@Z)4 and subgroups of fixed bounded index of

Al are in Gg. We deduce that dim Gg > 2, X, consists of only one orbit

under Gg, hence X, 1is a coset space Gg/H, hence X itself is an
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abelian variety, Finally we have

z
an etale X f Alb X

and Xn? Alb X are both abelian varieties, By choosing an origin, we see
that we may assume that the composition X —> Alb X is a surjective homo-
morphism, If K 1is the kernel, it is now easy to see that X -t Xn/K' for

a suitable subgroup K'C K, hence X itself is an abelian variety.

VII, Open problems., We mention here rather briefly some interesting
open problems of the geometry of surfaces in char., p.

First of all, the Kodaira vanishing theorem in char, p is not yet well
understood; further work in this direction is certainly desirable.

In the theory of elliptic and quasi-elliptic surfaces, in char, 2 and 3,
one should study how an elliptic fibration may become quasi-elliptic; also
one should try to find functional invariants, like the j-invariant in the
elliptic case, associated to quasi-elliptic fibrations.

One needs also a deeper study of families of curves in char, p with
generic singularities, and a better understanding of unirational surfaces in
char, p would be a nice achievement,

The. relations (and computation) of the de Rham cohémology and Hodge
cohomology in char, p should also be worked out, in order to see how the
various degrees of failure of Hodge theory are refleéted in the geometry,

From the point of view of Enriques' classification, still much more work
has to be done if #'= 1 and 2, The appearance in these dimensions of the

Raynaud surfaces shows that many interesting new aspects may have still to

come,
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1. Notations.

Introduction

Let F be a complex algebraic surface. We will use

the following ¢tandard notations:

OF : the structure sheaf of F .

0F (D)

b

Wp

. the invertible sheaf associated with a divisor D on

—»cl(F) : minus the first Chern class of F or a

canonical divisor on F .

= OF(KF) : the canonical sheaf of F .

h;(D) : the dimension of the space Hl(F,OF(D)) .

0
=h
pg(F) (X,

F) = hz(OF) ; the geometric genus of F .

1

q(F) = hl(KF) =h (OF) : the irregularity of F .

2 -
KF H
(1)

the self-intersection index of KF .

2

p (F) = KF' + 1, where P' is a minimal model of a non-

¢2(F)

pa(F)

Pn(F)

rational surface F ; the linear genus of F .
the topological Euler-Poincare characteristic of F .

-a(F) + p_(F) =1/12(k% + ¢,(F)) - 1 : the arithmetical

genus.

ho(nKF) : the n-genus of F .
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NS(F) : the Neron-Severi group of F , the quotient of the
Picard group Pic(F) by the subgroup of divisors

algebraically equivalent to zeroc (= Pic{F) if q = 0).

Tors{F) = Tors(NS(F)) = Tors(Hl(F,Z))

If not stated otherwise F will be always assumed to be non-singular

and projective.

2. Historical. It is easily proved that for a rational surface F

(that is birationally equivalent to the projective plane Pz) the
invariants q(F) and pg(F) are zero. The interest to non-rational
surfaces with vanishing gq and pg was born in 1896 when Castelnuovo

had established the necessary and sufficient conditions for a surface to
be rational. Clebsh had proved earlier that a «urve of genus 0 is ratijonal.
The question whether a surface with q = pg = 0 is rational was a

natural problem. In [10] Castelnuovo had shown that the answer is nega-
tive in general proving that one must add also the condition P2 =0

and constructing an example of a non-rational surface with gq = pg =0 .
In the same paéer he also exhibited other examples of such surfaces due

to Enriques. The latter were of particglar destiny, as it turned out
later they play a special role in the general classification of algebraic
surfaces represehtinq one of the four classes of surfaces with vanishing
Kodaira dimension (see [1], f6]) . Both examples of Enriques and
Castelnuovo belong to the class of elliptic surfaces, that is they contain

a pencil of elliptie curves. In particular, we have for these
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surfaces p(l) =1 . Later Enriques gave another construction of his

surfaces and also presented other non-rational surfaces with q = pg =0

[17] . They were also elliptic surfaces.

The first examples of surfaces of general type with q = pg =0

appeared only in 1931-32 when Godeaux had constructed a surface with

(1)

gq=p =0 and p = 2 [18] and Campedelli had constructed ([2]) a
surface with p(1)= 3 . Later Godeaux constructed some other examples
with p(l) =3 [20].

3. Modern development. The new interest to the surfaces under the

title is related to the general problem of the existence of surfaces
with given topological invariants which became of the main concern after
the period of the reconstruction of Enriques' classification results had

w_ .,

happily ended. The particular interest to the surfaces with p
and 3 (numerical Godeaux and Campedelli surfaces) is due to Bombieri's
paper [4] where for ali other surfaces it was settled the question of the
birationality of the 3-canonical map qu . Now due to works of
Bombieri-Catanese [5,II], Miyaoka [32] and Victor Kulikov (non-published)
we knqw that ¢3K is birational for these surfaces, but I do not include

the corresponding proofs in this survey refering to the paper of Catanese

in these proceedings.

In Chapter II, I expose in more detailsthe results of my paper [14]
which deals with elliptic surfaces with q = pg = 0 . The theory of
v
Kodaira—Ogg—SafareviZ allows to classify all such surfaces.

In Chapter III, we study more interesting case of surfaces of the

general type. All such surfaces are divided into nine classes corresponding
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to the possible values of p(l)= 2, 3,..., 10 . To distinguish the

(1)

surfaces with the same p one may consider the group Tors(F) or more
generally the whole fundamental group wl(F) . It can be shown (see

Chapter III, §6) that there are only a finite number of possible nl’s

for surfaces of the same class, and hence one may ask about some explicit

estimate of the order of Tors(F) . Unfortunately, this is known only

for the cases p(l) = 2 (Bombieri) and 3 (Beauville, Reid) and only in

the first case this estimate is the best possible. Moreover, we do not

(1)

* B
know whether the classes with p “'= 8 and 10 are empty . The examples

of surfaces with 4 < p(l)

< 7 are due to Burniat [7,8] . We present
here a new version of his construction ([7]1, [37]) which enables
us to calculate Tors(F) for such surfaces. The examples of surfaces

with p(l)= 9 are due to Xuga [29] and Beauville [3] .
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* gee. Epilogue.
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CHAPTER I. CLASSICAL EXAMPLES.

§1. The Enriques surface.

Let P3 be the projective 3-space with homogeneous coordinates
xi,,i =0,...,3 . Consider the coordinate tetrahedron T : xoxlxzx3 =0
and let X be a surface in P3 which passes twicely through. the edges
Ei (i = 1,;..,v6) of T, that is, has Ei‘ as its ordinary double lines. Ve
élso assume that X has, no other singular points outside T and other
common points with T . Sincé tﬁe section of F by a coordinate plane is the

double reducible cubic. curve, we see 'that F must be of order 6 . More

explicitly we may consider F 'as given'by the equation:

2

(xoxlxz) (X, X.X ) + (xox X )2 + (x.%x X‘) + x X x.x_(x +x 2+x 2+x ) =0

071 3 23 1723 012370 "1 2 73

Let F be the nornalization of X . Then F is a non-singular surface.

To see it one has to look locally at the normalization of the affine coordi-
nate cross ': xyz =0 in A; . Here the normalization will be just the dis-
idint union of three planes, the inverse image of the singular loci will be
‘the union of six lines lying by pairs in these planes. Two lines in each |
of the planes correspond to the two axis lying.in the same coordinate plane.
The inverse image of the origin will be the three points,,each of them is
the intersection point of the two lines in one of the planes. So, locally

the picture is as follows:
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Let p :  F > X be the projection. Then the local analysis above shows

that for any edge Ei of the tetrahedron T we have

1] n
where Ci and Ci are non-singular rational curves meeting each other

transversally at two points arising from the two pinch-points of X 1lying

on each of the edges.

Ci and Cj do not meet if Ei and Ej are not incident, otherwise

Ci and Cj meet transversally at one point}

Ci{W Cj n Ck = @ for distinct i, j, k .

Now we use the classical formula for the canonical sheaf of the

normalization of a surface of degree n in 193:

W, = OF((n—4)H-A)) :

where H is the inverse image of a plane section of X and A is the
conductor divisor (= the annulator of the sheaf px(OF/OX) (see Mumford's
appendix to Chapter III of [43]) . In our case we easily find that

W, = OF(ZH -q |,

where C=C, + ... + C_ .
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. . 3
The global sections of wp correspond to quadrics in P
passing through the edges of the tetrahedron T . Since by trivial

reasons such'quadrics do not exist we have
0
pg(F) =h (2H-C) =0 .

Next, tak}ng for 2H the inverse ihage of the union of two faces of

the tetrahedron, we obtain that
KF n2H-Cn CH+C, -C, -CnC, -C, ,
1 J 1 J

where Ci is the common edge of these faces, and Cj is the

opposite edge.

Taking for 4H the inverse image of the union of all faces

(= the tetrahedron T) we get
- 2 - .
2KF A 4H 2C Ci 2Cj LVN1]
Thus we have
p () = 1%(0) =1
2 F

and hence F is non-rational.

Since K_ 1is numerically equivalent to zero, we have

C, = CiK = Ci(Ci - Cj) =0, 1i+1,...,6.
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By the adjunction formula we get

Ho(Cj, 0.0 = Ho(Cj, 0.).=¢.
J J

Thus, Ci is a feducible curve of arithmetical genus 1 . Since
Zci Lv 2Cj and Ci does not meet Cj we infer that the linear.-
~ system [2Ci| contains a pencil of curves of arithmetical genus 1
Since there are no base points of ZCi we obtain by Bertini's
theorem that almost all curves form this pencil are non-singular
elliptic curves. Note also that this pencil contains two degenerate

curves, 2c; and 2cj .

Now we may use the formula expressing jc?(F) in terms of the
Euler-Poincare characteristic of degenerate curves of the ellip<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>